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PRÉFACE. 


I. 

L'ouvrage  que  j'ai  publié,  il  y  a  quinze  ans,  sous  le  titre 
S  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des 
Méthodes  en  Géométrie  (i)  était  une  préparation  à  la 
publication  que  je  commence  aujourd'hui.  D'autres  tra* 
vaux  m'avaient  détourné  de  ce  sujet.  Mais  une  chaire  de 
Géométrie  supérieure ,  réclamée  depuis  longtemps  par  la 
Faculté  des  Sciences  et  instituée  en  1846,  m'ayant  été  con- 
fiée, j*ai  dû  reprendre  mes  anciennes  études  et  m'eflbrcer 
de  lier  entre  eux,  pour  les. ériger  en  corps  de  doctrine,  des 
matériaux  insérés  en  partie  seulement  dans  les  Notes  do 
Y  Aperçu  historique. 

Au  lieu  de  Touvrage  que  je  mentionnais  alors  sous  le 
nom  de  Compléments  de  Géométrie  et  dans  lequel  je  me 
proposais  de  réunir  ces  matériaux ,  je  me  suis  trouvé  natu- 
rellement conduit  k  faire,  s'il  m'était  possible,  un  Traité 
complet;  et  j'ai  du  l'intituler  Géométrie  supérieure,  pour 
conserver  le  titre  même  de  la  chaire  consacrée  à  l'ensei- 
gnement de  la  Géométrie  pure. 

Nouveau  par  le  titre,  ce  Traité  de  Géométrie  supérieure 
Test  aussi,  à  beaucoup  d'égards,  par  les  matières,  et  prin- 
cipalement par  la  méthode  de  démonstration.  Ce  qui  le 
caractérise  essentiellement  et  détermine  l'esprit  dans  le- 
quel il  a  été  conçu,  c'est  l'uniformité  de  cette  méthode  et 
la  portée  de  ses  applications. 

Les  principes,  ou  théories  spéciales,  sur  lesquels  re- 

^1)  Voir,  plus  loin  ;  la  note  de  la  page  xxxi. 
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posent  ces  procédés  uniformes  de  démonstration,  sont  dé- 
veloppés dans  le  volume  que  je  publie  aujourd'hui.  II 
contient,  en  outre,  Tapplication  de  ces  principes  aux  pro- 
priétés des  figures  rectilignes  et  circulaires,  et  quelques 
théories  générales,  entre  autres  la  théorie  des  figures  ho^ 
mographiffues  et  celle  des  Jîgures  corrélatiifes,  d'où  déri- 
vent ,  dans  leur  plus  grande  extension ,  les  deux  méthodes 
de  transformation  des  figures  en  usage  dans  la  Géométrie 
moderne. 

On  trouvei'a  plus  loin  une  indication  sommaire  de  ces 
différentes  parties  •,  et  alors  je  dirai  quelles  sont  les  théo- 
ries fondamentales  sur  lesquelles  reposent  les  démonstra- 
tions que  j'emploie^  et  je  chercherai  à  expliquer  d*oà  pro- 
viennent la  facilité  et  la  fréquence  de  leurs  applications. 
Mais  je  dois  indiquer  d'abord  les  caractères  généraux  qui 
distinguent  ces  méthodes  à  d'autres  égards  :  en  cela  surtout , 
c[Ol  elles  participent  aux  av^antages  propres  à  Vjinalyse, 

Je  veux  parler  de  la  généralité  dont  sont  empreints  tous 
les  résultats  de  la  Géométrie  analytique,  où  Ton  ne  fait 
acception,  ni  des  différences  dépositions  relativ^es  des  di- 
verses parties  d'une  figure,  ni  des  circonstances  de  réalité 
ou  d' imaginante  des  parties  qui ,  dans  la  construction  gé- 
nérale de  la  figure ,  peuvent  être,  indiiléremment,  réelles 
ou  imaginaires.  Ce  caractère. spécifique  de  l'Analyse  se 
trouve  dans  notre  Géométrie. 

Mais  ces  méthodes  de  pure  Géométrie  présentent  un  autre 
avantage  essentiel ,  qui  manque  parfois  à  la  Géométrie  ana- 
lytique^ c'est  qu'elles  s'appliquent  avec  une  égale  facilité 
aux  propositions  qui  concernent  des  droites,  comme  à  celles 
qui  concernent  des  points,  sans  qu'on  soit  obligé  de  con- 
clure les  unes  des  autres  par  les  méthodes  de  transforma- 
tion ,  ainsi  qu'on  a  coutume  de  le  faire. 

Il  y  a  donc,  comme  on  voit,  trois  points  de  doctrine  ma- 
thématique, qui  donnent  an    Traité  de  Géométrie  sapé- 
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Heure  un  caractère  spécial,  et  semblent  marquer  un  pro- 
grès dans  la  culture  de  la  science.  Je  vais  entrer,  à  ce  sujet  ^ 
dans  quelques  développements. 

IL 

Jusqu'à  présent  on  n^a  point  introduit,  d!une  nuinière 
générale  et  systématique  y  en  Géométrie,  \e  principe  des 
signes,  pour  marquer  la  direction  des  segments  ou  dos 
angles ,  excepté  dans  la  Géométrie  analytique  et  dans  quel- 
ques questions  particulières,  telles  que  la  théorie  des  cen- 
tres des  moyennes  distances  et  des  moyennes  harmoniques^ 
où  l'on  ne  considère  que  des  segments  formés  sur  une  seule 
droite. 

On  est  tellement  familiarisé,  en  Analyse,  depuis  Des- 
cartes, avec  ce  principe  des  signes,  dont  on  apprécie  Tim- 
mense  utilité ,  qu'on  peut  s'étonner  que  Ton  n'en  ait  pas 
encore  étendu  l'usage  général  à  la  Géométrie  pure.  Je  dirai 
plus  loin  les  causes  de  cette  lacune  regrettable.  Pour  la  con- 
stater ici,  il  suffira  de  citer  la  relation  harmonique  de 
quatre  points ,  relation  employée  si  fréquemment  dans  la 
Géométrie  moderne ,  et  toujours  sans  y  faire  entrer  le  prin- 
cipe des  signes  pour  marquer  la  direction  des  segments.  Il 
en  est  de  même  de  beaucoup  d'autres  relations  d'un  usage 
également  fréquent,  notamment  de  toutes  celles  qui  rentrent 
dans  la  théorie  des  transversales. 

Dans  toutes  ces  relations  et  dans  celles  qui  en  dérivent, 
on  ne  considère,  généralement,  que  la  valeur  numérique 
des  segments  ;  de  sorte  qu'elles  se  rapportent,  d'une  ma- 
nière concrète ,  à  une  seule  des  figures  que  peut  admettre 
une  question,  à  la  figure  que  l'on  a  eue  sous  les  yeux  dans 
le  cours  du  raisonnement  (i). 


-r 


(i)  Par  exemple,  quatre  points  afb,c,  d  situés  en  ligne  droite  don- 
nent lieu  à  trois  rectangles  ab.cd,  acdb,  ad.hc,  et  Ton  démontre  que 
Vun  de  ces  rectangles  est  égal ,  numériquement,  à  la  somme  des  deux  autres: 

a. 
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11  est  vrai  qu  on  peut  conclure  des  rc  la  lions  démontrées 
pour  celle  figure,  celles  qui  convieunenl  à  une  autre,  par 
la  doctrine  des  quantités  directes  et  înuerses  de  Camol ,  doc- 
trine qui  fait  l'objet  de  la  Géométrie  de  position. 

Avant  que  ce  dernier  ouvrage  parut,  on  donnait  ordi- 
nairement d'une  proposition  autant  de  démonstrations,  et 
d'un  problème  autant  de  constructions  particulières,  que 
la  figure  pouvait  présenter  de  cas  différents  dans  la  disposi- 
tion relative  de  ses  diverses  parties.  C'est  ainsi  que  fai- 
saient les  Anciens,  et,  dans  le  siècle  dernier,  R.  Simson, 
Stcwari,  etc.  La  Géométrie  de  position  a  eu  pour  objet  de 
prouver  q^i'une  seule  démonstration  ou  construction  devait 
suffire,  et  de  montrer  comment  on  pouvait  conclure  d'une 
relation  concrète  et  purement  numérique,  formée  pour 
une  figure  déterminée,  la  relation  qui  convenait  a  un  autre 
état  de  la  figure. 

f  c  procédé  consiste  à  donner  le  signe  moins ^  dans  la  re- 
lation proposée,  aux  angles  et  aux  segments  qui  ont  changé 
de  direction  dans  la  seconde  figure  :  alors  la  relation  prend 
la  forme  qui  convient  à  cette  nouvelle  figure  (i). 

celui-U  dépend  de  la  position  relative  des  quatre  points.  Si  ces  points  soin 
placés  Hans  Tordre  <i,  &,  c,  d^  ce  rectangle  est  ac.bd,  de  sorte  qiron  a 
ttc,hd=.  ah.cd  -¥  ad^hc. 

Dans  l'ordre  «,  rf,  *,  <*,  on  a  ah  cd^  ad.bc-i-a  dh . 

Et  dans  Tordre  a,  h^  d^  c ^  ad,hc  =  ab.dc  -f-  nc^bd. 

CliacHnc  de  ces  égalités,  qui  sont  purement  numériques,  convient  à  une 
position  relative  déterminée  dos  quatre  points.  Et  c''cst  ainsi  qu*on  a  cou- 
tume d'exprimer  celte  propriété  di«  qi<atrc  points,  démontrée,  en  premier 
lieu,  je  crois,  parEulcr.  (Voir  Aperçu  histori^up,  page3o5.)  Avec  le  prin- 
cipe des  signes ,  on  l'exprime  par  In  formule 

ah,cd  -t-  ac.ftb  -»-  ttd.bc  =  o, 

qui  convient  à  tous  les  cas  que  peut  présenter  la  position  relative  des  quatre 
points. 

(i)  Les  deux  relations  ne  différent,  finaleuicat ,  que  par  les  signes  de 
quelques  termes.  Voici  comment  Pautcur  s'exprime:  n  Suivant  les  diverses 
>»  circonstances  où  elles  (les  quantités  que  Ton  considère,  telles  que  des 
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Cesl  ce  que  Carnot  a  appelé  le  principe  de  convint  ion 
des  ligures.  Mais,  à  dire  vrai,  ce  principe  n'est  pas  dé- 
montré, et  les  développements  dans  lesquels  l'auteur  est 
entré,  à  plusieurs  reprises,  tant  dans  la  Géontéffie  rfe  po- 
sition que  dans  des  disserta  tiens  spéciales,  ne  forment  que 
de  puissantes  inductions  qui  ne  constituent  pas  une  démons- 
tration primordiale,  absolue;  et,  à  la  rigueur,  il  faudrait 
justifier,  dans  chaque  question ,  le  passage  d'une  formule  à 
une  autre. 

Certes,  ce  principe  de  corrélation  est  un  progrès  en 
Géométrie;  mais  il  n'est  pas  suffisant,  et  le  défaut  de  ri- 
gueur absolue  n'est  pas  ici  le  pli^  grave  inconvénient  de 
cette  manière  de  procéder  :  il  en  est  d'autres  qui  touchent 
à  l'essence  même  de  la  science  ;  car  les  propositions  dans 
lesquelles  on  ne  fait  pas  entrer  le  principe  des  signes  sont, 
en  général  y  incomplètes  :  en  ny  considérant  que  les  va^ 
leurs  nutnériques  des  segments,  on  néglige  une  partit', 
essentielle  des  propriétés  de  la  figure,  que  ces  proposi- 
tions ouïraient  exprimées  au  moyen  des  signes. 

11  s'agit  ici  d'un  point  de  doctrine  fort  important.  Fixons 
les  idées  par  un  exemple.  Quand  un  quadrilatère  est  in- 
scrit dans  un  cercle  ou  une  section  conique ,  une  transver^ 
sale  rencontre  la  courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère  en  six 
points  qui  donnent  lieu  à  certaines  relations  à  deux  termes , 
entre  six  ou  huit  segments.  C'est  ce  qu'on  appelle  les  équa- 
tions d'ini^olution  de  six  points,  ou  le  théorème  de  Des- 
argues. 

On  a  coutume  de  ne  considérer,  dans  ce  théorème ,  que 


i>  segments  recliltgnes)  se  trouvent,  on  doit  conserver  le  signe  qui  les  pré- 
M  cô(l«  dans  les  formules  où  elles  entrent ,  ou  le  changer  :  et  c^est  la  tJiéori«t 
M  de  ces  muUtion>  qnc  je  nomme  Géométrie  de  position,  p&rce  qu^en  effet 
M  c'^CHt  par  elUut  qu'on  exprime  la  diversité  do  po&itiun  des  parties  corre»- 
w  pondantes  dans  les  Ogurcs  de  môme  gcnri'.  »;  ^  Oéométiiv  de poùlion,  Di^* 
scrtalion  prclîroinairc  ,  page  xxni  ) 
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les  valeurs  numériques  des  segments ,  eu  faisant  abstrac- 
tion des  conditions  de  direction;  parce  que  le  mode  de  dé- 
monstration que  Ton  emploie  n'implique  pas  par  lui-même 
le  principe  des  signes,  et  que  Ton  n'introduit  pas,  à  poste- 
'riori,  -ce  principe  dans  les  formules  (i). 

Il  résulte  de  là,  que  les  équations  démontrées,  bien 
qu^exactes  numériquement ,  n^expriment  qa* imparfaite- 
ment  les  propriétés  de  la  figure.  Par  exemple,  chacune  de 
ces  équations  devrait  pouvoir  servir  pour  déterminer  l'un 
des  deux  points  de  la  courbe ,  quand  l'autre  est  donné  ;  et 
cela  n'a  pas  lieu ,  faute  d'avoir  introduit  le  principe  des 
signes.  Car  prenons  l'équation  ab^ .  bc' .  ca'  =  ad .  cV .  ba\ 
Tune  des  sept  qui  existent  entre  les  deux  couples  de  points 
a,  a'  et  &,  &'  du  quadrilatère  et  les  deux  points  c,  c'  de  la 
courbe  :  cette  équation ,  si  on  la  regarde  comme  une  rela- 
tion purement  numérique  et  sans  y  faire  entrer,  au  moyen 
des  signes^  auctme  condition  de  direction  des  segments, 


(i)  Soient  a,  a';  &,  &'  et  c,  c'  iett  trois  couples  de  points;  on  démoiitro 
d'abord,  de  diverses  manières,  qui  souvent  ne  comportent  pas  Papplica- 
tion  du  principe  des  signes,  les  trois  équations  à  huit  segments  : 

ah, ah'  _  a'h.a'b'       bc  bc'  _  ^'çj»^       <^»'*^*^'  __  c'^-c'^^' . 
ac.ac'"  a'c.a'c''     ba,ba' ^  b'a.b'a'^     cb.cb'  ^  c'b.c'b'' 

puis  on  conclut  de  ces  équations,  par  voie  du  maltipHcation  et  division  , 
quatre  équations  à  sii  segments.  Par  exemple ,  en  multipliant  les  trois  cqua- 
tioDs,  membre  &  membre,  on  obtient 

fl&'" .  bP* .  7ir''  =  7Â'  .Vc\P^\ 

ou 

ab',  bc' ,.ca' =  àza'b,b'c.c' a.  g 

Si  Too  avait  égard  aux  signes  des  segments,  il  y  aurait  ici  une  dilliculté  , 
pour  le  choix  du  signe  du  second  membre.  Mais  celte  didiculic  ne  se  pra- 
•ente  pas,  ou  du  moins  on  la  passe  sous  silence,  parce  qu'on  néglige,  dans 
ces  formules,  le  principe  des  signes,  pour  n^y  considérer  que  la  valeur  nn- 
mérique  des  segments.  Aussi  Pon  écrit  ces  segments  d'une  manière  arbi- 
traire, par  exemple  ab'  ou  b'  a  indiff*^remment ,  et  quelquefois  même  sans 
observer  dans  les  quatre  éqiutions  une  môme  règle  do  symétrie  relative- 
ment aux  origines  des  segment». 
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douiie,  pour  une  posiliou  du  point  c,  deux  points  c',  et 
ne  fait  pas  connaître  lequel  de  ces  deux  points  appartient 
à  la  courbe.  Ce  qui  prouve  que  Téquation ,  telle  qu'on 
la  considère ,  ne  satisfait  pas  à  la  question  qu'elle  devrait 
résoudre. 

Il  faut  donc  nécessairement  introduire  dans  les  relations 
d^involution  le  principe  des  signes;  sans  quoi  elles  seront 
de  simples  égalités  numériques ,  formant  un  théorème  im- 
parfait et  dont  on  ne  connaîtrait  pas  toute  PutSIité. 

Cela  peut  expliquer  pou*^uoi  ce  théorème  célèbre  de 
Desargues,  dont  on  parle  tant  dans  la  Géométrie  mo- 
derne, n'a  cependant  point  encore  eu  toutes  les  applica- 
tions dont  il  est  susceptible.  M.  Brianchon ,  il  est  vrai , 
en  a  fait  la  base  de  son  intéressant  Mémoire  sur  les  lignes 
du  second  ordre;  mais  il  faut  remarquer  que  tout  l'ou- 
vrage consiste  dans  les  développements  des  corollaires  du 
théorème  lui-même,  considéré  dans  tous  ses  cas  particu- 
liers ,  et  que  Fauteur  n'introduit  pas  ce  théorème  dans  les 
spéculations  géométriques  où  Ton  aurait  eu  à  tenir  compte 
de  la  direction  des  segments  :  ce  que  Ton  n^a  pas  fait  non 
plus  depuis. 

Aussi ,  ce  que  l'on  appelle  Vhwolution  de  six  points  s'est 
réduit  aux  équations  à  deux  termes ,  entre  six  ou  huit  seg- 
ments ,  relatives  soit  au  quadrilatère  inscrit  à  une  conique , 
comme  nous  Tavons  dit,  soit  aux  six  points  d'intersection 
des  quatre  côtés  et  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
quelconque,  par  une  transversale  (i). 

Cependant  les  six  points  donnent  lieu  à  diverses  autres 
relations  très-ditlérentes ,  formant  une  véritable  théorie 
dont  les  applications  ,  déjà  très-fréquentes  dans  ce  volume , 
le  seront  encore  plus  dans  la  théorie  des  sections  coniques. 


(i)  Ces  relations d^involution  mire  les  six  points  crinlersection  des  quatre 
ciMés  et  de»  deux  diagonales  d^un  quadrilatère  par  une  transversale ,  ont  été 
connues  des  Anciens,  en  partie  du  moins ^  car  on  trouve  dans  le  septième 
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Mais  ces  applicaiions  seraient  difficiles  et  fort  restreintes 
si  Ton  ne  considérait  que  les  valeurs  numériques  des  seg- 
ments, sa^s  y  faire  entrer,  avec  le  m^me  degré  dMmpor- 
^nce ,  les  conditions  de  direction  :  et  Ton  peut  dire  que. 
cette  théorie  de  Vim^olution  n^existerait  pas  sans  le  prin- 
cipe des  signes. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  l'usage  expli-r 
cite  du  principe  des  sigaes  est  souvent  indispensable  pour 
donner  aux  propositions  leur  signification  complète  et  toute 
la  portée  qui  leur  est  propre ,  et  à  la  science  toutes  ses  res« 
sources  naturelles. 

m. 

Mais  ce  principe  a  divers  autres  avantages.  Il  apporte 


livre  des  Collections  maihématiques  de  Pappus,  six  proposilioDF  ,  i  i^,  1:28^ 
i3o-i33  qui  8*y  rapportent. 
La  proposition  i3o  exprime  la  relation  générale  à  huit  segments,  savoir  : 


ca.ca'       c'a, c'a' 


cb.çb'       c'b.c'h' 
Dans  la  proposition  i33,  la  transversale  passe  par  le  point  de  concours 

de  deux  côtés  opposés  et  est  parallèle  à  une   diagonale  ;  Téquation   Obt 

— 7 
alors  ca.ca'  =  cB, 

Dans  les  propositions  137  et  t'i8',  la  transversale  est  une  droite  quelconque 
parallèle  à  Tune  des  diagonales ,  etPéquation  e^t  de  la  forme  -j-,  =  rp-;*  On 

CO  b    A 

peut  considérer  cette  équation  comme  nn  cas  particulier  de  la  relation  géné- 
rale à  six  segments,  qui,  toutefois,  ne  se  trouve  pas  dans  Touvragede  Pappus. 

Dans  la  proposition  i3-[,  la  transversale  est  la  droite  qui  joint  les  pointa^ 
de  concours  des  côtés  opposés ,  et  la  proposition  exprime  que  cotte  droite 
est  divisée  hafmoniquemcnt  par  les  deux  diagonales. 

Enfln  la  proposition  i33  est  un  cas  particulier  de  i3i.  La  droite  qui  joint 
les  poinis  de  concours  des.  côtés  opposps  est  parallèle  à  une  diagonale. 

11. est  à  croire  que  les  géomètres  grecs  n^ont  pas  connu  explicitement  les 
équations  d^involution  relatives  au  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique; 
mais  ils  ont  eu  Téquivaient  dans  la  proposition  qu'on  appelle,  d'après  Des- 
eartes,  le  théorème  de  Pappus,  et  qui  consiste  en  ce  que  le  produit  des  dis- 
tances de  chaque  point  de  la  cotwbe  à  deux  cotés  opposés  du  quadrilatère,  est  au 
produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres  côtés  ^  dans  une  raison  con-. 
'tantt^ 
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dans  les  démonstrations  une  facilité  qui  rapproche  les  con- 
ceptions de  la  Géométrie  de  celles  de  l'Analyse.  Car  on  sait 
qu^une  démonstration  est,  d'ordinaire,  plus  pénible  quand 
on  est  obligé  de  subordonner  le  raisonnement  à  Tétat  d'une 
figure  particulière,  que  quand  on  peut  raisonner  d'une 
manière  générale,  comme  en  Analyse,  sans  tenir  compte 
des  positions  relatives,  accidentelles,  des  diverses  parties 
de  la  figure.  Dans  le  premier  cas,  on  cherche  péniblement 
dans  les  détails  de  la  figure  les  éléments  de  la  démonstra- 
tion, et  dans  le  second,  on  combine  logiquement  des  pro- 
positions abstraites ,  sans  aucune  entrave. 

Le  principe  des  signes  étend  même  son  influence  sur 
l'énoncé  des  propositions^  car  lorsqu'elles  ne  se  compli- 
quent pas  de  conditions  de  situation ,  elles  prennent  une 
forme  à  la  fois  plus  générale  et  plus  concise,  qui  présente 
à  Tesprit  une  idée  plus  nette  et  se  prête  mieux  au  raison^ 
nement. 

On  a  donc  beaucoup  perdu  à  ne  pas  introduire  systémati- 
quement dans  la  Géométrie  pure ,  le  principe  des  signes  ;  les 
progrès  de  la  science  en  ont  été  nécessairement  retardés. 

IV. 

i  Si  Ton  ne  démontre ,  ordinairement ,  comme  nous  Ta  vous 
dit,  une  formule  ou  relation  que  pour  une  certaine  figure , 
et  non  dans  Fétat  d'abstraction  et  de  généralité  qui  per- 
mettrait ,  au  moyen  des  signes  +  et  -r-  ailectés  aux  segments 
et  aux  angles  pour  marquer  leur  direction ,  de  l'adapter  in- 
différemment à  tous  les  cas  possibles  de  la  figure ,  il  est 
facile  d'en  reconnaître  la  raison.  C'est  que  les  propositions 
qui  forment,  le  plus  ordinairement,  les  éléments  de  dc*- 
monstration,  dans  la  Géométrie  ancienne,  ne  comportent 
pas  l'application  du  principe  des  signes.  Telles  sont,  la 
proposition  du  carré  de  l'hypoténuse,  celle  de  la  propor- 
tionnalité des  côtés  homologues  dans  \vs  triangles  sembla- 


' 
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blcs;  celle  encore  de  la  proporliouiialité,  dans  loul  (riaii- 
gle^  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés.  La  règle  des 
signes  ne  s'applique  point  à  ces  propositions,  puisque  les 
s^ments  que  Ion  y  considère  sont  formés  sur  des  lignes 
diilërentes,  et  les  angles  autour  de  sommets  diilérents. 

A  ces  propositions  classiques,  la  Géométrie  moderne  en 
a  ajouté  quelques  autres ,  notamment  celles  qu'on  désigne 
sous  le  nom  générique  de' théorie  des  transi^ersales ,  les- 
quelles comportent  Tapplication  de  la  règle  des  signes. 
Mais  on  a  négligé  de  reconnaître  dans  ces  propositions ,  ou , 
du  moins ,  de  mettre  à  proGt  cette  faculté  précieuse  qui 
forme  une  partie  notable  de  leur  valeur,  et  on  ne  les  em- 
ploie que  comme  exprimant  de  simples  relations  numé- 
riques, sans  y  faire  entrer  les  conditions  de  direction  d'an- 
gles ou  de  segments ,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  au  sujet 
des  relations  d'involution  (i). 


(i)  U  ne  faut  pas  perdie  de  vue  que  nous  n^eniendons  parltff  ici  que  des 
ouvrages  de  Géométrie  pure;  car  la  propositions  ,  inôme  celles  de  l-i  ihcorie 
des  iransverbftles,  que  Ton  d^imontre  pjr  la  Géométrie  analytique,  doivent 
porter  Temprein te  du  principe  des  signes;  à  moins,  toutelois,  qu^en  pas- 
sant des  résultats  du  calcul  à  leurs  expressions  géométriques  ,  on  ne  né{;liee 
de  tenir  compte  des  signes ,  ou  qu^on  ne  fasse  quelque  erreur  ou  quoique  hy  - 
pothèse  contraire  h  la  stricte  application  de  la  règle  ordinaire  des  signes. 
Cest,  on  effet,  ce  qui  a  lieu  dans  plusieurs  ouvragei;  de  Géométrie  analy- 
tique, à  IVgard,  niitamment,  des  deux  équations  à  bïx  segments  relatives 
au  triangle  coupé  par  une  transversale  ou  par  un  faisceau  de  trois  droites 
issues  des  sommets  ;  ces  deux  formules  s^y  trouvent  difTérimtiées  par  des 
signes  précisément  contraires  a  ceni  qui  leur  conviennent.  Cependant  dans 
Touvrage  de  M.  Môbius,  intitulé  Cûlcul  harycenirique  {*) ,  le  premier,  je 
crois,  où  Ton  ait  donné  des  signes  &  ces  deux  relations,  elles  ont,  ainsi 
que  le  rapport  harmonique  de  quatre  points,  leurs  véritables  signes 

M.  de  Morgan  a  déj&  fait  robserv::iion  que  .la  théorie  dos  .ûgnes  diins 
Tapplication  de  TAIgébre  à  la  Géométrie  laisse  parfois  quelque  chose  à 
désirer.  (Ou  tbe  mode  of  using  thc  signe  +  and  —  in  plane  Goomelry.  Voir 
The  Cambridge  and  Dublin  math*matical  Journal;  mai  l^5l.) 

(*)   Der  barycet.'iiithe  Calcul  em  nrues  flulfsmillrl   sur   aniiltltschen  Behandluuff  île» 
iiroit.eli'ie  diirgeiUtUt  uiul  inxbrtondere  a  tf  dte  Bildung  ttfiier  Clus*fn  vvn  Auf^aben  uritl 
die   Km  '  tikt  Ittttg  mrhrcre    Eigm  vh.ifieti  fUr  ArgibchnitU  anf;fnandet    >on   Aiigust  Fer- 
dinand Mobiii5,  prnfrcsor  lin  Aitlrononiir  /.ii  l.rtp/ig.  T,fipti£^  ^^"'.%  in-8". 
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Il  s'ensuit  que  les  propositions  déduites  synthétiquement 
de  ce  petit  nombre  de  théorèmes  qui  forment  les  éléments 
de  démonstration  les  plus  ordinaires  de  la  Géométrie ,  ne 
concernent  que  les  valeurs  numériques  des  segments  et  des 
angles;  et  sont  dépourvues  d'une  partie  essentielle  de  la 
signification  mathématique  qui  leur  appartient. 

Au  contraire,  nos  procédés  de  démonstration  s^appuient 
sur  des  propositions  qui  impliquent  toujours  par  elles- 
mêmes  le  principe  des  signes ,  et  qui  le  conservent  et  le 
transmettent  dans  toutes  les  déductions  résultant  de  leur 
combinaison  synthétique ,  comme  cela  a  lieu  en  Géométrie 
analytique  (i). 

V. 

Les  imaginaires  y  en  Géométrie  pure , .  présentent  de 
graves  difficultés  :  souvent  Ton  ne  sait  comment  les  définir 
ni  les  introduire  dans  le  raisonnement^  et,  d'autre  part, 
les  éléments  d'une  démonstration  peuvent  disparaître  quand 
quelques  parties  d'une  figure  deviennent  imaginaires. 

Ces  difficidtés  n'existent  pas  en  Analyse,  où  les  imagi- 
naires se  manifestent  et  se  caractérisent  par  les  racines 
d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  coefficients  seuls , 
et  non  les  racines  elles-mêmes ,  entrent  dans  les  relations 
que  Ton  considère. 

Nos  théories  donnent  lieu  aussi  à  certaines  équations  du 
second  degré,  qui  permettent  d'introduire,  naturellement 
et  dans  un  sens  parfaitement  déterminé,  les  imaginaires 


(i)  Les  formules  de  la  théorie  des  transversalps  se  trouvent  dans  ril/;^rcM 
historique,  sous  leur  forme  .iccouluinée,  sans  signt^s.  Mais  depuis,  mon 
esprit  avait  conçu  rutilitc  que  la  Géométrie  devait  retirer  de  Temploi  des» 
signes,  fl  dès  Touverturedu  Cours  de  Géométrie  supérieure  de  la  Facullr  des 
Scione^v.  j''ai  introduit  systématiquement  cette  doctrine  comme  indispen- 
sable pour  donner  aux  relaiious  dv.  segments  ou  d^augies  leur  bignificali«>n 
complète  ,  ei  h  la  («éoinôtrio  Tuii  «les  caraclèrcs  <Ip  grnôralilé  que  c>niportf 
r.Vnalvsc. 
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dans  les  spéculations  géométriques,  parco  (|uc  ces  objets 
iinaginaii*es ,  points,  lignes  ou  quantités,  n'entrent  pas  eux- 
mêmes  explicitement  dans  le  raisonnement,  mais  s^y  trou- 
vent représentés  par  des  ^/6v;f4?f/{.f  toujours  réels,  qui  peu- 
vent servir  à  les  déterminer.  De  la  sorte ^  les  démonstra- 
tions impliquent  les  cas  où  certaines  parties  d^une  6gurc, 
telles  que  les  tangentes  à  un  cercle  menées  par  un  point 
donné ,  deviennent  imaginaires ,  sans  qu'on  soit  obligé  dHn- 
voquer  le  principe  de  continuité  dont  M.  Poncelet  a  fait 
un  si  heureux  usage  dans  son  savant  Traité  des  Propriétés 
projectiles  des  figures ,  mais  qui  ne  pouvait  répondre  aux 
vues  qui  m^ont  dirigé  dans  la  méthode  suivant  laquelle  je 
traite  la  Géométrie. 

Pour  bien  expliquer  ma  pensée  a  cet  égard,  je  vais  en- 
trer dans  quelques  détails. 

Rappelons  d'abord  ce  qu'on  entend  ici  par  le  principe 
de  continuité. 

Certaines  parties  d^unc  figure,  considérée  dans  un  état 
général  de  construction,  peuvent  ètix3  réelles  ou  imagi- 
naires, indifféremment;  par  exemple,  s'il  se  trouve  dans 
la  figure  un  cercle  et  une  droite,  sans  aucune  condition  de 
position  relative ,  les  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes 
seront  tantôt  réels  et  tantôt  imaginaires ,  quoique  la  figure 
reste  dans  un  état  de  construction  général.  Quand  ces  par- 
ties sont  réelles ,  nous  dirons  que  le  fait  de  leur  existence 
forme  une  propriété  contingente  de  la  figure  ;  et  pour  dis- 
tinguer ces  parties  elles-mêmes  de  celles  qui  sont  absolues 
ou  permanentes,  nous  les  appellerons /7a/7/c5  contingentes. 

Cela  posé,  il  arrive  souvent  que  ces  parties  contingentes 
(c'est-à-dire  qui  peuvent  être  indiflëremment  réelles  ou  ima- 
ginaires) ,  servent  utilement,  dans  le  cas  de  la  réalité,  pour 
la  démonstration  d'un  théorème,  et  que  cette  démonstra- 
tion n'a  plus  lieu  quand  ces  mêmes  parties  deviennent 
imaginaires.  Alors  on  dit  qu'en  vertu  du  principe  de  conti- 
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muté  y  le  théorème  démontré  dans  \v  pivmi<»r  ras  s'étend 
au  second-,  et  ouréiioncc  d^une  manière  générait*. 

Quelquefois  le  contraire  a  lieu ,  et  c^est  quand  certaines 
parties  d'une  figure  sont  imaginaires,  que  Ton  y  trouve  les 
éléments  d'une  démonstration  facile,  dont  on  applique  en- 
suite les  conséquences,  en  vertu  du  principe  de  continuité ^ 
au  cas  où  ces  mêmes  parties  sont  réelles  et  où  la  démons- 
tration n^existe  plus. 

Prenons  un  exemple  de  chacune  de  ces  circonstances. 

Deux  sections  coniques  situées  dans  un  môme  plan  se 
coupent,  en  général,  en  quatre  points  ,  dont  deux  ou  tous 
les  quatre  peuvent  être  imaginaires.  Quand  Fnn  de  ces 
casdMmaginarité  a  lieu ,  on  démontre  que  les  deux  coniques 
peuvent  être  regardées  comme  la  perspective  de  deux  cer- 
cles situés  dans  un  même  plan  \  et  alors  on  applique  immé- 
diatement à  ces  deux  courbes  les  propositions  relatives  aux 
deux  cercles,  notamment  celles  qui  concernent  leurs  cen- 
tres de  similitude^  ce  qui  donne  de  belles  propriétés  des 
deux  coniques,  concernant  leurs  centres  d'homologie  (i). 

Mais  quand  ces  deux  courbes  se  coupent  en  quatre  points 
réels,  ce  mode  de  démonstration  fait  défaut;  car  les  deux 
courbes  ne  peuvent  plus  être  considérées  comme  la  per- 
spective de  deux  cercles,  puisque  ceux-ci  ne  se  coupent 
qu'en  deux  points  réels.  Alors  on  invoque  le  principe  rie 
continuité j  et  Ton  dit  que  les  théorèmes  démontrés  dans  le 
premier  cas  s'appliquent  également  à  deux  coniques  qui 
ont  leurs  quatre  points  d'intersection  réels. 

Dans  cet  exemple,  c'est  le  cas  où  les  parties  contingentes 
de  la  figure  se  trouvent  imaginaires,  qui  fournit  une  dé- 
monstration des  théorèmes  que  Ton  a  en  vue.  Dans  le  sui- 
vant, les  parties  contingentes  sont  réelles. 


(0  Voir  le  Traité  des  Propriétés  projectivos  des   fibres  de  M.  Poiicelt'l , 
pages  Go  et  1 56. 
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Soit  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique;  une  trans- 
vei*sale,  menée  arbitrairement,  rencontre  la  courbe  et  les 
deux  systèmes  de  côtés  opposés  du  quadrilatère,  en  trois 
couples  de  points ,  entre  lesquels  ont  lieu  les  équations  dSn- 
volutiou.  Que  deux  autres  coniques  passent  par  les  quatre 
sommets  du  quadrilatère,  les  deux  points  d'intersection  de 
chacune  d'elles  par  la  transversale,  formeront  pareillement 
une  involution  avec  les  deux  couples  de  points  appartenant 
aux  quatre  côtés  du  quadrilatère;  et  Ton  conclut  de  là,  en 
combinant  les  équations  d'involution ,  que  les  trois  cou- 
ples de  points  qui  appartiennent,  respectivement,  aux  trois 
coniques,  sont  eux-mêmes  en  involution;  c'estrà-dire  que: 
((  Quand  trois  coniques  passent  par  quatre  mêmes  points , 
»  toute  transversale  les  rencontre  en  six  points  en  involu- 
»   tion  (i).  « 

Ce  théorème  est  ici  démontré  dans  le  cas  où  les  quatre 
points  communs  aux  trois  courbes  sont  réels;  et,  par  le 
principe  de  oontinnité,  on  Tétcnd  au  cas  où  deux  de  ces 
points,  ou  tous  les  quatre,  sont  imaginaires,  bien  qu^a- 
lors  la  démonstration  n'ait  plus  lieu,  puisqu'il  n'y  a  plus 
de  quadrilatère. 

En  Géométrie  analytique,  la  démonstration  de  ces  théo- 
rèmes a  toute  la  généralité  désirable;  car  on  n'y  fait  point 
acception  des  circonstances  de  réalité  ou  d'imaginarité  des 
points  d'intersection  des  coniques.  Et  il  semble  que  c'est 
cette  puissance  de  T Analyse  qui  autorise  à  faire  avec  con- 
fiance, en  Géométrie  pure,  usage  du  principe  de  conti- 
nuité. 

VI. 

Sans  vouloir  élever  aucune  objection  contre  cette  ma- 

(i)  Cellt!  propriclc  dfs  Coniques  n  élo  donnée  par  ISf.  .Sltirm,  don»  la 
première  parlin  d\in  Ménioirc  dont  la  suite,  au  grand  regret  des  gcomèireH, 
ira  pai  été  publiée.  {  Voir  Annales  de  Mathématit/ues  de  M.  Gergonne, 
tome  \ Vil,  page  iSo.) 


PRÉFACE.  X\ 

nièro  de  procéder  qui  peut,  dans  certaines  questions,  four- 
nir au  géomètre  des  ressources  dont  ii  fait  bieu  de  ne 
point  se  priver,  j*ai  cru  cependant,  et  par  plusieurs  rai- 
sons, devoir  m*abstenir  de  l'employer  dans  l'ouvrage  ac- 
tuel. 

D'abord,  ce  principe  de  conlinuiic  n'étant  pas  démontré 
à  priori ,  en  Finvoquant  comme  une  sorte  d'axiome  ou  de 
posiulatum,  on  s'écarte  de  l'exactitude  rigoureuse  qui  con- 
stitue le  caractère  principal  et  Ton  peut  dire  la  supériorité 
des  sciences  mathématiques,  en  général,  mais  surtout  de 
la  Géométrie. 

En  outre,  avec  ce  principe,  fùt-il  prouvé  en  toute  ri- 
gueur, on  n'a  point  une  démonstration  directe  qui  seule 
satisferait  complètement  l'esprit;  on  laisse,  dans  chaque 
question,  une  lacune  et  un  sujet  de  reclnu^che. 

Mais  il  est  une  autre  considération  plus  puissante  qui 
m'a  déterminé  à  ne  pas  profiter,  dans  ce  volume  destiné 
à  poser  les  bases  de  méthodes  générales,  des  facilités qu^au- 
rait  pu  offrir  souvent  le  principe  de  continuité.  Une  étude 
attentive  desdiiTérents  procédés  de  démonstration  qui  peu- 
vent s'appliquer  à  une  même  question  m*a  convaincu  qu*à 
côté  d'une  démonstration  facile ,  fondée  sur  quelques- pro  • 
priétés  accidentelles  ou  contingentes  d'une  figure ,  devaient 
s'en  trouver  toujours  d'autres,  fondées  sur  des  propriélcs 
absolues  et  subsistantes  dans  tous  les  cas  que  peut  pré- 
senter la  figure,  en  raison  de  la  diversité  de  position  de 
ses  parties;  et  j'ai  éprouvé  que  la  recherche  de  ces  dé- 
monstrations complètement  rigoureuses  est  d'autant  plus 
utile,  qu'elle  met  nécessairement  sur  la  voie  des  propo- 
sitions les  plu$  importantes,  de  celles  qui  établissent  tous 
les  liens  qui  doivent  exister  entre  les  diiïérentes  parties 
d'un  même  sujet. 

Je  me  suis  donc  proposé  d'introduire  dans  cet  ouvrage, 
avec  la  notion  explicite  des  imaginaires,  des  démon  s  tra- 
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lions  aussi  rigoureuses  et  aussi  générales  que  celles  de  la 
(jéométrie  analytique 

Ces  démonstrations  deviennent  aussi  faciles  que  les  pre- 
mières, quand  on  en  a  préparé  la  voie  par  la  rechei*che  de 
quelques  propositions  d'une  certaine  nature;  savoir,  de 
propositions  reposant  sur  les  propriétés  absolues  ou  perma-- 
nef I tes  de  la  figure  que  Ton  considère,  et  non  simplement 
sur  ses  propriétés  contingentes.  Ces  propositions  se  dis- 
tinguent par  ce  caractère  spécial,  que  les  objets  suscep- 
tibles de  devenir  imaginaires  n^y  entrent  pas  sous  forme 
explicite,  mais  s'y  trouvent  représentés  par  des  éléments 
i^ls ,  de  même  que  les  racines  d'une  équation  n'entrent  pas 
elles-mêmes  dans  les  calculs  de  la  Géométrie  analytique,  et 
y  sont  représentées  collectivement  par  les  coefficients  de 
Téqualion . 

Ces  propositions  où  n'entrent  ainsi  que  des  relations  qui , 
en  Analyse,  s'exprimeraient  au  moyen  des  coefficients 
d'une  équation  ou  d'autres  fonctions  symétriques  des  racines 
de  Téquation,  sont  celles  qu'il  importe  le  plus  de  con- 
naîti*e,  comme  étant  k  la  fois  les  plus  fécondes  et  les  plus 
propres  k  donner  k  la  Géométrie  le  degré  de  généralité  qui 
fait  la  puiss«incede  T Analyse. 

Ml. 

Je  terminerai  ces  considérations  sur  les  imaginaires  par 
une  remarque  qui  se  rapporte  essentiellement  au  sujet. 

Il  peut  arriver,  quand  quelques  parties  d'une  figure  de- 
viennent imaginaires ,  que  les  propositions  soient  suscep- 
tibles  de  nouveaux  énoncés  très-différents  des  premiers,  et 
donnent  lieu  h  des  propriétés  de  l'étendue  très-différentes 
aussi  de  celles  que  l'on  considérait  d'abord. 

On  trouvera  un  exemple  remarquable  d'une  telle  trans- 
formation ,  dans  un  système  de  cercles  ayant  le  même  axe 
radical.  Si  l'on  suppose  Tun  des  cercles  imaginaire  (ce  qui 
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aura  lieu  selon  la  position  du  point  que  l'on  prendra  pour 
centre  du  cercle) ,  toutes  les  propositions  générales  appar * 
tenant  à  ce  système  fournissent  immédiatement,  en  chan- 
geant d'énoncés ,  de  fort  belles  propriétés  des  cônes  à  base 
circulaire.  Transformation  singulière,  qui  montre  le  sens 
profond  de  cette  pensée  d'un  illustre  géomètre  de  nos 
jours  :  a  En  Géométrie ,  comme  en  Algèbre ,  la  plupart 
»  des  idées  différentes  ne  sont  que  des  transformations; 
»  les  plus  lumineuses  et  les  plus  fécondes  sont  pour  nous 
))  celles  qui  font  le  mieux  image  et  que  Tesprit  combine 
»  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et  dans  le  caU 
>i  cul  (i).  » 

VIII. 

Je  ferai  mention  brièvement  d'un  troisième  caraclèro 
de  généralité  que  possèdent  nos  théories  géométriques,  et 
qui  leur  donne,  dans  beaucoup  de  questions,  un  avan- 
tage réel  sur  les  procédés  ordinaires  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. C'est  qu'elles  s'appliquent  indifléremment  aux  deux 
genres  de  propositions  que  Ton  peut  distinguer  dans  la 
science  de  Tétendue,  selon  qu'elles  se  rapportent  à  des 
points  ou  à  des  droites  (9.)  ;  propositions  qui  se  correspon- 
dent en  vertu  de  certaines  lois,  auxquelles  on  a  donné  le 
nom  de  principe  de  dualité.  Par  exemple,  à  une  proposi- 
tion concernant  les  côtés  et  les  diagonales  d^un  quadrila- 
tère, en  correspond  une  concernant  les  sommets  et  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés^  à  une  proposition 


(i)  PoiRSOT,  Mémoire  sur  la  composition  des  moments  et  des  aires  dam  la 
Mécanitfur  ;  voir  los  Éléments  de  Siatiffuc,  if  c^Jilion  ,  page  353 

(2)  11  nVst  ici  qoeiilion  que  de  la  GiMtmétrie  plane.  Dans  la  Géométrie 
à  trois  dimensions ,  ce  sont  den  plans  qui  correspondent  à  des  points,  ei  dos 
boites  à  d*ït  dioites, 

b 
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concernant  les  points  d'un  cercle  ou  d'une  conique,  cii 
correspond  une  concernant  les  tangentes^  etc. 

La  méthode  de  Descartes,  ou  Géométrie  analytique,  ne 
s*applique  pas  avec  une  égaie  facilité  à  ces  deux  genres  de 
propositions.  Aussi ,  dans  beaucoup  de  cas,  on  n^en  démontre 
qu^une,  et  Ton  en  conclut  Tautre  par  les  .méthodes  de 
transformation  des  ligures,  telles  que  la  théorie  des  polaires 
réciproques.  C'est  ainsi  que  Ton  a  coutume  de  conclure  du 
théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une  conique , 
le  théorème  de  M.  Brianchon  sur  Thexagone  circonscrit. 

.Nos  méthodes  s'appliquent  avec  une  égale  facilité  aux 
deux  sortes  de  propositions,  et  accroissent,  à  cet  égard,  les 
ressources  de  la  Géométrie. 

Aussi ,  nous  n'avons  pas  été  obligé  de  recourir  aux  mé- 
thodes de  transformation  des  figures ,  lesquelles  sont  parfois 
fort  utiles,  mais  ne  satisfont  pas  complètement  aux  besoins 
de  la  science,  même  quand  elles  sont  applicables,  et  ne 
peuvent  suppléer  à  des  démonstrations  directes. 

Nous  renvoyons,  à  ce  sujet,  aux  considérations  déve- 
loppées dans  h»  cours  de  l'ouvrage.  (Chap.  XXVII.) 

IX. 

Ce  volume  est  divisé  en  quatre  Sections. 

La  première  contient  un  ensemble  de  propositions  dont 
renchainement  naturel  donne  lieu  à  trois  théories  qui  se 
font  suite  et  sont  le  développement  d'une  mi^me  notion 
et  d'un  même  théorème  fondamental. 

Cette  notion  se  rapporte  à  une  certaine  fonction  de  seg- 
ments ou  d*angles,  appelée  rapport  anhaimoniquc  de  quatre 
points ,  ou  d'un  faisceau  de  quatre  droites. 

Les  trois  théories  successives ,  auxquelles  donne  lieu  cette 
fonction,  que  l'on  considère  dans  un  ou  plusieurs  systèmes 
soit  de  quatre  points,  soit  de  quatre  droites,  peuvent  être 
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dîtes  théories  du  rapport  anharmotiique;  des  dwisions  et 
faisceaux  homographiçues  ^  et  de  Vùivohuion. 

Ces  théories  forment  la  base  de  nos  procédés  de  démons- 
tration. Chacune  des  propositions  dont  elles  se  composent 
s'y  trouve  comme  un  anneau  nécessaire  à  leur  enchaîne* 
ment  continu,  et  toutes  sont  susceptibles  d'applications  ul- 
térieures très-diverses. 

Je  dois  rappeler  ici  brièvement  ce  que  nous  entendons 
par  rapport  anharmonique  ;  divisions  ei  faisceaux  konio^ 
graphiques  ^  et  inuolution» 

Quand  quatre  points  a^b^c^d  sont  en  ligne  droite,  on 
appelle  rapport  anharmonique  de  ces  points  une  expres- 
sion ou  fonction  de  quatre  segments  telle  que  —  :  i— • 

Dana  le  cas  particulier  où  la  fonction  est  égale  à  l'unité 
(abstraction  faite  des  signés  des  segments) ,  on  dit  commu- 
nément que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique. 
C  Vst  pourquoi  j'ai  donné  à  la  fonction  *  dans  le  cas  général , 
le  nom  de  rapport  anfiarmonique  (  i  ) . 

De  même,  quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D  concourent 

en  un  même  point,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elles 

forment  un  faisceau,  chaque  fonction  de  sinus  de  la  forme 

sin(A,  C)      sin(B,  C)       ^  .  ,  , 

.    \     ^\  :  -, — '      ^;   est   un    rapport  anharmonique  des 
sm(A,  D)     sm  (B,D}  '^'^  ^ 

quatre  droites,  ou  du  faisceau. 

J'appelle  dii^isions  homographiques  sur  deux  droites ,  ou 

sur  une  seule,  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent , 

deux  à  deux,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de 

qaatre  points  quelconques  de  la  première  série  soit  égal  à 

celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde^  et 

faisceaux  homographiques,  deux  faisceaux  dont  les  droites 

se  correspondent  deux  à  deux,  de  manière  que  le  rapport 


;i}  Aperçu  hiitorique ,  pf|e  ^4- 
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anharmonîque  de  quatre  droites  du  premier  faisceau  soit 
ëgfil  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes  du  second 
faisceau  (i). 

Eniiu,  je  considère  V inv^olulion  de  six  points,  conjugués 
deux  à  deux,  comme  une  égalité  entre  le  rapport  ankar- 
nionique  de  quatre  de  ces  points  et  celui  des  quatre  points 
conjugués;  et  de  même  pour  Tinvolution  de  six  droites  (2). 

Cette  définition  de  Tinvolution  se  prête  avec  une  grande 
facilité  à  l'extension  considérable  dont  cette  théorie  était 
susceptible ,  et  qui  sera  d'un  grand  usage  surtout  dans  Tétude 
des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre^. 

Les  fonctions  aniiarmoniqucs    de  quatre  points   et  de 
quatre  droites  jouissent  d'une  propriété  commune,  fort  sim- 
ple, qui  forme  le  théorème  fondamental  que  nous)  prenons 
pour  point  de  départ  dans  le  développement  de  nos  trois' 
théories  \  c'est  que  : 

Quand  un  faisceau  de  quatre  droites  est  coupé  par  une 
transi^ersa/e ,  le  rapport  anharniqnique  des  quatre  points 
d^ intersection  est  égal,  numériquement  et  a\^cc  le  même 
signe  y  à  celui  des  quatre  droites. 

Ainsi  les  droites  étant  A ,  B,  C,  D,  et  les  points  d'inter- 
section 5  fl ,  6 .  c ,  ^/ ,  on  a  toujours 

ne     /t  _  sin  (  a,  C)    sin  (  B,  C j 
ad'  bd        sin  (A,  D)  '  sin  (  B,  D) 

On  conclut  de  là  immédiatement  que  quand  les  quatre 
droites  sont  coupées  par  deux  transversales,  les  deux  séries 
de  quatre  points  d'intersection  ont  le  même  rappoit  an- 
harmonique.  Ce  qu'on  exprime  brièvement  en  disant  que 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est  project/J\ 

Cette  propriété  du  rapport    anharmonique  de  quatre 

(1,  Aperçu  historique ,  Noies  XV  el  XVI  ;  ^oir  pa{Je^  ^\o  <l  34^- 
(2)  Aperçu  historique,  Notp  X;  voir  piifjp3»ft— 


poiuls  a  été  connue  des  Anciens.  On  la  trouve  dans  six  pro- 
positions du  VU*'  livre  des  Collections  :nathéniatiques  de 
Pappus,  parmi  les  lemmes  relatifs  aux  Porismes  d'Eu- 
clide  (i).  Chez  les  Modernes,  Pascal  et  Desargues  Font 
connue;  et  vers  le  même  temps  Grégoire  de  Saiut^Vincent 
et  de  La  Hire  ont  fait  un  grand  usage  du  cas  où  les  points 
sont  en  rapport  harmonique.  Carnot,   en  démontrant  ce 


(i)  Proposilion!»  129,  i36|  137,  140,  i4'i|  (4'^-  {So'w Aperçu  historique  ,  cic  , 
page  :î8.) 

Dbos  la  propo»Uion  119,  Pappiis  Jémonlre  que  :  Quand  trois  droites  B, 
Cy  D  partent  d'un  même  point  y  deux  transversales  menées  par  un  point  a  les 
rencontrent  en  deux  séries  de  points  h,  c,  d  cl  b',  c',  d',  entre  lesquels  a  lieu 
réquation 

ac.hd        ac'.h'd'  ,     .  ac     bc         ac'      h' c' 

■  .     =     .,  .f  ,  »     que  noui>  ccrivona     — >  :  rj  =  t,  •  TTm,' 
ad,he       ad'  h'c'  ad    bd       ad'    b'd' 

Les  propusiltoiiB  i36  et  i^'à  cxpriinenl  la  réciproque  de  cetlo  première, 
savoir,  que:  Quand  cette  égalité  a  livu  à  Végard  des  denx. séries  de  points 
a  y  h ,  c ,  d  ^  et  Skf  h'f  c* j  d' f  situés  sur  deux  transversales  issues  du  point  commun 
a ,  les  trois  droites  bb%  ce'  et  dd'  concourent  en  un  même  point. 

Dans  la  proposition  137,  la  seconde  transversale  est  parallèle  ii  Tune  de» 
droites  du  faisceau;  et,  par  suite,  le  second  membre  de  l'équation  se  réduit 
au  simple  rapport  de  deux  segments.  On  pourrait  cuiisidérer  cette  proposi- 
tion comme  un  corollaiie  de  la  129®  :  néanmoins  clic  a  la  même  portée  que 

ac     hc 
oene-ei,  parce  quVl le  exprime ,  comme  elle,  que  la  fonc^tion  —  :  j-^  relative 

à  la  première  transversale  a  une  valeur  constanU*. «  quelle  que  soii  la  direc- 
tion de  cette  droite. 

La  proposition  140  est  la  nciproquo  de  r»7. 

Enfin  la  proposition   1 15  cal  un  corollaire  de  la  139*;  les  quatre  points 

a,  b,e,  dsoni  supposés  en  rapport  harmonique  ^  et  Pauteur  démontre  que  les 

quatre  a,  fr,  c',  <f' sont  aussi  eu  i-appori  harmonique.  C!o  qu^il  nxpriuic  en 

,.  „  ac        hc  ac'         h'c' 

disant  que  si  Ion  a  — ,  =  t-.i  on  aura  auss{  — n  =  tt-s" 

ad        bd  ad'       h' a 

M.  Foncelet  (voir  Traité  des  Propriétés  projectiles ,  pa^o  la)  et  plusieurs 
auteurs  après  lui  ont  cite  de  Pouvraf^c  de  Pappus  cette  dernière  proposi- 
tion i\'Sy  qui  prouve  que  le  rapport  harmonique  est  projectif.  Mais  on  voit 
que  la  proposition  {générale  se  trouve  aufisi  dans  Pouvrage  du  géomètre 
grec  y  et  même  avec  une  proposition  réciproque  fort  importante.  On  peut 
penser  qu^Cuclidc  lui-même  faisait  usage  rlecoti  propcbiliunb  dans  son  Truite 
des  Porismes, 
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cas  particulier,  a  considéré,  le  premier,  le  rapport  des 
sinus  des  angles  du  faisceau  (t).  M.  Brianchon  a  énoncé  la 
proposition  générale  et  s'en  est  servi  dans  son  Mémoire 
sur  les  lignes  du  second  ordre;  et  M  Poncelel,  en  faisant 
usage  simplement,  comme  de  La  Hire  et  Grégoire  de  Saint- 
Vincent,  du  cas  du  rapport  harmonique,  a  cité  la  proposi- 
tion générale  de  Ai.  Brianchon  (2).  Depuis ,  plusieurs  géo* 
mètres 9  et  surtout  MM.  Môbius  (3)  et  Steiner  (4)9  ont  fait 
un  usage  plus  étendu  de  cette  proposition  et  de  celle  qui 
exprime  Tégalité  entre  le  rapport  anharmonique  d'un  fais-<^ 
ceau  de  quatre  droites  et  celui  des  quatre  points  d'inter^ 
section  de  ces  droites  par  une  transversale.  Nous -même 
avons  fait  usage  aussi  de  ces  fonctions  anharmoniques ,  no^ 
tamment  en  les  prenant  pour  le  type  des  relations  trans- 
formables, dans  la  théorie  desjîgures  homographiques , 
comme  dans  celle  des  figures  corrélatives  (  5  ) . 

Mais,  indépendamment  de  ces  applications  spéciales,  la 
notion  du  rapport  anharmonique  était  susceptible^le  déve- 
loppements dont  j'ai  traité  quelques  points  dans  Vji perçu 
historique  (6) ,  en  m'effbrçant  d'appeler  l'attention  des  géo- 
mètres &ur  une  nxatièrc  dont  Tétude  me  paraissait  devoir 
être  extrêmement  utile  aux  progrès  de  la  Géooiétrie  (7). 
Ce  sont  ces  développements  qui  ont  donné  lieu  aux  trois 
théories  distinctes  dont  je  yiens  de  parler. 


(1)  Essai  sur  la  théorie-  des  Transf^ersales ,  page  77. 

(a)  Traité  des  Propriétés  projectives,  page  \'i, 

(3)  Der  barjcentrische  calcul ,  etc. 

(4)  Sùrstematische  Entwickelung  dur  Àhhàngigkcit  Geometrischcr  Gestalten 
voneinander,  Berlin,  i833,  in-8^. 

^5)  Aperçu  historique,  pagos  576-848. 

(b)  Ko/rNotelX,  pag.  3<«.3o8.elNote8XVet  XVI,  pag.  33^-544. 
(7)  Voir  pagiîs  3U35,  38-3;),  81,  1^,  255. 
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X. 


On  peut  se  rendre  compte  de  la  facilité  que  doit  procurer 
Je  rapport  anhannoniquc  pour  la  démonstration  des  pro- 
piiélés  des  fîgures.  Elle  provient  de  Féquation 

ac     bc  sin(A,C)     sin(B»C) 

'^'Td'^  siD(A,D)  •  sin(B,D)' 

qui  exprime  que  le  rapport  anharmonùftie  rie  quatre  points 
en  ligne  droite  est  égal  à  celui  de  tout  faisceau  de  quatre 
droites  passant  par  ces  points. 

En  effet,  il  résulte  de  cette  propriété  du  rapport  anhar- 
monique,  que  cette  fonction  peut  servir  de  lien  entre  les 
parties  d'une  figure ,  pour  établir  les  relations  qu^elles 
comportent  et  qui  constituent  les  propriétés  de  la  figure. 

Par  exemple,  si  les  rayons  de  deux  faisceaux  se  coupent , 
deux  à  deux,  eu  quatre  points  en  ligne  droite,  les  rapports 
anharmoniques  des  deux  faisceaux  sont  égaux;  et  si  ces 
deux  faisceaux  sont  coupés,  respectivement,  par  deux 
transversales,  les  rapports  anharmoniques  des  deux  séries 
de  quatre  points  d'intersection  seront  égaux.  De  chacun  de 
ces  deux  systèmes  de  quatre  points ,  on  passe  de  même  à 
d^auires  systèmes  semblables,  par  Tintermédiaire  d'autres 
faisceaux.  De  là  peuvent  donc  résulter  des  propriétés  de  la 
figure,  concernant  des  points  et  des  droites.  On  verra,  en 
effet,  dans  tout  le  cours  de  l'ouvrage ,  quMl  y  a  presque  tou- 
jours lieu  de  considérer  ainsi ,  dans  chaque  question ,  quel- 
ques systèmes  de  quatre  points  ou  de  quatre  droites  ayant 
les  mêmes  rapports  anharmoniques.  On  peut  d^ailleurs  for- 
mer, avec  tix>is  points  seulement,  situés  en  ligne  droite, 
un  rapport  anharmonique,  en  y  faisant  entrer  le  point  si- 
tué à  l'infini  sur  la  droite, auquel  cas  la  fonction  anharmo- 
nique  est  simplement  un  rapport  de  deux  segments. 

Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  cjue  l'on  ne  démontre  ainsi 
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(juc  des  propriéiés  exprimées  par  la  simple  égalilë  de  deux 
rapports  anharmoniqucs.  Cette  égalité  sert  d'auxiliaire  ou 
de  lien,  comme  feraient  d*autres  propositions,  mais  avec 
beaucoup  plus  de  facilité  que  d'autres,  pour  établir  les  di** 
verses  relations  qui  constituent  les  propriétés  d'une  Ggurc. 
Du  reste,  ou  verra  que  cette  égalité  même  ne  s'exprime  pas 
^niquem'ent  par  une  équation  à  deux  termes ,  comme  on 
pourrait  le  penser  d'après  la  définition  du  rapport  anharmo- 
nique ,  mais  aussi  par  des  équations  à  trois  et  à  quatre 
termes,  de  formes  variées^  équations  dont  chacune  a  des 
applications  spéciales  fort  étendues. 

Aucune  autre  proposition  ne  me  parait  aussi  propre  que 
celle  du  rapport  anharmonique  à  servir  de  lien  entre  les 
diverSjes  parties  d^une  figure  dont  on  veut  découvrir  ou  dé- 
montrer les  propriétés.  La  proposition  la  plus  fréquem— 
ment  employée  est  celle  de  la  proportionnalité  entre  les 
côtés  des  triangles  semblables.  Mais  ces  triangles  n'existent 
pas ,  en  général ,  dans  les  données  de  la  question ,  et  il  faut 
chercher  à  les  former  par  des  lignes  auxiliaires,  tandis  que 
les  rapports  anharmoniqucs  s'aperçoivent  presque  toujours 
dans  la  figure  mènie,  ou  s  y  peuvent  former  aisément. 

XI. 

La  fonction  anharmonique,  indépendamment  de  la  faci-r 
lité  qu'elle  procure  dans  les  démonstrations ,  porte  en  soi  le 
germe  des  caractères  généraux  qui  distinguent ,  comme  nous 
l'avons  dit,  nos  procédés  de  démonstration^  savoir,  Tap- 
plication  constante  du  principe  des  signes  -,  l'^ale  facilite 
de  traiter  les  deux  genres  de  questions  relatives  aux  points 
et  aux  droites^  et  la  considération  des  imaginaires,  de  ta 
même  manière  qu'eu  Géométrie  analytique. 

En  effet,  l'égalité  entre  la  fonction  de  segments  et  la 
fonction  correspondante  de  sinus  comporte  le  principe  des 
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signes^  ei  corumo  nos  théories  découleiu  de  celle  unique 
proposition,  il  s'ensuit  que  tous  les  résultats  admettent 
naturellement  et  nécessitent  même  Tapplication  du  prin- 
cipe des  signes. 

Cette  manière  de  faire  dériver,  pour  ainsi  dire ,  toute  la 
Géométrie  supérieure  d^une  proposition  unique  qui  im* 
plique  Tusage  des  signes .  a  de  l'analogie  avec  ce  que  Ton 
fait  dans  la  Trigonométrie  et  dans  la  Géométrie  analytique. 

Car  dans  la  Trigonométrie  ou  démontre  la  formule  du 
développement  de  sin  (a  -f-  A) ,  eu  prouvant  avec  soin  que 
la  règle  des  signes  s'y  applique,  et  Ton  déduit  de  cette  for* 
mule  unique  toutes  les  autres. 

De  même ,  eu  Géométrie  analytique ,  on  démontre  l'é- 
quation de  la  ligne  droite  et  Ton  prouve  qu^elIe  comporte 
le  principe  des  signes,*  puis  cette  équation  forme  le  point 
de  départ  et  le  fondement  de  tous  les  calculs  ultérieurs. 

De  même,  dans  notre  Géométrie,  une  seule  proposition , 
exprimant  l'égalité  de  deux  (onctions  anharmoniques  de 
segments  et  de  sinus ,  forme  la  base  de  tout  Touvrage  et 
introduit  naturellement  le  principe  des  signes. 

Mais  cette  simple  égalité  a  quelque  chose  de  plus  général 
et  de  plus  primordial  que  les  deux  propositions  qui  scrvcnl 
de  base  à  la  Trigonométrie  et  n  la  Géométrie  analytique; 
car  celles-ci  peuvent  être  considérées  comme  des  consé- 
quences de  la  première,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  cours 
de  l'ouvrage  (i). 

XII. 

Quant  aux  deux  genres  de  propriétés  des  figures ,  aux- 
quels donne  lieu  la  distinction  des  points  et  des  droites ,  on 
conçoit  que  la  fonction  anharmonique  y  soit  également 
propre,  puisqu'elle  implique  les  droites,  par  la  fonction 


{%)  Cbai»   H,  $  V,  cichaf.   \\l,  j^  t. 
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de  sinus,  aussi  bien  el  au  même  titre  que  les  points  par  la 
{onction  de  segments.  Aussi  tous  les  développements  qui  dé- 
coulent de  la  proposition  fondamentale  comprennent  deux 
ordres  de  vérités  difiérentes,  mais  qui  se  correspondent  par- 
faitement :  les  unes  relatives  à  des  points,  et  les  autres  à 
des  droites. 

On  voit  donc  qu'à  cet  égard,  comme  à  Tégard  du  prin- 
cipe des  signes,  la  fonction  anharmonique  o(Tre  des  avan- 
tages qui  ne  se  trouvent  dans  aucune  des  propositions  dont 
on  se  sert  le  plus  fréquemment  dans  la  Géométrie,  telles , 
par  exemple,  que  la  proportionnalité  des  côtés  homologues 
dans  les  triangles  semblables. 

Du  reste,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou 
d'un  faisceau  de  quiatre  droites  est  la  fonction  la  plus 
simple  qui  puisse  donner  lieu  à  une  égalité  entre  une  fonc- 
tion de  segments  et  la  fonction  semblable  de  sinus.  CVst- 
à-dire  qu'avec  trois  points  et  un  faisceau  de  trois  droites, 
on  ne  peut  pas  former  de  fonctions  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 

xm. 

Pour  montrer  comment  j'introduis  en  Géométrie  piire 
la  notion  des  ùnaginai'res ,  de  la  même  manière  qu'on  le 
iait  en  Géométrie  analytique,  c'est-à-dire  par  la  considéra- 
tion des  racines  d'une  équation  du  second  degré,  il  faul 
donner  d'abord  une  courte  explication  relative  aux  r/iW- 
sions  et  aux  faisceaux  honiographiqucs . 

Deux  divisions  homograpliùjucs  sur  deux  droites,  ou  sur 
une  seule,  sont  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent, 
deux  à  deux,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  quelconques  de  la  première  série  soit  égal  à 
celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde  série. 
La  relation  entre  deux  points  roriiespondants  des  deux  di- 
visions s'exprime,  de  même  qiu*  Tégalilé  de  deux  rapports 
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anharmouiques ,  par  des  équations  à  deux,  à  trois,  ou  à 
quatre  termes,  lesquelles  sont  îiidépendantos  de  la  position 
des  deax  droites. 

L'une  de  ces  équations  est  de  la  forme 

A/iî.B'/w'-h  )l.A/;/  4-  f*.B'/w'4- v  =  o, 

A  et  B^  étaut  deux  points  fixes  quelconques  sur  les  deux 
droites;  f»,  m'  deux  points  correspondants  des  deux  divi- 
sions ,  et  X,  fx,  V  des  constantes  qu'on  détermine  au  moyen 
de  trois  couples  de  points  correspondants. 

Quand  les  deux  droites  sont  coïncidentes,  on  peut  rap- 
porter les  points  de  la  seconde  division  h  la  même  origine 
que  ceux  de  la  première;  et  Téquation  devient 

A /w .  A  m' -f-  \.km  -h  f*.  Am'4-  v  =  o. 

On  voit  immédiatement,  d*après  cette  équation,  qu'il 
existe  sur  la  droite  deux  points,  déterminés  par  l'équation 
du  second  degré 

—    a 

km  -h  (>4-pi)Aw  -4-11  =  0, 

qui  jouissent  de  cette  propriété,  que  chacun  d'eux,  consi- 
déré comme  appartenant  à  la  première  division,  est  lui- 
même  son  homologue  dans  la  seconde  division.  J'appelle  ces 
deux  points,  les  points  doubles  des  deux  divisions.  Quand 
les  racines  de  Téquation  sont  imaginaires ,  on  dit  nalurellc'- 
ment,  comme  en  Analyse,  que  ces  points  sont  imaginaires*^ 
mais  leur  point  milieu  est  toujours  réel ,  ainsi  que  le  rec- 
tangle de  leurs  distances  à  l'origine  A.  Et  s'il  n'entre, 
dans  la  question  que  Ton  traite ,  que  ce  point  et  ce  rec- 
tangle, ou  bien  les  coefficients  X,  p.  et  v,  ou  bien  encore 
les  trois  couples  de  points  correspondants  des  deux  divi- 
sions homographiques  qui  suffisent  pour  déterminer  ces 
coefficients,  les  résultats  seront  indépendants  dos  circon- 
stances de  réalité  ou  d'imaginarité  des  drux  points  doubles , 
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et  comporteront  le  même  degré  de  géiiéralilé  que  les  calculs 
de  la  Géométrie  analytique. 

C*est  par  ces  considérations  qu'on  introduit,  naturelle- 
ment et  sans  obscurité,  la  notion  des  points  imaginaires. 
Il  en  est  de  même  pour  le  système  de  deux  droites  imagi- 
naires; on  regarde  les  deux  droites  comme  les  rayons  dou- 
bles de  deux  faisceaux  homographiques  ayant  le  même 
centre;  et  ces  rayons  doubles  se  déterminent  par  une  équa- 
tion du  second  degré  dont  les  racines  peuvent  être  imagi- 
naires. 

Ces  divisions  gi  faisceaux  homographiques  se  présente- 
ront dans  une  foule  de  questions ,  notamment  dans  toute  la 
théorie  des  sections  coniques  *,  de  sorte  qu'on  conçoit  bien 
que  dans  cette  théorie  la  notion  des  points  et  des  droites 
imaginaires  ne  causera  aucune  obscurité,  aucun  embarras. 
Par  exemple,  qu'on  demande  de  déterminer  les  points  d'in- 
tersection d^ une  droite  et  dVne  conique  non  tracée,  mais 
qui  doit  passer  par  cinq  points  donnés.  On  se  servira  de  cette 
proposition  que  :  a  Si  autour  de  deux  points  fixes  d'une  co- 
»  nique  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  toujours 
»  sur  la  courbe ,  ces  deux  droites  forment,  dans  leurs  posî- 
))  tions  successives,  les  rayons  de  deux  faisceaux  homogra- 
»  phiques  (i)  ».  Il  en  résulte  que  les  deux  droites  tour- 
nantes rencontrent  la  droite  proposée  en  deux  séries  de 
pDints  qui  forment  deux  divisions  homographiques;  et  Ton 
voit  immédiatement  que  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
et  de  la  conique  sont  les  /wints  doubles  de  ces  deux  divi- 
sions, lesquels  peuvent  être  imaginaires  en  vertu  de  l'équa- 
tion du  second  degré  précédente. 

(i)  J''ai  dcinonlré  co  tbéorônii* ,  eu  premier  iieii,  bous  un  énoncé  diiTe- 
ront ,  dans  un  Mémoire  sur  la  transformation  tles  relations  métriques  des 
figures  (voir  Correspondance  mathématique  et  phjsiquc  de  M.  Qiictelet, 
tome  V,  pageb  '2()3  cl  294  \  année  i^nj)  ;  puis  sous  Tcnoncé  actuel  dans  la 
iS'olo  W  de  V Aperçu  historique  {pa^cs  33^-34»)  >  ^"  ^^'  li'ouvml  «livcrscs  ap- 
pHi'aiions  do  cello  piopriolé  imporUuitc  des  srclion*  coniques. 
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Ou  aura  Joue  une  idée  parfailomeul  uclte  de  ee  c|u*ou 
doit  enlcndre  parles  po^ils d'intersection  itnaginnires  d'une 
droite  et  d'une  conique  ,  et  Ton  saura  déterminer  le  milieu 
de  ces  deux  points  et  le  rectangle  de  leurs  distances  à  une 
origine  prise  sur  la  droite.  Tous  les  résultats  où  n'entreront 
que  ces  deux  éléments,  le  point  milieu  et  le  rectangle  ,  sub- 
sisteront dans  le  cas  d'imaginarité,  comme  dans  celui  de 
réalité  des  deux  points  d^intersection. 

Cette  manière  de  considérer  les  imaginaires  est  tout  à 
fait  conforme  à  ce  qu'on  fait  en  Géométrie  analytique.  Mais 
ici  les  équations  sont  formées  avec  les  données  mêmes 
de  la  question,  ce  qui  est  le  plus  haut  point  de  simplicité 
que  l'on  paisse  désirer.  En  Géométrie  analytique,  au  con- 
traire, eltes  ont  lieu  entre  des  coordonnées  introduites  auxi- 
liaircment.  Certes  ces  coordonnées  sont  souvent  d'un  se- 
cours précieux;  mais,  employées  mal  à  propos  et  sans 
nécessité,  elles  compliquent  une  question  et  n'en  procu- 
rent qu'une  solution  indirecte,  dès  lors  sans  utilité  théo- 
rique et  dépourvue  de  celte  netteté,  qui  doit  c^tre  le  but 
constant  des  efforts  du  géomètre  (i). 

XIV. 

Notre  seconde  Section  renferme  les  applications  des  trois 
théories  fondamentales  à  la  démonstration  des  propriétés 
des  figures  reciilignes.  On  y  trouve  les  propositions  les  plus 
utiles  sur  le  triangle,  le  quadrilatère  et  les  polygones;  di- 
vers modes  de  description  d'une  ligne  droite  par  points;  la 
théorie  des  transversales;  les  centres  des  moyennes  dis- 
tances et  des  moyennes  harmoniques;  des  relations  géné- 
rales entre  deux  systèmes  quelconques  de  points  situés  sur 


(t)  La  mcthodc  nauirnlle  se  di&tin(ruc  par  «cette  cinrtc  cl  cette  faciliit' 
(iil'rémc  qui ,  selon  nous  ,  doit  se  trouver  dans  les  vraies  malbéinatiqiies.  t» 
\  Descaetes,  Hèples  pour  ki  direction  de  i esprit  :  Kègk'  qiiatrîèroe  ] 


XXX  PRÉFACE. 

une  même  droite,  d'où  dérivent  immédiatement  diverses 
formules  analytiques,  notamment  celles  qui  servent  à  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  sim- 
ples; une  solution  générale,  par  une  construction  unique, 
d'un  grand  nombre  de  questions  fort  diverses,  parmi  les- 
quelles se  trouvent  les  trois  problèmes  d'Apollonius,  de  la 
section  rt^  raison ,  de  la  section  de  l'espace ,  et  de  la  sec" 
tion  déterminée^  problèmes  qui,  comme  on  sait,  avaient 
donné  lieu  à  trois  ouvrages  du  géomètre  grec ,  et  dont  la 
solution,  chez  les  Modernes,  a  toujours  exigé  plusieurs 
propositions.  Ici  un  même  principe  de  solution  et  une 
même  construction  s'appliquent  immédiatement  aux  trois 
problèmes:  cette  construction  est  q^\q  Aes  points  doid>Ies 
de  deux  divisions  homographiques. 

On  peut  rattacher  cette  solution  générale  à  des  considé- 
rations analogues  aux  règles  de  double  fausse  position  (i). 
La  facilité  et  Tétendue  de  ses  applications  à  une  foule  de 
questions  fort  diilérentes  semblent  indiquer  que  les  théories 
d'où  cette  solution  dérive  ne  s^écartent  pas  des  bases  natu- 
relles de  la  science. 

XV. 

La  troisième  Section  contient  la  théorie,  prise  d'un  point 
de  vue  très-général,  des  systèmes  de  coordonnées  servant 
à  exprimer  par  deux  variables,  qui  sont  des  rapports  de 
segments ,  ou  bien  des  rapports  de  distances  d^un  point  à 
des  droites  fixes  ou  d'une  droite  à  des  points  fixes,  la  posi- 
tion d'un  point  ou  celle  d'une  droite*,  puis,  la  théorie  gé- 

(i)  Ici,  où  les  qncalionit  lir»ilcc8  par  cette  méthotlc  oat,  en  général, 
deux  solniioiitt  >  il  faut  trois  hypothètics  nu  lieu  <Je  deux.  On  peut  dire  que 
c'est  une  règle  de  triple  Jhusse  position.  (  lotie  nicthodc ,  fondée  sur  des  con  - 
sidérations  géontétriqucs,  cmUnisse,  comme  can  particulier,  la  règle  de 
'double  fausse  position  pai  laquelle  on  résout  les  équations  du  premier  degn*, 
et  s'applique  en  outre  à  la  résolution  de  syHtèmes  d'équations  déterminée» 
du  secomi  degré  à  plusieurs  inconnues  ,  qui  admettent  deux  solutioDit 
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iiérale  diï  la  transformation  des  ligures,  soii  en  figures  de 
même  genre,  appelées  figures  homographii/ues,  dans  les- 
quelles des  points  correspondent  à  des  points  et  des  (iroilt*s 
à  des  droites,  comme  dans  la  perspective;  soit  en  figures 
de  genre  différent,  appelées  figurés  corrélatii*€Sj  dans  les- 
quelles des  points  correspondent  à  des  droites  et  des  droites 
à  des  points  y  comme  dans  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques. 

L'exposition  de  ces  méthodes  générales  et  les  applica- 
tions que  Ton  en  fait  h  diverses  questions ,  nouvelles  pour  la 
plupart ,  reposent ,  comme  toutes  les  parties  de  la  secondes 
Section,  sur  les  théories  établies  dans  la  première  (i). 

XVI. 

La  quatrième  Section  traite  des  cercles.  Ou  y  trouve 
d'assez  nombreuses  propositions,  dont  une  partie  se  repré- 

(i;  Os  méthodos  gonëra1e.<)  de  transformuli on,  appliquées  aux  figiirrs 
à  irois  dimension»  ,  sont  le  sujet  du  Mémoire  sur  les  principes  de  dualité  et 
d'homographie ,  qui  fait  suite  à  V Aperçu  historique  sur  Vorigine  et  le  déve- 
loppement des  méihotles  en  Géomètiie ,  in  -  \^  ;   HruxoHos ,  1 8^7. 

Je  rappellerai  ici,  à  raison  du  celte  date  de  l^37,  que  cet  ouvragv,  qui 
forme  le  tome  XI  des  Mémoires  couionncs  de  rAcadcmic  de  BruzeilfS, 
avait  été  adreaftc  à  cette  Académie  en  janvier  i83o ,  au  sujet  de  la  question  . 
suivante:  k  On  demande  un  examen  philosophique  de»  dilTérentes  méthodes 
u  employées  dans  la  (géométrie  récente,  01  pariiculi^raraent  do  In  mèiiiode 
»  des  polaires  récipro«|ucs.  »  Le  Mémoire  bur  les  deux  méthodes  de  trall^•• 
formation  des  (igurt  s ,  précédé  d^tne  Introduciion  historique  de  peu  dé- 
tendue, formait  alors  la  partie  la  plus  considérable  de  l^ouvrage  :  et  c^est 
quand  ce  travail  a  dâ  être  imprime,  que  j'ai  donné  à  la  partie  historique 
une  plus  grande  extension.  {Vlais  les  théuries  sur  lesquelles  reposent  K-s 
deux  méthodes  de  transformation,  cl  les  usages  du  rapport  auharmo- 
niqne  dans  les  nombreuses  applications  de  ces  méihodes  (pages  575->8r'i), 
ont  la  date  de  janvier  i83o,  époque  où  le  Mémoire  a  été  adressé  à  TAca* 
demie  de  Bruxelle»  el  a  été  le  sujet  d\in  Kapporl  ollicicl. 

En  faisant  mention  ,  dans  cet  ouvrage  (  pages  l\i\-'i  S),  des  diver^es  mé- 
thodes de  transformation  des  figtircs  ;  telles  que  celle  de  Newton  généralisée 
par  Waring,  celle  des  figures  homologiqucs  de  M.  Poncelet,  etc.,  qui  ren- 
trent dans  la  théorie  dca  figures  homographiques  y  je  n^ni  pu  citer  la  mé- 
thmle  de   collinéation  de   M.  Mohius  qui  est  iU\  mAme   g"nre,    et   que  cr 
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scntcront  dans  la  théorie  des  seetions  coniques,  («tdout  on 
aurait  pu  par  conséquent  ajourner  la  démonstration.  Mais 
j'ai  vu  plusieurs  raisons  de  faire  entrer,  dès  ce  moment , 
ces  propositions  dans  le  développement  des  propriétés  re- 
latives aux  cercles.  Elles  seront  un  utile  exercice,  qui  con- 
vaincra le  lecteur  que  les  procédés  de  démonstration  mis 
en  usage  avec  tant  de  facilité  dans  la  théorie  des  figures 
rectilignes  s^appliquent ,  avec  non  moins  de  succès,  aux 
cercles  et  même  aux  sections  coniques,  car  on  s'apercevra 
bien  que  presque  toujours  les  démonstrations  resteront  les 
mêmes  pour  ces  courbes. 

Celte  théorie  du  cercle  suffira  donc  pour  répandre  na- 
turellement, avant  d'aborder  Tétude  des  sections  coniques , 
la  connaissance  d'une  partie  considérable  des  propriétés  de 
ces  courbes  et  surtout  de  celles  que  Ton  néglige  dans  les 
Traités  de  Géométrie  analytique. 

Les  jeunes  géomètres  dépasseront  ainsi ,  sans  travail  pé- 
nible et  au  grand  avantage  de  la  science ,  les  programmes 
de  renseignement  classique  devenus  beaucoup  trop  res- 
treints. 

Dans  cette  Section  se  trouve  un  chapitre  sur  les  cônes  à 
base  circulaire;  non  que  nous  ayons  eu  Tintention  de  com- 
prendre dans  ce  volume  une  théorie  de  ces  surfaces ,  qui , 
pour  être  traitée  avec  tous  les  développements  qu'elle  com- 
porte, ne  doit  venir  qu'après  celle  des  sections  coniques. 
Mais  ces  propriétés  des  cônes  se   présentent  ici  d'elles- 

savant  gcomèlre  a  expobée  dans  son  Traiié  du  Caicul  harycentrique  {  Dit 
harxcentrische  calcul,  etc  ;  Leipzig,  i3t27  );  ce  que  je  n^ai  su  que  fort  lonj*- 
icmps  après  la  publicalion  de  VApcrcu  historique. 

La  partie  historique  de  VApetcu  (pages  i-v>(k)}  ot  1(^8  Notes  qui  s^y  rsip- 
porient  (paijcs 'Ji^  1-559),  ont  itè  Iraduilon  en  allemand  par  M.Sohnckc*, 
professeur  à  TUniversilé  de  Halle.  {Geschichie  dcr  Géométrie ,  hàuptsàchtich 
mit  Ih  eug  au/  die  netieren  Melhodcn.  Von  Chasles.  Aus  dcm  Franzôsischm 
itbertragen  durch  /)'  L.~A.  Sohnc^e,  ord,  professor  drr  reinen  Mathimaîik  an 
dt't  vrreinten  Friedricht  Vniversilàt  Uallt-WUtenherg.  Halle,  18*9;  in-8®.) 


PRÉFACE.  XXXni 

mêmes ,  parce  qu'elles  sont  simplement  une  expression  dif- 
férente de  propositions  générales  relatives  à  un  système  de 
cercles  :  on  suppose  Fun  de  ces  cercles  imaginaire,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment. 

Cette  partie  de  l'ouvrage  initiera  le  lecteur,  sans  aucune 
étude  spéciale,  à  la  connaissance  d'assez  nombreuses  pro* 
priétés  des  cônes  k  base  circulaire  et  des  coniques  sphéri- 
ques.  Nous  nous  sommes  cru  d'autant  plus  autorisé  à  donner 
place  à  ce  chapitre  sur  les  cônes,  que  cette  théorie,  qui 
forme  un  intermédiaire  distinct  entre  les  coniques  planes 
et  les  surfaces  du  second  degré,  et  donne  lieu  à  un  ordre 
tout  spécial  de  spéculations  géométriques  intéressantes,  est 
aujourd'hui  enseignée  régulièrement  dans  l'Université  de 
Dublin,  où  les  études  mathématiques  prennent  une  exten • 
sion  remarquable  (  i  ) . 

Nous  ne  pouvions  omettre,  en  traitant  du  cercle,  di- 
verses propriétés  du  système  de  deux  cercles ,  qui  se  rap- 
portent à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  se  re- 
commandent surtout  par  un  beau  théorème  de  M.  Jacobi , 
que  l'on  déduit  de  considérations  plus  générales.  Ces  pro- 


(i)  Cette  théorie  des  côdos  à  base  circulaire  et  des  coniques  sphëriques 
fait  le  sijet  de  deux  Mémoires  insérés  dans  le  tome  Vl  des  Mémoires  de 
^Académie  de  Bruxelles  (année  i83o). 

Un  habile  géomètre,  M.  Graves,  professeur  à  TUniversité  de  Dublin,  a 
traduit  oes  deux  Mémoires  en  anglais,  et  y  a  joint,  outre  des  Notes  et  Addi  • 
tiens,  un  Appendice  contenant  Tapplication  de  PAnalyse  à  la  Géométrie 
sphériquo.  L'ouvrage ,  édité  aux  frais  de  PUniversité  de  Dublin,  qui  Va 
JDgé  propre  à  inspirer  aux  jeunes  mathématiciens  le  goût  des  méthodes  de 
la  Géométrie  pure,  est  enseigné  dans  les  cours  annuels  de  cette  Université. 
(It  is  intended  for  the  use  of  uudergraduate  students  in  the  University  of 
Dablin;  and,  it  is  hoped,  may  be  useful  in  directing  tbelr  prevailing  teste 
for  pure  geometry  to  interesting  and  worthy  objecta.)  Voir  :  Two  géométrie 
CiU  Memoirs  an  the  gênerai  properties  qf  cônes  of  the  second  degree  and  on 
the  spherieal  contes,  hjr  M.  Chasles.  Translated  Jrom  thejreneh,  with  Notes 
and  additions ,  and  an  Appendix  on  the  application  of  Analysis  to  the  spherica  l 
Geometry,  hjr  the  Rew,  Charles  Graves,  A.  M.,  M,  R.  1.  A.,  fellow  and  tutor 
o/Trinitr  Collège  Dublin.  Dublin,  184 1  ;  In-S^. 

c 
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positions  forment  le  dernier  chapitre  de  notre  quatrième 
Section ,  par  lequel  se  termine  le  volume. 


Je  fais  suivre  cette  paéface  du  Discours  d'inauguration 
du  Cours  de  Géométrie  supérieure  de  ]a  Faculté  des  Scien- 
ces, dans  lequel,  en  jetaht  un  coup  d'œil  sur  Thistoire  de 
la  Géométrie,  j'ai  présenté  quelques  considérations  qui  se 
rattachent  au  but  de  Touvrage  actuel  (i). 

(i)  Le  saTant  géomètre  et  secrétaire  perpétuel  de  P Académie  de  Naples, 
M.  Flauti ,  qui ,  comme  riJlustre  Fergola ,  cultive  avec  prédilection  les  doc- 
trioesde  la  Géométrie  pure ,  nous  a  &ît  Phonneur,  en  exprimant  son  opi- 
nion sur  les  services  qu^a  ne  chaire  de  Géométrie  supérieure  pouvait  rendre 
aux  sciences  mathématiques.,  de  traduire  en  italien  et  dVnrichir  de  Note» 
ce  Discours  d^inaugu ration  de  la  chaire  créée  &  la  Faculté  des  Sciencea  de 
Paris.  {ConrideraMÎoni  tulla  nuova  cattedra  eretta  nella  Facoltà  dette  Sciense 
delV  Accademia  di  Parigi  per  Vinsegnamento  delta  Geometria  superiore  e 
ûiscorso  di  apertura  alla  medcsima  del  prof.  Chastes,  con  Note aggiunte,) 


DISCOURS  D'INAUGURATION 


DV  OOVkft 


DE  GÉOMÉTRIE   SUPÉRIEURE 


OE    LA     FACULTÉ    DES    SCIE^fCES    DE    PARIS. 

(Séance  du  33  décembre  18/(6.) 


Depuis  plus  d^un  siècle  ^  renseignement  de  la  Géométrie  se  ré- 
duit aux  premiers  principes  qu^on  appelle  -les  Éléments, 

Ce  nom  à^ Éléments  semble  indiquer  les  premiers  matériaux  de 
l'édifice  9  les  premiers  pas  ou  Tintroduction  dans  la  science.  Cepen- 
dant, si  Ton  considère  que  la  Géométrie  a  pour  objet  la  mesure 
et  les  propriétés  de  t  étendue^  on  sent  aussitôt  combien  elle  est  vaste , 
et  Ton  n'aperçoit  même  pas  de  limites  au  champ  qu'elle  eiAbrasse  : 
car  V  étendue  figurée  varie  de  formes  à  Tinfini ,  et  les  propriétés 
de  chacune  des  figures  que  présente  la  nature  ou  que  Tesprit 
peut  imaginer,  sont  elles-mêmes  extrêmement  nombreuses,  on 
pourrait  même  dire  inépuisables.  Il  semblerait  donc  que  Tétude 
de  la  Géonnétrie  ddt  occuper  une  grande  place  dans  renseigne- 
ment public;  et  cette  opinion  se  fortifie ,  quand  on  considère  que 
cette  science ,  indépendamment  de  son  application  à  tous  les  arts 
de  construction ,  est  réputée  le  fondement  des  sciences  mathéma- 
tiques ,  et  que  les  meilleurs  penseurs ,  dans  tous  les  temps ,  Font 
regardée  comme  un  excellent  exercice  de  logique,  éminemment 
propre  à  former  de  bons  esprits  (1).  Il  en  a  été  ainsi,  en  effet, 


(1)  Cest  pourquoi  Péludu  des  Mathèmolîques,  ÔMn^  Tancicnne  UnlTer- 
tité,  faisait  partie,  ou,  du  moins,  était  Paccompagnement  jugé  nécessaire 
du  Cours  de  philosophie  qui  couronnait  de  fortes  Humanités.  (  Rollin  ;  Traité 
ties  Études;  livre  sixième,  arl.  'ji.) 

On  sait  combien  Descartos,  Pascal  oC  Leibnitz,  comme  philosophes  et 
écriTains,  ont  tiré  de  secours  des  Mathématiques,  et  avec  quelle  insistance 
ils  en  recommandent  Vëtudo  comme  infMiment  utile  pour  faire  naUre  et 
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chez  les  Anciens  et  chez  les  Modernes ,  jusque  vers  le  commence- 
ment du  siècle  dernier;  mais  depuis,  par  l'effet  de  ces  vicissi- 
tudes auxquelles  les  sciences  elles-mêmes  sont  sujettes,  cette  partie 
si  importante  de  nos  connaissances  positives  a  été  négligée  et  ré- 
duite à  ses  Éléments, 

Cependant,  quoique  privés  des  secours  et  des  encouragements 
que  procure  renseignement ,  plusieurs  géomètres,  depuis  les.pre- 
mières années  de  ce  siècle,  ont  cultivé  avec  prédilection  cette  Géo- 

fortifier  le  Téritable  esprit  de  méthode.  Voici,  à  ce  sujet,  un  passage  de 
Pascal,  qui  n^a  été  publié  <)ue  dans  ces  derniers  temps  : 

«  Cette  science  seule  (la  Géométrie)  sait  les  véritables  règles  du  raison- 
»  ncment,  et,  sans  s''arrèter  aux  règles  des  syllogismes  qui  sont  tellement 
»  naturelles  qu^on  no  peut  les  ignorer,  s'arrête  et  se  fonde  sur  la  véritable 
»  méthode  de  conduire  le  raisonnement  en  toutes  choses,  que  presque  tout 
»  le  monde  ignore,  et  qu^il  est  si  avantageux  de  savoir,  que  nous  voyons 
»  par  expérience  qu^entre  esprits  égaux  et  toutes  choses  pareilles,  celui  qui 
»  a  de  la  géométrie  remporte  et  acquiert  une  vigueur  toute  nouvelle. 

»  Je  veux  donc  faire  entendre  ce  que  c'est  que  démonstration ,  par  Texem» 
»  pic  de  celles  de  Géométrie,  qui  est  presque  la  seule  des  sciences  hu- 
u  maines'qui  en  produise  d'infaillibles,  parce  qu'elle  seule  observe  la  vc- 
w  ritable  méthode ,  au  lieu  que  toutes  les  autres  sont  par  une  nécessité 
»  naturelle  dans  quelque  sorte  de  confusion  que  les  seuls  géomètres  savent 
»  extrêmement  connaître.  »  (De  V  Esprit  géométrique  ;  voir  page  I35  du 
tome  I  des  Pensées ,  Fragments  et  Lettre»  de  Pascal  ;  édition  de  M.  Fau- 
gère.  Paris,  1844»  ^  ^o^*  in-8^.) 

Si  l'on  consultait  l'histoire,  on  trouverait  que  parmi  les  hommes  qui  bo 
sont  fait,  à  divers  titres,  dans  tous  les  temps,  un  nom  célèbre,  un  grand 
nombre  avaient  de  la  géométrie,  comme  dit  Pascal.  On  aurait  à  citer,  dans 
^antiquité,  les  plus  éminents  philosophes,  dont  il  suffit  de  nommer  Platon , 
qui  avait  fait  des  mathématiques  la  base  fondamentale  de  son  enseigne- 
ment ,  et  dont  on  connaît  la  fomense  inscription  du  portique  do  son  acadé- 
mie: Que  nul  n'entre  ici,  s'il  n* est  géomètre.  On  distinguerait,  dans  le  moyen 
âge,surtout  saint  Augustin  y  Marcianus  Capella ,  Boèce,  Cassiodore,  Pro- 
clus ,  Isidore  deSéville,  Bède ,  Alcuin ,  Avicenne,  le  pape  G^bert ,  AdelarJ, 
Albert  le  Grand,  Roger  Bacon:  chez  les  Modernes,  Léonard  de  Vinci, 
Albert  Durer,  Ramus ,  J.-J.  Scaliger,  H.  Grotius ,  Hobbes ,  Gassendi ,  Ar- 
nanld,  Malebranche,  Huet,  Clarke,  Fontenelle,  Wolff,  Réaumur,  Voltaire, 
Bttflbn,  Diderot,  Beauzée,  Condillac ,  Haller,  Dugald  Stewart,  Kani ,  Cole- 

birooke, L'histoire  même  des  chefs  d'empires  montrerait  que  ceux  qui 

ont  encouragé  la  culture  des  mathématiques ,  source  commune  de  toutes  les 
sciences  exactes,  sont  aussi  ceux  dont  le  règne  a  eu  le  plus  d'éclat  et  dont 
la  gloire  est  la  plus  durable. 
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métrie  abandonnée ,  et  lui  ont  fait  faire  lies  progrès  notables.  On 
a  même  commencé,  dans  plusieurs  Universités  d'Allemagne  et 
d'Angleterre,  à  la  réintroduire  dans  les  cours  publics  et  dans  les 
thèses  ayant  pour  but  l'obtention  des  grades  universitaires. 

M.  le  Ministre  de  Tlnstruction  publique,  dans  sa  sollicitude 
pour  toutes  les  parties  de  renseignement  soumis  à  sa  haute  direc- 
tion ,  a  jugé  que  le  temps  était  venu  de  combler  en  France  aussi 
une  lacune  préjudiciable  aux  progrès  des  sciences  mathématiques. 
La  Faculté  des  Sciences  consultée  a  partagé  ces  vues  judicieuses  et 
libérales  y  et  émis  le  vœu  que  l'enseignement  des  Mathématiques 
supérieures  reçut,  dans  la  Faculté,  le  complément  qui  lui  man- 
quait ,  et  qu'une  chaire  de  haute  Géométrie  y  fût  immédiatement 
instituée.  M.  le  Ministre  m*a  fait  l'honneur  de  me  confier  cet  en- 
seignement. 

Cette  tâche ,  qu'on  me  permette  de  le  dire  dès  ce  moment  en 
sollicitant  l'indulgence  des  personnes  qui  me-  font  Thonneur  de 
in'écouter,  n'est  pas  sans  difficultés.  Car  ce  ne  sont  plus  les  théo- 
ries, ce  n'est  plus,  pour  ainsi  dire,  la  science  qu'enseignaient 
Oronce  Finée ,  Ramus ,  Roberval,  qu'il  s'agit  de  reproduire  ;  il 
ne  peut  suffire  d'expliquer  et  de  commenter  les  travaux  d'Ar- 
chimède  et  d'Apollonius,  de  Fermât,  de  Cavalieri,  de  Pascal, 
d'Hujgens,  de  Newton,  de  Maclaurin.  Ces  ouvrages  renferment 
d'admirables  exemples  des  ressources  que  procure  la  Géométrie 
dans  toutes  les  spéculations  de  la  philosophie  naturelle  ;  on  y  trouve 
le  germe  de  plusieurs  théories  :  mais  ils  ne  forment  pas  un  en- 
semble de  méthodes  qu'on  puisse  réunir  dans  un  corps  de  doc- 
trine ,  et  qui  suffirent  pour  initier  les  jeunei  mathématiciens  à  la 
connaissance  et  à  la  culture  de  la  haute  Géométrie.  S'ils  offrent  de 
magnifiques  applications  de  cette  science,  ils  ne  constituent  pas 
un  cours  de  Géométrie  suf/érieure.  Et  d'ailleurs  la  science  a  mar- 
che :  elle  s'est  enrichie  de  doctrines  nouvelles,  en  harmonie  parfois 
avec  celles  de  l'Analyse  j  et  c'est  sur  des  bases  dont  on  n'aurait 
pas  eu  ridée  il  y  a  un  siècle ,  qu'il  faut  aujourd'hui  fonder  ce  cours 
de  Géométrie  supérieure.  C'est  dans  quelques  ouvrages  modernes , 
dans  des  Mémoires  épars  dans  les  recueils  scientifiques,  qu'il  faut 
chercher  le  germe  et  les  éléments  des  théories  et  des  méthodes  pro- 
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près  à  former  le  corps  de  doctrine  que  nous  avons  en  vue.  Ces 
théories  et  ces  méthodes  une  fois  déterminées,  il  faudra  les  coor- 
donner entre  elles,  et  les  soumettre  à  renchaînement  logique,  qui 
est  le  caractère  propre  des  sciences  mathématiques ,  et  plus  par- 
ticulièrement de  la  Géométrie.  C^est  donc  une  œuvre  toute  nouvelle 
à  accomplir. 

Où  trouverons-nous  les  éléments,  dispersés,  de  cet  enseigne- 
ment nouveau  ?  Dans  Tétude  attentive  des  travaux  de  nos  devan- 
ciers. Nous  devrons  consulter  les  ouvrages  des  Grecs ,  qui  se  pré- 
sentent les  premiers  dans  la  carrière ,  qu'ils  ont  parcourue  avec  un 
grand  succès;  puis  suivre  les  développements  de  la  science  chez 
les  Modernes;  puis  enfin  aborder  les  doctrines  du  xix®  siècle. 

Cette  étude  rétrospective  est  indispensable  pour  atteindre  le  but 
qui  nous  est  proposé.  Dès  aujourd'hui  nous  jetterons  un  rapide 
coup  d'œil  sur  les  travaux  des  géomètres  anciens  et  modernes.  Ce 
sera  Tobjet  de  cette  première  leçon . 

I.   De  la  Géoniétrif  chez  les  Grecs. 

La  Géométrie  a  été  la  science  de  prédilection  des  Grecs.  Ils  la 
divisaient  en  trois  parties  distinctes  :  la  Géométrie  élémentaire , 
.qu*ils  appelaient  simplement  les  Éléments;  la  Géométrie  pratique 
ou  Géodésie;  et  la  Géométrie  supérieure,  qu'ils  appelaient  le  lieu 
résolu,  et  qui  était  un  ensemble  de  questions  résolues  d'avance  et 
de  théories  où  le  géomètre  trouvait  les  ressources  nécessaires  pour 
procéder  à  la  démonstration  des  vérités  et  à  la  solution  des  pro- 
blèmes. 

C'est  cette  partie ,  le  lieu  résolu,  que  les  Modernes  ont  appelée 
\ Analyse  géométrique  des  Anciens. 

Le  peu  de  détails  (jui  nous  sont  parvenus  sur  ce  point  extrême- 
ment intéressant  de  Thistoire  de  la  science  se  trouvent  dans  les 
Collections  mathématiques  de  Pappus ,  géomètre  qui  vivait  au 
IV*  siècle  de  notre  ère.  Ces  Collections  mathématiques  étaient  un 
ouvrage  en  huit  livres ,  dont  six  seulement  nous  ont  été  conservés. 
On  y  trouve ,  avec  des  détails  qui  nous  font  connaître ,  sur  plu- 
sieurs points,  rétat  des  mathématiques  anciennes,  une  foule  do 
propositions  et  de  lemnics  destinés  à  servir  de  comnifntaîres  à  di« 
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vers  ouvrages ,  dont  la  plupart  ne  sont  pas  arrivés  jusqu'à  nous. 
L*autetir  était  un  géomètre  éminent ,  que  Descartes  avait  en  grande 
estime.  C*est  dans  Pappus  et  Diophante  que  ce  grand  philosophe 
remarquait  des  traces  de  cette  iamière  de  raison  qui ,  dans  Tanti- 
qaité,  était  le  tVitWiXhte  ée%  mathématiques  véritables (\), 

Nous  trouvons,  dans  les  Collections  de  Pappus ,  la  nomencla- 
ture des  Traités  qui ,  faisant  suite  aux  Éléments,  formaient  le  liea 
résolu  y  ou  f  comme  nous  venons  de  le  dire ,  la  Géométrie  sapé* 
Heure.  C'étaient  :  un  livre  des  Données,  d'Euclide;  deux  livres  de 
la  Section  de  raison,  d^ Apollonius;  deux  livres  de  la  Section  de  C es- 
pace; deux  de  la  Section  déterminée ,  et  deux  des  Attouchements 
[contacts  des  cercles)  ^  du  même;  trois  livres  des  Porismes,  d'Eu^ 
clide;  encore  d* Apollonius,  deux  livres  des  Inclinaisons,  deux 
des  lAeux  plans ,  et  huit  des  Sections  coniques;  d'Aristée  Tan- 
cien,  deux  livres  des  Lieux  solides;  d'Euclide  encore ,  deux  livres 
des  Lieux  à  la  surface;  enfin,  d'Ératosthènes ,  deux  livres  des 
Moyennes  raisons. 

Ces  divers  ouvrages  formaient  donc  un  corps  de  science ,  une 
Géométrie  supérieure,  que  les  Anciens  distinguaient  essentiellement 
des  Éléments. 

Pappus  ajoute  que  les  géomètres ,  en  appliquant  les  ressources 
que  leur  offraient  ces  ouvrages  pour  la  démonstration  des  vérités 
géométriques  et  la  solution  des  problèmes,  suivaient  deux  mé- 
thodes, ou  plutôt  deux  manières  de  procéder  par  le  raisonne- 
ment; savoir  :  la  synthèse  ou  composition,  et  V analyse  ou  ré- 
solution.  Ces  deux  mots,  synthèse  et  analyse,  avaient  alors,  en 
mathématiques,  un  sens  parfaitement  défini.  Mais,  comme  aujour- 
d'hui nous  les  employons  communément  dans  une  acception  spé- 
ciale très-différente ,  qui  laisse  ignorer  aux  jeunes  géomètres  ce 
qu'étaient  les  méthodes  anciennes  et  surtout  la  méthode  analy- 
tique,  il  ne  paraîtra  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  ici  le  sens 
précis  que  leur  donne  Pappus,  le  même  qu'on  trouve  aussi  dans 
Euclide  (au  treizième  livre  des  Éléments). 


(i)  Règles  pour  In  direction  de  l'esprit îJ\^  règle;   tome  \l  de  Sédition  de 
M.  Cousin. 
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Par  la  synthèse,  on  part  de  vérités  connues  pour  arriver,  de 
conséquence  en  conséquence ,  à  la  proposition  que  l*on  veut  dé- 
montrer, on  à  la  solution  du  problème  proposé. 

Par  V analyse,  on  regarde  comme  vraie  la  proposition  que  Ton 
veut  démontrer,  ou  comme  résolu  le  problème  proposé,  et  l'on 
marche  de  conséquence  en  conséquence ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
à  quelque  vérité  connue ,  qui  autorise  à  conclure  que  la  chose 
admise  comme  vraie  l'est  réellement ,  ou  qui  comporte  la  construc- 
tion du  problème  ou  son  impossibilité  (i). 

(i)  Citons  le  texte  môme  de  Pappus,  dans  son  sens  littéral  : 

M  Le  lieu  résolu  est  une  matière  à  Pusage  de  ceux  qui ,  possédant  les  Èlé~ 
ments,  veulent  acquérir  en  Géométrie  Part  de  résoudre  les  problèmes  :  c^est 
là  ioa  utilité.  Cette  partie  .des  mathématiques  nous  a  été  transmise  par 
Euclide,  Pauieur  des  Éléments,  Apollonius  et  Aristce  Pancien.  On  y  pro- 
cède par  voie  de  Résolution  et  de  Composition, 

u  La  Résolution  est  une  mélbode  par  laquelle,  eu  partant  de  la  chose  que 
Pon  cherche  et  que  Pon  suppose  déjà  connue ,  on  arrive  par  une  suite  de 
conséquences,  à  une  conclusion  sur  laquelle  ou  s''appuie,  pour  remonter, 
par  voie  de  Composition,  &  la  chose  cherchétt.  En  effet,  dans  la  Résolution 
nous  regardons  comme  fait  ce  .que  nous  cherchons,  et  nous  examinons  ce 
qui  découle  de  ce  point  de  dépari,  et  mÔme  ce  qui  peut  en  être  Pautéec- 
dent,  jusqu^à  ce  que  nous  arrivions  par  le  raisonnement  à  quelque  vérité 
déjà  connue  ou  mise  au  nombre  des  principes.  Cette  marche  constitue  le 
procédé  qu^on  appelle  Analyse,  comme  qui  dirait  solution  en  sens  inverse. 

»  Au  contraire,  dans  la  Co/it^oii</oR  nous  parlons  de  cette  vérité  à  laquelle 
nous  sommes  parvenus,  comme  dernière  conséquence,  dans  la  Résolution; 
et  en  suivant  dans  le  raisonnement  une  marche  inverse  de  la  première, 
c'est-à«-dire  en  prenant  toujours  pour  antécédent  ce  qui,  dansr  le  premier 
cas,  éilait  conséquent,  et  réciproquement,  nous  parvenons  enfin  à  la  chose 
cherchée.  Cette  marche  constitue  le  procédé  qu^on  nomme  ^nthèse, 

»  L^Analyse  sVmploie  dans  deux  ordres  de  recherches  :  ou  pour  démontrer 
une  vérité  théorique ,  ou  pour  résoudre  un  problème  proposé. 

•  Dans  le  premier  cas,  admettant  comme  vraie  la  proposition  quMl  faut 
démontrer,  nous  regardons  aussi  comme  vraies  les  conséquences  qui  en  dé- 
coulent, jusqu^à  ce  que  nous  arrivions  à  quelque  conclusion  eonnue.  Si 
cette  conclusion  est  une  proposition  vraie,  celle  d^oû  nous  sommes  partis 
Pest  aussi  ;  et  sa  démonstration  se  trouve  dans  VAnalxsc  prise  en  sena 
contraire.  Mai»  si  notre  conclusion  forme  une  proposition  fausse,  la  pro- 
position que  nous  avions  admise  Pest  aussi. 

»  Dans  le  second  cas,  où  il  s^agil  de  résoudre  un  problème,  nous  regar- 
dons comme  connu  ce  qu^il  faut  trouver,  et  nous  en  lirons  quoique  conclu- 
sion. Si  cette  conclusion  est  une  construction  possible  ou  rentrant  dans  ce 
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Ces  deux  manières  de  procéder  en  mathématiques  ne  répondent 
nullement  à  la  signification  actuelle  des  deux  termes  analyse  et 
synthèse^  dont  le  premier  caractérise  l'emploi  du  calcul  algébrique ^ 
et  le  second ,  la  considération  seule  des  propriétés  des  figures ,  au 
moyen  du  raisonnement  naturel. 

I.ies  deux  méthodes  anciennes  ne  différaient,  au  fond ,  que  dans 
le  point  de  départ,  les  diverses  opérations  de  raisonnement  étant 
les  mêmes  dans  Tune  et  dans  Tautre,  mais  dans  un  ordre  inverse. 
On  caractérisera  brièvement  ces  deux  méthodes,  en  appelant, 
avec  Rant,  la  synthèse,  méthode  progressive ,  et  V  analyse,  méthode 
régressive  (i). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  ici  que  l'usage  de  V analyse,  chez 
les  Anciens,  suppose  nécessairement  une  proposition  déjà  connue 
et  dont  on  cherche  la  démonstration ,  ou  un  problème  proposé.  De 
sorte  que  hors  ces  deux  cas  il  n'y  a  point  lieu ,  d'après  la  définition 
précise  de  Pappus ,  d'employer  la  méthode  analytique. 

Il  faut  observer  encore  que ,  bien  que  l'esprit  de  la  méthode 
soit  le  même  dans  les  deux  cas,  néanmoins  die  y  a  un  caractèi*e 
différent.  Car  dans  le  premier,  où  il  s'agit  de  démontrer  une  pro- 
position,  Vanalyse  n'est  point  autre  chose  qu'une  méthode  ex- 
périmentale de  vérification  à  posteriori ,  tandis  que  dans  le  second , 
où  il  s'agit  de  résoudre  un  problème,  elle  forme  une  méthode 
d'invention  à  priori,  puisqu'on  se  propose  de  trouver  la  solution 
on  construction  du  problème ,  ou  de  démontrer  son  impossibilité , 
ce  qui  constituera  la  découverte  d'une  vérité  mathématique  actuel- 
lement inconnue. 

que  les  mathématicieni  appellent  tes  données,  le  problème  proposé  sera 
aussi  possible  ;  et  la  démonstraiion  répondra  &  V Analyse  en  sens  contraire. 
Mais  si  la  conclusion  &  laquelle  nous  arrivons  est  une  chose  impossible  ^  le 
problème  le  sera  aussi. 

B  On  appelle  diorisme  cette  partie  du  raisonnement  où  Ton  détermine  les 
conditions  pour  qu''un  problème  soit  possible,  et  le  nombre  de  ses  solutions. 

j»  Voilà  ce  que  nous  avons  à  dire  de  la  Résolution  et  de  la  Composition.  » 

(f)  Nous  n'entendons  pas  faire  allusion  ici  à  la  distinction  fondamentale 
posée,  par  Tillustre  philosophe,  entre  les  jugements  ^nihciitfues  et  analy- 
tiques, bien  ,  toutefois ,  que  celte  distinction  dérive  des  acceptions  anciennes 
de  Vanalyse  et  de  la  synthèse. 
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C*est  «Laos  ce  sens  seulement  qu*on  (>eut  dire  que  V analyse  des 
Anciens  est  la  méthode  de  recherche  ou  à* invention. 

Hors  ce  cas  de  la  solution  d*un  problème,  Vanafyse  n'a  point 
de  vérité  nouvelle  à  découvrir,  et  pour  cet  objet  c'est  la  synthèse 
seule  qui  constitue  la  méthode  d'invention  par  laquelle  on  forme 
et  Ton  accroît  une  science. 

Cette  remarque  nous  suffit  dans  ce  moment,  où  nous  n'avous 
pas  à  rechercher  quelles  sont  les  méthodes  d'invention  en  mathé- 
matiques, mais  seulement  à  définir  ce  qu'ont  été  les  deux  mé- 
tho<les  appelées  par  les  Anciens  Analyse  et  Synthèse,  et  à  en  mar- 
quer les  usages  et  le  caractère  distinctif. 

Dans  les  sciences  en  général ,  c'est  par  la  méthode  synthétique 
qu'on  en  expose  les  principes  ou  les  éléments  :  c'est  ainsi  que  sont 
écrits  les  Éléments  d'Ëuclide.  Toutefois,  on  trouve  aussi  dans  cet 
ouvrage  des  exemples  de  la  méthode  analytique ,  telle  que  la  mé- 
thode appelée  réduction  à  l'absurde^  quoique  dans  ce  mode  de  dc- 
monstraKon  ce  ne  soit  qu'indirectement ,  ou  par  exclusion ,  qu'on 
introduit  dans  le  raitonnement  la  proposition  que  l'on  veut  démon- 
trer. On  part,  comme  on  sait,  de  propositions  contraires  à  celle-là, 
et ,  en  les  combinant  logiquement  avec  des  propositions  connues, 
on  arrive,  de  conséquence  en  conséquence,  à  un  résultat  faux  ou 
absurde,  d'où  l'on  conclut  que  la  première  est  bien  la  proposition 
vraie. 

Archimède  et  Apollonius  nous  offrent  de  nombreux  exemples 
de  V analyse  :  c'est  presque  toujours  par  cette  voie  qu'ils  résol- 
vent les  problèmes.  Ainsi,  quand  Archimède  se  propose,  dans 
son  Traité  de  la  Sphère  et  du  Cylindre  {pro\).  8),  de  couper 
une  sphère  par  un  plan ,  de  façon  que  les  deux  segments  soient 
entre  eux  dans  un  rapport  donné,  il  raisonne  sur  la  grandeur 
inconnue  comme  sur  celles  qui  sont  données,  et  il  parvient  à 
une  proposition  qui  renferme  l'expression  de  la  grandeur  cher^ 
chée. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d'Algèbre,  qui  porte  le  nom 
d'Arithmétique,  fait  usage  continuellement  de  la  méthode  analy- 
tique; car  il  représente  les  inconnues  de  la  question  et  ses  puis- 
sances  par  des  signes  ou  des  mots ,  et  il  les  introduit  dans  le  raison- 
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neiueut  pour  rornier,  entre  ces  inconnues  et  ]es  quantités  cotmues, 
des  égalités  d'où  il  tire  la  valeur  <les  inconnues.  • 

On  conçoit  que  V analyse  et  la  synthèse  ont  du  être  employées 
concurremment  y  dans  tous  les  temps,  depuis  l'origine  des  sciences 
mathématiques  :  aussi ,  quand  Procliis  et  Diogène  Laërce  font 
honneur  à  Platon  tie  Tinvention  de  la  méthode  analytique,  il  faut 
croire  qu'ils  voulaient  par  là  désigner  Platon  comme  ayant,  le 
premier,  distingué  ces  deux  manières  différentes  de  procéder  dans 
la  recherche  et  la  démonstration  des  vérités  mathématiques. 

Nous  venons  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  synthèse 
et  Vanalysey  dans  la  Géométrie  des  Anciens  :  nous  n'aurions  que 
peu  de  mots  à  ajouter  pour  dire  comment  ces  termes  ont  pris , 
chez  les  Modernes,  des  acceptions  très- différentes;  mais  n'antici- 
pons pas  sur  la  marche  de  la  science  :  l'origine  du  nouveau  sens 
des  deux  mots,  en  Mathématiques,  se  rattache  à  la  grande  concep- 
tion de  Viète,  dont  nous  aurons  bientôt  à  faire  mention. 

De  ces  ouvrages  qui,  d'après  Pappus,  formaient  comme  les 
éléments  d'une  Géométrie  supérieure ,  et  offraient  les  ressources 
nécessaires  pour  se  livrer  aux  recherches  géométriques ,  trois  seu- 
lement nous  sont  parvenus  :  ce  sont  les  Données  d'Euclide ,  les 
sept  premiers  livres  des  Coniques  d'Apollonius,  et  le  Traité  de  la 
Section  de  raison,  qui  s'est  retrouvé  en  langue  arabe*  La  plupart 
des  autres  ont  été  rétablis  par  divers  géomètres ,  dans  le  style  de 
la  Géométrie  ancienne,  d'après  le  peu  de  détails  que  nous  en  a 
laissés  Pappus. 

Cependant  on  n'est  pas  fixé  sur  le  sujet  (Ui  livre  des  Ueiix  a  la 
surface,  d'Euclide.  L'auteur  y  considérait  des  courbes  tracées  sur 
des  surfaces  courbes;  mais  quelle  était  la  nature  de  ces  surfaces? 
les  courbes  qu'on  y  traçait  étaient-elles  nécessairement  planes? 
La  brièveté  de  Pappus  nous  laisse  dans  l'incertitude.  Je  dirai 
toutefois  que  quelques  indices  peirvent  porter  à  croire  que,  dans 
le  livre  des  Lieux  à  la  surface,  Euclide  traitait  des  conoïdes ,  ap- 
pelés aujourd'hui  surfaces  du  second  degré  de  révolution ,  et  des 
sections  faites  par  des  plans  dans  ces  surfaces,  conjme  dans  le  cône. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  lixcr 
notre  attention ,  et  qui  a  présenté  pendant  longtemps  une  énigme 
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indécInlTrable  à  laquelle  se  sont  attachés ,  dans  les  deux  derniers 
siècles  y  plusieurs  des  géomètres  les  plus  célèbres  ;  je  veux  parler 
du  Traité  des  Porismes.  Au  dire  de  Pappus,  cet  ouvrage,  ou 
brillait  le  génie  pénétrant  d*Euclide ,  était  éminemment  utile  |>our 
la  résolution  des  problèmes  les  plus  compliqués  :  c^était ,  en  quel  - 
que  sorte  y  Tinstrument  indispensable  des  géomètres  dans  leurs 
recherches. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  dernier^  cette  question  des  po> 
rismes  n*a  présenté  qu*une  obscurité  profonde  dans  toutes  ses 
parties.  Alora  seulement  R.  Simson  fit  les  premiers  pas  vers  la  dé- 
couverte du  sens  caché  des  idées  de  l'auteur,  tant  en  rétablissant 
la  définition  du  terme porismc,  et  surtout  la  forme  particulière  des 
énoncés  des  propositions  ainsi  appelées ,  qu'en  donnant  l'explica- 
tion de  six  ou  sept^  sur  une  trentaine,  des  énoncés  de  porismes 
c]ue  Pappus  nous  a  transmis  en  termes  laconiques  et  obscurs.  Celte 
divination  a  fait  beaucoup  d'honneur  à  R.  Simson.  Depuis,  plu- 
sieurs géomètres  ont  continué  de  traiter  ce  sujet  si  digne  d'intérêt. 

Cependant  un  voile  épais  couvre  encore  cette  doctrine  des  po- 
rismes ;  car,  indépendamment  des  vingt-quatre  énoncés  de  Pap- 
pus ,  dont  on  n'a  pas  donné  le  sens  ,  il  faudrait  connaître  en  outre 
la  cause  de  la  forme  inusitée  de  ces  propositions ,  la  pensée  qui 
les  a  conçues,  leur  nature  ou  caractère  mathématique,  la  raison 
de  leur  éminenle  utilité  dans  l'art  du  géomètre,  la  transformation 
que  cette  doctrine  a  probablement  subie  pour  pénétrer,  à  notre 
insu ,  dans  nos  méthodes  modernes.  Ces  questions  mériteront  de 
trouver  place  dans  un  enseignement  de  haute  Géométrie,  d'au- 
tant plus  que  les  théories  sur  lesquelles  semblent  rouler  ces  pro- 
positions obscures  se  rattachent  à  celles  de  la  Géométrie  moderne. 
Peut-être  alors  pourrons- nous  répandre  quelque  lumière  sur  cette 
grande  énigme  que  nous  a  léguée  l'antiquité. 

A  défaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs ,  qui  sont  presque 
tous  perdus,  c'est  dans  les  Collections  mathématiques  de  Pappus , 
dans  cette  foule  de  propositions  éparses  et  sans  ordre,  parce 
(ju'elles  se  rattachent  à  des  ouvrages  différents  auxquels  elles  doi- 
vent servir  de  commentaires ,  que  nous  trouverons  les  premiers 
éléments  d'une  Géométrie  supérieure. 
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On  j  distingue  notamment  quelques-unes  de  ces  propositions 
simples  qui  sont  bien  réellement  le  fondement  de  la  science,  car 
on  les  retrouve  dans  les  Traités  célèbres  de  Pascal  et  de  Desargues 
sur  les  Coniques^  et,  plus  tard,  dans  Tingénieuse  et  féconde  Théorie 
des  Transversales  de  Camot;  ouvrages  qui  se  rapportent  essentiel- 
lement à  une  partie  des  méthodes  qui  feront  la  base  de  notre 
enseignement. 

Nous  ne  faisons  pas  ici  l'analyse  de  toutes  les  ressources  que 
peuvent  offrir  les  Collections  mathématiques  de  Pappus;  disons 
cependant  que  nous  aurons  à  y  emprunter  quelques  beaux  exem- 
ples de  cette  manière  de  démontrer  de  simples  propositions  de  Géo  - 
métrie  plane  par  la  contemplation  des  figures  à  trois  dimensions, 
qui  rentre  dans  certains  procédés  dont  les  géomètres  de  nos  jours 
ont  fait  un  heureux  usage.  Par  exemple,  c'est  en  considérant  une 
surface  héliçotde ,  que  Pappus  décrit  la  spirale  d*Archimède  et  la 
quadratrice  de  Dinostrate ,  comme  projection  de  certaines  courbes 
à  double  courbure  tracées  sur  la  surface. 

Ce  n'est  pas  sans  surprise  et  admiration  qu'on  rencontre  dans 
le  livre  de  Pappus  ces  spéculations  qu'on  croirait  sorties  de  l'école 
Je  Monge;  nous  y  trouverons  même  certaines  questions  qui  prou- 
vent que  les  Grecs  avaient  des  procédés  de  Géométrie  descriptive 
analogues  et  parfois  identiques  à  nos  méthodes  actuelles.  Telle  est 
cette  question  :  «  Connaissant  les  projections  horizontales  et  les 
»  hauteurs  verticales  de  trois  points,  déterminer  la  trace  et  Tin- 
»  clinaîson  du  plan  qui  passe  par  ces  points.  » 

Nous  n'avons  point  eu  à  citer  jusqu'ici  les  Traités  d'Archiméde , 
où  se  trouvent  cependant  des  découvertes  capitales  qui  toutes  ont 
été  utiles  à  la  science.  En  voici  la  raison.  Les  ouvrages  d'Archimède 
se  peuvent  distinguer  en  trois  classes  : 

I**.  Les  Traités  géométriques,  qui  sont  :  la  mesure  du  cercle  ^ 
et  les  livres  de  la  sphère  et  du  cylindre,  des  conoïdes  et  des  sphé- 
roïdes, de  la  quadrature  de  la  parabole,  des  hélices  et  des 
lemmes; 

a^.  Les  livres  de  l  ^équilibre  des  plans,  et  des  corps  portés  sur  un 
fluide,  qui  contiennent  les  principes  de  la  Statique  et  de  l'Hydro- 
statique \  mais  où  domine  encore  le  génie  géométrique  ; 
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3".  Le  livre  De  numéro  arenœ,  où  se  trouvent  des  connaissances 
très-diverses  d'Astronomie  et  d'Arithmétique  notamment,  et  qui 
sufKirait  seul  pour  attacher  au  nopi  d'Archimède  le  sceau  de  Tim- 
mortalité. 

Les  Traités  géométriques  contiennent  des  résultats  admirables, 
qui  ont  créé  ou  établi  sur  leurs  bases  véritables  plusieurs  parties 
des  sciences;  mais  ces  résultats,  par  leur  nature,  ne  sont  pas  d*une 
application  aussi  fréquente ,  dans  les  spéculations  géométriques , 
que  diverses  autres  théories  dont  Tusage  est,  pour  ainsi  dire, 
journalier.  C'est  pourquoi  Pappus  ne  les  a  pas  compris  dans  sa 
nomenclature  des  Traités  propres  à  guider  dans  les  recherches 
géométriques.  • 

Si,  dans  la  marche  suivie  par  Archimède  pour  arriver  à  ses  belles 
découvertes,  on  peut  voir  le  germe  ou  des  applications  d'une  mé* 
thode  spéciale  susceptible  d'extension ,  c*est  surtout  dans  la  nié> 
Ùioàe  à^ exhaustion  (c'est-à-dire  A^ épuisement).  Par  cette  méthode 
on  considère  une  grandeur,  une  courbe  par  exemple,  comme  une 
limite  de  laquelle  s'approchent  de  plus  en  plus  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits ,  dont  on  multiplie  le  nombre  des  côtés  ,  de 
manière  que  la  différence,  qu'on  épuise  en  quelque  sorte ,  devienne 
plus  petite  qu'une  quantité  donnée.  Les  propriétés  des  polygones, 
par  exemple  l'expression  de  leur  périmètre  ou  de  leur  surface,  in- 
diquent, par  la  loi  de  continuité,  les  propriétés  de  la  courbe,  et 
Ton  démontre  ensuite  celles-ci  en  toute  rigueur  par  le  raisonne- 
ment à  i 'absurde.  ■ 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  méthodes  infinitésimales,  ou  du 
moins  l'idée  fondamentale  sur  laquelle  elles  reposent,  surtout  dans 
les  conceptions  de  Newton  et  d'Euler.  Ces  doctrines ,  soit  celle  des 
premières  et  dernières  raisons,  soit  celle  des  limites,  qui  au  fond 
est  la  même ,  ont  établi  sur  un  principe  d'une  rigueur  incontes- 
table les  méthodes  générales  et  élémentaires  qui  remplacent  celles 
d'Archimède  dans  toutes  les  questions  traitées  par  ce  grand  géo- 
mètre. On  conçoit  donc  que ,  dans  les  principes  de  la  Géométrie 
supérieure  que  nous  avons  ici  en  vue,  de  même  que  dans  un 
aperçu  sur  l'origine  et  sur  le  développement  des  méthodes  qui  se 
rattachent  à  ces  principes,  les  beaux  théorèmes  d'Archimède  n'oc- 
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ciipent  pas  la  place  cjue  leiirgraode  renommée  semblendt,  au  pre- 
mier abord ,  leur  assigner. 

Quelques  développements  vont  faire  comprendre  plus  complc* 
tement  notre  pensée  sur  cette  partie  de  la  Géométrie  qui  doit  re- 
présenter V Analyse  géométrique  des  Anciens  >  et  constituer  les 
éléments  de  la  Géométrie  supérieure. 

La  Géométrie  se  définit  la  science  qui  a  pour  objet  ia  mesure 
et  les  propriétés  de  l'étendue  figurée.  Cette  définition  indique  deux 
divisions  principales  de  la  science.  Aussi  les  divers  travaux  des 
géomètres  différent  par  leur  nature,  et  donnent  lieu  d*eux>méittes 
i  cette  distinction.  Les  uns  se  rapportent  à  la  mesure,  c*est-à-dire 
à  Vexpression  de  la  longueur  des  lignes ,  de  l'étendue  des  surfaces  ^ 
du  volume  des  corps.  La  détermination  des  centres  de  gravité,  et 
beaucoup  d'autres  questions  qui  se  présentent  dans  les  sciences 
physico-mathématiques ,  sont  du  même  genre.  Cest  à  de  telles 
questions  que  se  rapporte  spécialement  la  Géométrie  d'Archim'ède. 
Ce  sont  ces  questions ,  comme  nous  venons  de  le  dire ,  qu'on 
traite  aujourd'hui  par  les  méthodes  infinitésimales,  parce  qu^en 
effet  elles  impliquent  toujours,  sous  une  forme  ou  sous  une  autre, 
ridée  de  rf/7/f/2'(i). 

Les  autres  recherches  mathématiques  ont  pour  objet  les  pro- 
priétés résultantes  des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures, 
propriétés  qui  comprennent  aussi  des  relations  de  grandeur,  mais 
qui  sont,  en  général ,  simplement  des  relations  de  segments  recti- 
lignes  ou  d'angles,  et  qui  n'exigent  pas  l'emploi  do  calcul  infini- 
tésimal. C'est  à  cette  partie  de  la  Géométrie  que  se  rapportent  les 
ouvrages  d'Apollonius,  tels  que  son  grand  Traité  des  Coniques, 
et,  en  général,  les  Traités  sur  le  lieu  résolu  ou  analyse  géométrique 
<les  Anciens.  Cette  partie  est  vaste;  c'est  celle  qui  doit  aujourd'hui 
constituer  spécialement  la  Géométrie  considérée  dans  l'ensemble 
tles  méthodes  qui  lui  sont  propres. 

'^t)  Ij«ilMiits  puise  dans  des  considérations  d^un^ordre  supérieur  la  raison 
^  usages  de  son  analyse  infinilésiraale ,  dans  toutes  les  questions  physico- 
^tlkématiques ;  il  dit:  «Cette  analyse  est  proprement  scientia  de  magni- 
>  (aiiw  ^uaienus  involvit  infinitum  ;  et  c^esl  ce  qui  arrive  toujours  dans  la 
»  Mtare  qai  porte  le  caractère  de  son  auteur,  u  {Opéra,  tome  VI ,  p.  'iîi8«.' 
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Quant  à  la  première  partie,  qui  a  pour  objet  le  calcul  des  gran- 
deurs curvilignes ,  ce  sont  les  méthodes  infinitésimales  qui  lui  con- 
viennent :  ce  serait  rétrograder  que  de  revenir  à  celles  d*Archi- 
mède,  ou  aux  méthodes  intermédiaires  et  de  transition  de  Cava- 
licri ,  de  Pascal ,  de  Grégoire  de  Saint- Vincent ,  de  Wallis,  quelque 
puissantes  qu'elles  aient  été  entre  les  mains  de  ces  grands  géo- 
mètres* Et ,  d'ailleurs,  l'emploi  des  méthodes  infinitésimales  n'im- 
plique pas  l'abandon  des  méthodes  géométriques  pour  le  calcul 
algébrique  des  Modernes  ;  loin  de  là ,  ce  sont  précisément  les  ques- 
tions de  Géométrie  qui  ont  donné  naissance  à  ces  méthodes  dans 
les  travaux  de  Fermât ,  comme  dans  ceux  de  Leibnitz  et  de  Newton . 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  ve-. 
nons  d'établir ,  nous  scindions  la  Géométrie  en  deux  parties  pour 
n'en  attribuer  qu'une  à  la  Géométrie  moderne ,  et  diminuer  ainsi 
le  domaine  de  la  science  que  les  Grecs  nous  ont  transmise.  Au  con- 
traire j  cette  Géométrie  des  propriétés  des  figures  est  d'une  appli- 
cation nécessaire  et  constante  dans  la  Géométrie  des  mesures. 
Celle-ci  ne  saurait  procéder  seule  ;  il  est  aisé  de  le  concevoir.  On 
y  décompose  les  figures  (lignes,  surfaces  ou  volumes)  daus  leurs 
parties  élémentaires  qu'on  appelle  infiniment  petites,  et  ce  sont  ces 
éléments  dont  on  considère  les  propriétés,  soit  pour  les  comparer 
entre  eux,  soit  pour  en  fairie  la  sommation.  Or,  de  même  qu'en 
analyse  le  succès,  dans  les  questions  de  cette  nature,  dépend  du 
choix  des  variables ,  il  dépend  ici  de  la  forme  et  des  propriétés 
des  éléments ,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  a  décomposé  la 
figure  :  c'est  ce  mode  de  décomposition  qui  constitue  la  question 
géométrique,  et  il  exige  "essentiellement  la  connaissance  des  pro- 
priétés de  la  figure ,  et  souvent  des  propriétés  les  plus  intimes  et 
les  plus  cachées  (i).  On  retombe  donc  sur  cette  partie  de  la  Géo- 
métrie  qui  forme  V Analyse  géométrique  des  Anciens,  et  qui  doit 
être  la  base  de  notre  Géométrie  supérieure. 

(i)  C'est  ce  qui  a  fait  dire  à  Wallis  :  «  Cycloidis  sic  in  partes  suas  resu- 
»  lutionem,  secundum  ipsius  Ànatomiam  veram,  ostondi....  Sic  ego  distri- 
»  buo  semi-cycloidem ,  non  ut  Lanius,  sed  ut  Anatomista^  in  semi-cir- 
•  culum  et  fignram  arcuum  ;  quibus  separatim  meas  methodos  adhibeo.  » 
{Opéra  mathemalica  j  tome  HT ,  pages  67^1  et  675.) 
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Ainsi,  par  exemple,  dans  le  célèbre  prublùnie  de  i'attracriuii 
des  ellipsoïdes  sur  des  points  extérieurs  /  que  les  méthodes  fondées 
sur  le  calcul  ont  été  pendant  longtemps  impuissantes  à  résoudre , 
la  difficulté  géométrique  consistait  seulement  dans  la  découverte  de 
«melqaes  propriétés  qui  fissent  connaître  le  mode  convenable  de 
décomposition  de  Fellipsoïde  en  ses  éléments  :  ce  sont  ces  pro- 
priétés que  Maclaurin  eut  le  bonheur  de  découvrir,  du  moins 
)K)ur  certains  cas  de  la  question. 

On  conçoit  donc  bien  comment  cette  partie  de  la  Géométrie , 
qui  se  rapporte  plus  spécialement  aux  propriétés  des  figures,  est 
aussi  celle  qui  doit  conduire  aux  calculs  de  leurs  mesures ,  et  Ton 
comprend  que ,  bien  qu*il  y  ait  lieu  de  distinguer  ces  deux  genres 
de  questions,  elles  n*en  rentrent  pas  moins,  les  unes  et  les  autres, 
dans  le  domaine  d^me  science  unique  qui  constitue  la  Géométrie 
générale. 

Ces  considérations  montrent  combien  est  incomplète  et  dénuée  * 
de  justesse»  cette  définition  qu'on  trouve  dans  quelques  ouvrages, 
savoir,  que  la  Géométrie  est  la  science  qtti  a  pour  objet  la  hbsuke 
de  rétendue.  On  serait  tenté  de  croire  que  cette  définition  nous 
vient  de  quelques  arpenteurs  romains,  si  elle  ne  remonte  pas  aux 
Égyptiens,  qui,  selon  la  tradition  historique  ou  fabuleuse,  au- 
raient créé  cette  science  pour  retrouver  l'étendue  primitive  de 
leurs  terres  après  les  inondations  du  Nil.  Toutefois,  l'origine  de 
la  distinction  que  nous  venons  d'établir  se  peut  apercevoir  dans 
Aristote  ,  qui  regarde  les  mathématiques  comme  ayant  pour  objet 
adéquat  V ordre  et  \a  proportion.  C'est  aussi  l'idée  de  Descartes; 
et  l'on  n'est  pas  surpris  d'avoir  à  citer,  à  la  suite  de  ces  deux 
grands  philosophes  de  l'antiquité  et  des  temps  modernes,  le  cé- 
lèbre auteur  de  la  doctrine  des  Couples,  que  ses  recherches  sur  la 
théorie  des  nombres  ont  conduit  à  cette  déBnition  d'un  sens  philo- 
sophique si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  la  Géométrie  des  Anciens,  l'une 
de  ses  plus  magnifiques  applications ,  est  le  grand  Traité  d'Astro- 
nomie de  Ptolémée,  appelé  par  Fauteur  Syntaxe  mathématique, 
expression  fort  juste,  que  les  Arabes,  dans  leur  admiration,  ont 
nfmplacée  parcelle  A^  Aima  geste  (le  très-grand).  On  a  souvent 
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*cité  dans  cet  ouvrage  les  principes  et  les  applications  de  la  Trigo- 
nométrie plane  et  sphérique;  la  construction  des  cordes  des  arcs 
de  cercle;  quelques  théorèmes  qui ,  chea  les  Modernes,  ont  fait  la 
base  de  la  théorie  des  transversales  ;  la  détermination  du  lieu  des 

•  stations  des  planètes ,  Tune  des  plus  belles  questions  de  la  Gèp- 
métrie ancienne,  que  Ptolémée  attribue  à  Apollonius:  mais,  con- 
sidéré sous  un  point  de  vue  plus  général ,  TAlroageste  constitue , 
dans  son  ensemble ,  la  solution  d'un  grand  problème  de  Géomé* 
trie,  à  savoir,  de  représenter,  par  une  combinaison  de  mouve- 
ments circulaires  et  de  mouvements  uniformes,  tous  les  phéno- 
mènes du  mouvement  des  corps  célestes.  Ce  fut  Platon  qui  posa  ce 
principe  des  mouvements  célestes,  adopté  par  Aristote  et  par  tous 
les  philosophes  grecs ,  dont  il  flattait  Tesprit  de  système  et  de  géné- 
ralisation. 

L'Astronomie  orientale,  mère  de  l'Astronomie  grecque,  semble 

*  prouver,  par  les  différences  essentielles  qu'elle  présente  avec 
rt^Uc-ci,  que  c'est  ce  grand  problème  qui  marque  le  véritable  but 
<ies  efforts  d*Hipparc|ue  et  de  Ptolémée,  et  qui  fait  le  caractère 
propre  de  leur  astronomie. 

Les  Tables  du  mouvement  des  astres  que  les  Grecs  ont  dû  rece- 
voir des  Chaldcens  avec:  leurs  observations  de  dix-neuf  siècles  con- 
sécutifs^ étaient  fondées,  si  je  ne  m'abuse,  sur  des  expression» 
empiriques  analogues  aux  formules  qui  ont  été  longtemps  en 
usage  chez  les  Modernes:  et  quand  Ptolémée  dit.qu'Hipparque  a 
représenté  par  un  épicycle.Ie  mouvement  du  soleil  et  la  première 
inégalité  de  la  lune^  mais  que  ses  efforts  ont  cchoiié  à  l'égard  de  la 
seconde  inégalité  et  à  l'égard  des  planètes,  cela  ne  doit  pas  signifier 
qu'il  n'existait  poini  de  Tables. du  soleil  avant  Hipparque,  et  que  ce 
grand  astronome  n'a  connu  ni  la  loi  numérique  de  l'évection  lu- 
naire, ni  celle  du  mouvenrtent  des  planètes.  Non ,  ce  ne  peut  être 
là  ce  qu'a  voulu  dire  Ptolémée;  cette  interprétation  fait  naître  trop 
de  difficultés  dans  l'histoire  de  TAstronomie.  Mais  il  a  voulu  dire 
qu^Hipparque  n'avait  fait  que  les  premiers  pas  dans  le  grand  pro-. 
hlème  posé  par  Platon  ,  et  que  lui ,  Ptolémée ,  a  surmonté  les  dif- 
ficultés géométri(|ut*s  qui  avaient  arrêté  ses  devanciers  (i). 

» ^^ 

•  ^)  C'est  en  étudiant  rastronomic  imlicnne ,  où  je  trouvais,  (t\ine  pnrt^ 
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Si  iei  principe»  ou  plutôt  le  préjugé  des  Grecs ,  sur  les  mouve- 
ments célestes  y  après  avoir  régné  vingt  siècles  et  imposé  une  loi 
inflexible  à  Copernic  lui-même ,  a  été  mis  au  néant  par  les  immor- 
tels  travaux  de  Kepler,  le  grand  ouvrage  de  Ptoléraée  n'en  conserve 
pas  moins  son  intérêt  an  point  de  vue  géométrique.  Mais  c'est  un 
de  ces  ouvrages  d*une  lecture  longue  et  pénible ,  dont  il  serait  bien 
utile  qu'on  eût  des  analyses  précises  et  philosophiques,  qui  peut- 
être  sont  trop  rares  aujourd'hui.  Les  jeunes  géomètres  préfèrent 
naturellement  les  recherches  de  découvertes  aux  recherches  rétro- 
spectives; celles-là  seules  assurent  les  progrès  et  le  développement 
de  la  science.  Cependant ,  que  mes  jeunes  auditeurs  de  l'École 
Normale  me  permettent  de  leur  dire,  dès  cq  moment,  que,  parmi 
les  ouvrages  du  passé,  il  peut  en  être  dont  Tappréciation  intelli- 


des  différences  eMentielles  avec  rastronomie  grecque,  que  Ton  ne  soupçon- 
nait pas,  et,  d'autre  part,  quelques  emprunts  faits  à  Pastronomie  chaldéenne» 
que  j^ai  été  conduit  à  émettre  Popinion ,  contraire  aux  idtios  reçues ,  que  les 
Chaldéens  ont  en,  outre  leurs  périodes  bien  connues,  dos  Tables  astrono- 
nu^uei. (Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie ^  l  XXlll ,  p.  845  85j.  ) 
C*e8t  cette  opinion  que  j^ai  reproduite  ici,  en  indiquant  le  caractère  qui  me 
paralsaait  distinguer  l'aSUH>nomie  chaldéenne  de  celle  des  Grect»,  savoir,  que 
dans  la  première  la  position  des  planètes  se  déterminait  au  moyen  de  for- 
mules empiriques,  c^est-à-dtre  par  des  lois  exprimées  en  nombres  et  im- 
pliquant les  principales  inégalités  de  leurs  mouvements,  tandis  que  les 
Grecs  avaient  tout  représenté  par  des  mouvements  effectifs  sur  des  cercles. 

Ces  conjectures,  auxquelles  fêtais  am^né  naturellement  par  Pexamen  dos 
Taktes  Kharismiennes,  composées  cbez  les  Arabes  au  ix®  siècle,  dans  le  sys- 
tème astronomique  des  Indiens ,  ont  été ,  depuis ,  pleinement  justifiées ,  g! 
je  ne  m''abus(* ,  par  la  publicattou  du  Traité  d'astronomie  de  Théon  de  Smyrno. 
En  effet,  dans  cet  ouvrage ,  édité  dûns  son  texte  grec,  avec  une  traduction 
latine,  par  M.  Tb.  H.  Martin,  doyen  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Rennes, 
•e  trouve  un  passage  où  Théon  dit  que  les  Babyloniens,  les  Chaldéens  et 
les  Egyptiens  avaient  des  Tables  astronomiques ,  antérieurement  aux  Grecs  ; 
et  que  les  Chaldéens  construisaient  leurs  Tables  par  des  calculs  arithméti- 
ques, et  les  Egypliens  par  des  procédés  graphiques.  (Theonis  Smjrmœi P/a- 
tnmei  Liber  de  astronomia  eum  Sereni  Jragmento.  Textum  primas  edidit,  latine 
vertit,  descriptionibus geometricis ,  disserta tione  et  notis  iltustravii  Th.  H  Mar- 
tin, FaeuUatis  Ulterarum  in  Academia  Rhedortensi  decanus.  Parîsils,  1849; 
in-80.  Voir  p.  273.) 

M.  Biot  a  fait  mention  de  ce  passage  curieux  dans  une  Notice  intéressante 
«ur  Pouvr.ifÇf»  de  Th^on.  (Voir  Journal  tles  Savants,  année  i85o,  page  197  ) 
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gente  les  conduirait  à  des  tnivaux  dignes  do  prendre  rang  tlans  ies 
fastes  de  la  science. 

J*ose  espérer  qu*on  ne  regardera  pas  comme  une  digression 
étrangère  à  mon  sujet,  ces  considérations  sur  TAlmageste  de  Pto- 
lémée,  si  elles  montrent  sous  quel  rapport  cette  belle  composition 
nous  présente  une  œuvre  de  pure  Géométrie ,  et  surtout  quand 
nous  aurons  vu  bientôt  Tanalogie  qu^elle  nous  offre ,  à  cet  égard, 
avec  le  grand  ouvrage  de  Newton ,  qui  est  aussi  une  oeuvre  d« 
pure  Géométrie. 

II.  De  la  Géométrie  au  moyen  âge  et  chez  les  Modernes, 

Dans  rétat  actuel  de  nos  connaissances  historiques ,  nous  pour- 
rions passer  rapidement  de  la  Géométrie  des  Grecs  aux  temps  mo- 
dernes. Toutefois,  nous  devons  payer  un  juste  tribut  de  recon- 
naissance aux  Arabes,  qui,  après  le  déclin  de  Técole  d'Alexandrie» 
et  quand  TOccident  était  plongé  pour  longtemps  encore  dans  la 
barbarie  et  Tignorance ,  ont  recueilli  avec  ardeur  et  intelligence 
les  débris  des  sciences  grecques  et  les  connaissances  orientales, 
qu'ils  nous  ont  transmises  vers  le  xii^  siècle.  Leurs  ouvrages  ont 
été  le  modèle  de  tous  les  ouvrages  européens,  depuis  cette  époque, 
et  longtemps  encore  après  le  xV'  siècle,  qui  marque  la  renaissance 
des  lettres  et  de  la  civilisation  en  Europe. 

Mais  ce  n'est  pas  toujours  dans  leur  état  de  pureté  et  d'abstrac- 
tion que  les  Mathématiques  grecques  nous  ont  été  transmises  par 
les  Arabes.  Ceux-ci  n'avaient  point  recueilli  les  seuls  ouvrages 
grecs;  ils  avaient  puisé  à  un  autre  foyejr  de  lumières,  à  la  source 
orientale  :  leurs  connaissances  ont  été  un  mélange  des  connais- 
sances grecques  et  des  connaissances  hindoues ,  qui  avaient  leur 
caractère  particulier.  Les  Grecs  étaient  surtout  géomètres;  ce  n*est 
que  très- tard  que  l'on  trouve  chez  eux  le  Traité  d'Algèbre  de 
Diophante.  Leur  Géométrie  était  pure,  sans  mélange  de  calcul  ;  et 
leur  goût  pour  cette  partie  fondamentale  des  sciences  mathéina- 
tiques  se  manifeste  non>seulenient  dans  les  ouvrages  d'Eudide , 
d'Archimède,  d'Apollonius,  mais  encore,  comme  je  l'ai  dit  ci-des- 
sus, dans  leurs  ouvrages  d'astronomie;  car  tout  y  est  géométrique , 
et  les  Tables  des  mouvements  célestes  ne  sont  elles-mêmes  que 
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Texpression  numérique  de  coDstructioDS  [;éoinclriques.  Chez  les 
nîndous»  au  ronlraire,  et  chez  les  Persans,  T Algèbre  parait  élre 
la  science  la.  plus  cultivée  :  les  théories  algébriques  s*y  trouvent 
clans  une  perfection  surprenante  qui  les  dislingue  des  méthodes  de 
Diophante;  enfin  le  génie  da  calcul  se  trouve  même  dans  leur  Géo- 
n[iélrie(i)y  et  je  crois  pouvoir  dire  aussi  dans  leur  Astronomie. 
Les  Arabes  ont  recueilli  avec  le  même  soin  et  la  même  avidité 
toutes  ces  connaissances  d'origine  différente ,  et  leurs  ouvrages  ont 
porté  l'empreinte  de  ce»  éléments  divers ,  qui ,  en  réagissant  les 
uns  sur  les  autres ,  enlevaient  aux  difTérentes  parties  de  la  science 
leur  pureté  naturelle. 

Cest  dans  cet  état  que  les  Arabes  nous  ont  transmis  leurs  con- 
naissances :  aussi  ne  trouve-t-on  pas,  dans  nos  ouvrages  du 
XVI*  siècle ,  la  distinction  que  les  Grecs  avaient  établie  rntre  les 
différentes  parties  des  Mathématiques;  au  contraire,  toutes  sont 
réunies  et  confondues ,  péle-méle  pour  ainsi  dire ,  dans  1^  même 
livre  :  l'Algèbre  en  est  la  partie  principale,  et  y  fait  une  sorte  d*in- 
troduction  à  la  Géométrie.  Dans  celle-ci,  la  partie  pratique,  que 
les  Grecs  appelaient  la  Géodésie,  se  trouve  mêlée  aux  Éléments, 
et  y  tient  la  plus  grande  place.  Enfin  les  propositions  de  Géomé- 
trie n'ont  plus  le  caractère  abstrait  de  la  Géométrie  grecque  ;  c'est 
presque  toujours  sur  des  données  numériques  qu'elles  sont  dé- 
montrées. 

Que  Ton  ne  croie  pas  que  mes  observations  impliquent  ici  la 
moindre  critique  :  les  Arabes  ont  fait  ce  que ,  dans  leur  brillante 
mai»  trop  courte  carrière  scientifique,  on  pouvait  légitimement 
attendre  d'eux  ;  et  nous  n'avons  qu'un  regret  à  exprimer ,  c'est 
que  leurs  ouvrages  ne  nous  soient  encore  connue  que  très-impar- 
faitement. Au  xii°  siècle,  ce  sont  les  ouvrages  élémentaires  dans 
chaque  partie,  que  les  traducteurs  nous  ont  transmis:  plusieurs 
raisons  expliquent  ce  choix  naturel.  Depuis,  cet  amour  désinté- 
ressé des  sciences,  qui  avait  conduit  chez  les  Musulmans  Adclard 
de  fiath  ,  Rodolphe  de  Bruges ,  Gérard  de  Crémone ,  Léonard  de 
Pise,  s'est  éteint,  et  les  Modernes,  confiants  sans  doute  dans 

(i)  Voir  Aperçu  historique,  elc;  pu (^os  4 16-4^' 
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lears  propres  forces  et  leurs  grandes  découvertes ,  ont  négligé 
d'explorer  les  sources  arabes,  bien  qu*on  pût  espérer  d*y  trouver 
tout  à  la  fois  d'utiles  documents  sur  des  ouvrages  grecs  qui  ne  nous 
sont  point  parvenus,  et  sur  les  anciennes  connaissances  orien- 
tales, telles  qtie  Tastronomie  indienne  et  chaldéenne,  dont  l'his- 
toire est  encore  si  obscure.  Il  faut  espérer  que  ces  sources  arabes, 
si  riches  et  aujourd'hui  faciles  à  explorer,  même  sans  aller  au 
loin ,  ne  tarderont  pas  à  piquer  vivement  la  curiosité ,  et  à  exciter 
le  zùle  des  érudits  et  des  orientalistes.  Déjà  ce  sujet  de  recherches 
a  ûxè  Fattention  de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  ;  l'Eu- 
rope savante  lui  saura  gré  de  cette  sollicitude  éclairée. 

A  l'état  de  confusion  qui  caractérise  les  ouvrages  du  xvi®  siècle, 
a  bientôt  succédé  une  rénovation  générale  des  sciences  mathéma> 
tiques,  qui  leur  a  donné  ,  avec  le  caractère  d^abstraction  et  de  gé* 
néralité  qui  leur  convient,  des  ressources  puissantes  dont  les  Grecs 
n'avaient  point  eu  l'idée.  Viète,  Descartes  et  Fermât  sont  les  pre- 
miers et  les  principaux  auteurs  de  cette  grande  révolution. 

L'Algèbre,  avons-nous  dit,  était  fort  cultivée  à  l'imitation  des 
Arabes  :  plusieuns  géomètres  italiens,  Scipion  Ferrô,  Cardan,  Tar- 
talea,  Ferrari  y  firent  même  des  progrès  notables,  en  résolvant 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ;  mais  la  consti- 
tution de  cet  art  le  rendait  peu,  susceptible  de  plus  grands  dévelop- 
pements et  d^applications  bien  importantes.  En  effet,  les  opéra- 
tions alors  ne  s'y  faisaient  que  sur  des  nombres  ;  l'inconnue  seule 
et  ses  puissances  étaient  représentées  par  des  signes  (des  mots  ou 
des  lettres),  comme  dans  Diophante  et  chez  les  Arabes;  on  ne 
figurait  point  d'opérations  sur  ces  signes  eux-mêmes  :  le  produit 
de  deux  quantités  exprimées  par  des  lettres  était  représenté  par 
une  troisième  lettre. 

On  conçoit  que  cet  état  restreint  et  d'imperfection  ne  constituait 
pas  la  science  algébrique  de  nos  jours ,  dont  la  puissance  réside 
dans  ces  combinaisons  des  signes  eux-mêmes,  qui  suppléent  au 
raisonnement  d'intuition,  et  conduisent,  par  une  voie  mystérieuse^ 
aux  résultats  désirés. 

Ce  fut  Viète  qui  créa  cette  science  des  symboles  et  apprit  à  les 
soumettre  à  toutes  les  o|>crations  que  l'on  était  accoutumé  d'cxé- 
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mier  sur  dos  nombres/  C'est  cette  idée  féconde  qui  a  fait  de  l'Ai- 
gèbre  an  instrument  universel  des  mathématiques.  Viéte  avait  ap-> 
fielé  cette  science,  qu^il  créait,  lo^siiqne  spécieasey  ou  calcut 
des  symboles  (species),  par  opposition  à  la  logistique  numérique  ^ 
et  il  la  regardait  comme  l'introduction  a  Vart  analytique  des  An- 
ciens, c*est*à-dire  à  l'art  de  résoudre  les  problèmes,  nullum  non' 
problema  sohere.  En  effet ,  elle  facilitait  merveilleusement  la  mise 
en  pratique  de  la  méthode  analytique  de  Platon ,  puisqu'elle  per- 
roet^it  de  faire  indistinctement ,  sur  les  quantités  connues  et  in  • 
connues,  les  mêmes  opérations  arithmétiques,  et  d'introduire* 
toutes  ces  quantités,  au  même  titre,  dans  les  équations  et  dans  le 
raisonnement  (i). 

Mais,  par  la  raison  que  cette  algèbre  ou  logistique  spécieuse  de- 
venait rinstrument  propre  à  la  marche  analytique^  les  géomètres 
ont  fini  par  l'appeler  elle-même  analyse.  Voilà  comment  ce  terme 
analyse  a  changé  de  sens,  et  signifie  aujourd'hui  l'emploi  du 
caleml  algébrique. 

Par  une  conséquence  naturelle ,  et  sans  avoir  égard  à  la  dis* 
tinctiondes  deux  méthodes  observées  par  les  Grecs,  on  a  appelé 
exclusivement  ij/irA^5c'  la  Géométrie  cultivée  à  la  manière  des  An- 
ciens, |)arce  qu'on  y  raisonne  directement  sur  les  propriétés  des 
figures,  sans  faire  usage  des  notations  et  des  transformations  algé- 
briques. 

Cependant  le  terme  analyse  sVmploie  encore,  en  mathéma- 
tiques, dans  un  autre  sens,*  qui,  tout  en  se  rattachant,  comme 
V analyse  de  Viète^  à  la  signification  primitive  de  ce  mot,  est  pré- 
cisément l'opposé  de  cette  analyse  moderne  ou  logistique  spé- 
cieuse. Je  veux  parler  de  l'acception  commune,  savoir,  que  Vana- 
lyse  est  la  résolution  ou  décomposition  d'une  chose  en  ses  parties 
élémentaires  et  constitutives;  opération  qui  implique  un  examen 
attentif  de  la  chose  considérée  en  elle-même ,  et  de  toutes  ses  pro- 
priétés (2}. 

(1)'  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences ,  tome  Ml ,  pages  741- 
736,  et  tome  XIU,  pages  487  534  ^^  6oi-62();  annôo  184*  • 

fi)  K  C*esi  dans  raltenlion  que  Pou  fuit  à  ce  qiril  y  a  de  connu  dans  la 


LVI  DISCOURS. 

Prise  dans  cette  acception  générale,  V analyse,  unie  à  la  syn- 
thèse y  forme  la  méthode  de  recherche  et  d'invention  dans  toutes 
les  branches  des  connaissances  humaines ,  en  mathématiques 
comme  dans  les  sciences  physiques  et  philosophiques. 

Tel  est  le  sens  que  M.  Poinsot,  dont  les  pensées  sont  toujours 
d'une  justesse  et  d'une  lucidité  parfaite ,  attache  au  mot  analyse 
en  mathématiques.  Après  avoir  dit  que  c'est  improprement  qu*OD 
appelle  analyse  la  méthode  de  pur  calcul ,  ce  célèbre  géomètre 
ajoute  :  «  La  vraie  analyse  est  dans  l'examen  attentif  du  pro- 
blème à  résoudre  »  et  dans  ces  premiers  raisonnements  qu'on  fait 
pour  le  mettre  en  équations.  Transformer  ensuite  ces  équations  « 
c'est-à-dire  les  combiner  ensemble ,  ou  en  poser  d'autres  évidentes 
que  Ton  combine  avec  elles ,  n'est  au  fond  que  de  la  synthèse  ;  à 
ramns  que  l'idée  de  chaque  transformation  ne  nous  soit  donnée 
par  quelque  vue  nouvelle  de  l'esprit, *ou  quelque  nouveau  raison- 
nement ,  ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  la  véritable  analyse,  Hoi*s 
de  cette  voie  lumineuse,  il  n'y  a  donc  plus  A' analyse,  mais  une 
obscure  synthèse  de  foi^ules  algébriques  que  Von  pose,  pour  ainsi 
dire ,  l'une  sur  l'autre ,  et  sans  trop  prévoir  ce  que  pourra  donner 
cette  combinaison.  Voilà  les  idées  nettes  qu'il  faut  attacher  aux. 
mots  :  et  c'est  au  fond  ce  que  tout  le  monde  paraît  sentir,  puis- 
qu'on dit  très-bien  une  heureuse  transformation ,  et  qu'on  ne  dit 
point  un  heureux  raisonnement,  ni  une  heureuse  analyse  (i).  » 

■  I  ^»— ^1     I  I  111  !■      ■       I      I  ■  ■  »^— — ^— — » 

u  quisstîon  quo  Ton  veut  rcsouclre,  quo  consiste  principalement  rana/r^^^ 
u  tout  Part  étant  de  tirer  de  cet  examen  beaucoup  do  vérités  qui  nous  puissent 
»  mener  à  la  connaissance  de  ce  que  nous  cherchons.  »  (A.rnauld,  Logique 
de  PortRqyai,  ) 

(i)  Voir  Théorie  nouvelle  de  la  Rotation  des  corps,  page  I7i.  Ou  Ht  en- 
core dans  cet  ouvrage  si  remarquable  : 

<t  ...  Ce  n^est  donc  point  dans  le  calcul  que  réside  cet  art  qui  nous  fait 
»  découvrir;  mais  dans  cette  considération  attentive  des  choses,  où  Tesprit 
M  cherche  avant  tout  à  B''en  faire  une  idée,  en  essayant,  par  l^analyse ^ro« 
»  prement  dite  y  de  les  décomposer  en  d^autres  plus  simples ,  afin  de  les  revoir 
»  ensuite  comme  si  elles  étaient  formées  par  la  réunion  de  ces  choses  sim- 
»  pies  dont  il  a  une  pleine  connaissance.  Ce  nVst  pas  que  les  choses  soient 
»  Composées  decetlc  manière,  mais  c'est  noire  seule  manière  de  les  voir,  de 
»»  nous  en  faire  une  idée,  et  parlant  de  les  connaître.  Ainsi  notre  vraie  me- 
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Celte  méthode  analytique  est  celle  que  prescrit  Descartes  dans 
plusieurs  passages  de  ses  Œuvres;  comme  quand  il  dit  :  «  Il  faut 
ramener  graduellement  les  propositions  embarrassées  et  obscures  à 
de  plus  simples^  et  ensuite  partir  de  l'intuition  de  ces  dernières 
pour  arriver j  par  les  mêmes  degrés,  à  la  connaissance  des  au^ 
tres{t).  » 

Dans  les  ouvrages  des  Anciens,  en  général ,  les  théorèmes  sont 
parfaitement  distincts,  et  Fénoncé  de  chacun  précède  sa  démons- 
tration,  de  sorte  qu^il  reste  peu  de  traces  de  la  marche  d'inven- 
tion que  l'auteur  a  suivie  dans  la  recherche  et  la  découverte  de  ses 
propositions;  les  fils  qui,  primitivement,  ont  uni  ces  différenles 
propositions,  dans  leur  ordre  naturel  de  déduction,  sont  rompus. 
C'est  ainsi  que  sont  composés  les  ouvrages  d'Euclide,  d'Archimède, 
d'Apollonius,  et,  chez  les  Modernes,  le  grand  ouvrage  des  Prin- 
cipes de  Newton.  Par  cette  raison ,  on  a  pensé  parfois  que  ce  mode 
d'exposition  était  plus  conforme  à  Tesprit  de  la  méthode  syntké- 


a  thodc  n''e6t  que  cet  heureux  mélange  de  Vanalys"  et  de  la  vnthèse,  où  le 
»  calcul  n^esl  employé  que  comme  un  inttrument.  Instrument  précieux  n 
»  nécessaire  sans  doute,  parce  qu^il  assure  et  (acilito  notre  marche;  mais 
B  qui  n''a  par  lui-même  aucune  vertu  propre;  qui  ne  dirige  point  Pesprit, 

>  mais  que  Tesprit  doit  diriger  comme  tout  autre  instrument.  >»  (  Page  78.  ) 

(i)  Règles  pour  la  direction  de  l'esprit.  Règle  cinquiôme. 

Deseartes  ajoute  h  Pénoncé  de  cette  règle  des  dcTeloppemcnts  qui  en 
montrent  la  grande  importance. 

ft  Cest  en  ce  seul  point,  dit-il ,  que  consiste  la  porlection  de  la  méthode , 
»  et  cette  règle  doit  être  gardée  par  celui  qui  veut  entrer  dans  la  science, 
»  aussi  fidàlement  que  le  (Il  deThéste  par  celui  qui  voudrait  pénétrer  dans 
n  le  labyrinthe.  Mais  beaucoup  de  go n s  ou  ne  réfléchissent  |>asà  ccquVIIc 
»  enseigne,  on  l^ignorent  complètement,  ou  présument  qu'ils  n^en  ont  pas 
»  besoin;  et  souvent  ils  examinent  les  questions  les  pitis  difOciles  avec  si 

>  peu  d^ordre,  qo^ils  ressemblent  à  celui  qui  d'un  saut  voudrait  atteindre  lo 
»  faite  d'un  édifice  élevé ,  soit  en  négligeant  les  degrés  qui  y  conduisent,  soit 
Il  en  neii'apcrcevaai  pan  qu  ils  i*xislent.  Ainsi  font  tous  les  astndog  ics ,  qui , 
»  sans  connaître  la  nature  des  astres,  sans  môme  en  avoir  soigneusement 
»  obaerré  les  moovero^ts,  espèrent  pouvoir  en  déterminer  les  eflets.  Ainsk 
»  font  iMsaucoup  de  gens  qui  étudient  la  mécanique  sans  savoir  la  physique ,. 
M  et  fabriquent  au  hasard  de  nouveaux  moteurs;  et  la  plupait  des  philoso- 
H  pbcs,qui,  négligeant  roxpéricnce,  croient qur  la  vérilé  sortira  de  Icuk 
'»  cerveau  comme  Minerve  du  front  do  Jupiter.  » 
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tique^  qii  il  la  constituait  luéme;  et  l'on  en  a  conclu  réciproque- 
ment,  qu^un  ouvrage  où  les  propositions  sont  exposées  suivant 
Tordre  des  déductions  rationnelles  qui  y  ont  conduit  l'auteur,  n^est 
pas  synthétique^  mais  bien  analytique  (i). 

On  peut  dire  que  Touvrage  est  analytique^  en  donnant  à  ce  mol 
sa  signification  commune  ;  mais  il  est  essentiellement  synthétique 
aussi,  puisque  c'est  par  la  combinaison  de  propositions  déjà  con- 
nues qu'on  arrive  successivement  à  des  propositions  nouvelles. 

L'équivoque  qui  peut  résulter  de  ces  acceptions  diverses  des 
ierma  synthèse  et  analyse,  en  mathématiques,  cause  souvent  de 
rembarras  et  de  Tobscuritéilans  le  langage.  Il  est  à  regretter  que 
l'expression  de  logistique,  employée  si  convenablement  par  Viète , 
et  longtemps  après  lui ,  n*ait  pas  été  conservée. 

Il  n'est  nullement  besoin  de  dire  qu^il  ne  faut  pas  confondre 
V Analyse  géométrique  des  Anciens  avec  la  Géométrie  analytique 
des  Modernes;  la  première  est  précisément  ce  que  l'on  appelle  au- 
jourd'hui synthèse,  par  opposition  à  la  Géométrie  analytique. 

Cette  Géométrie  analytique,  dont  il  n'existe  point  de  traces  chez 
les  Anciens  ,  est  la  grande  conception  de  Descartes;  elle  a  bientôt 
changé  la  face  des  sciences  mathématiques ,  et  peut  être  regarJce 
encore  aujourd'hui  comme  Pinvention  qui  a  le  plus  contribué  à 
leurs  progrès.  Cest  Part  de  représenter  les  lignes  et  les  surfaces 
courbes  par  des  équations  algébriques  ;  application  magnifique  de 
l'instrument  analytique  que  Viète  venait  de  créer,  et  qui  ne  doit 
pas  être  confondue  avec  le  simple  usage  <le  l 'Algèbre  dans  quelr 
ques  questions  de  Géométrie. 

Descartes  intitula  simplement  la  Géométrie  le  livre  où  il  exposa 
cette  grande  idée,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clarté  les 
conséquences  sans  bornes. 

Dans  le  développement  de  cette  méthode  se  trouvent  plusieurs 
inventions  algébriques,  telles  que  la  méthode  si  féconde  des  coef- 
ficients indéterminés ,  et  cette  célèbre  règle  des  signes  de  Descartcs^ 
ainsi  qu'on  l'appelle.  Dans  les  inventions  gé^étriques,  on  dis- 


(l)  CnODZAB  :  «  On  a  donne  le  nom  de  méthode  analytique  ù  celle  qui  suit , 
B  en  enscignanl,  Tordre  même  do  Tinvention;  el  la  mélhudc  oppobéc  a  revit 
•  celui  de  so^nthé tique.  * 
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tingne  le  problème  de  mener  les  tangentes  à  toutes  les  courbes 
géométriqaes.  Les  Anciens  n'avaient  mené  les  tangentes  qu'à  quel- 
ques courbes,  et,  pour  chacune,  par  des  considérations  particu- 
lières qui  ne  pouvaient  faire  naître  l'idée  d^me  solution  générale 
applicable  à  toutes  les  courbes.  Descartes  donna,  de  deux  ma- 
nières ,  cette  solution  générale ,  du  moins  pour  les  courbes  qu'il 
considérait  dans  sa  Géométrie,  celles  qu'on  appelle  indistinctement 
courbes  géométriques  ou  algébriques. 

Les  tangentes  forment  l'élément  dont  la  connaissance  est  le  plus 
indispensable  dans  la  théorie  des  courbes ,  et  celui  qui  devait  con- 
duire au  calcul  infinitésimal.  Aussi  Descartes,  inspiré  par  son  sens 
i      profondément  mathématique,  dit,  dans  un  passage  de  ses  Let- 
I      très ,  que  c'est  le  problème  •  qu'il  a  le  plus  désiré  de  connaître.  » 
L  On  sait  que  la  Géométrie,  le  Traité  des  météores  et  la  Dioptnquv 

parurent  ensemble,  en  1637,  à  la  suite  du  Discours  de  la  Mé- 
thode,  et  comme  simples  essais  des  règles  que  le  grand  philosophe 
venait  de  donner  pour  la  recherche  de  la  vérité. 

Dans  le  même  temps,  Fermât,  Fun  des  plus  puissants  génies 
que  nous  présente  l'histoire  des  productions  de  l'esprit  humain  , 
résolut  aus^ile  problème  général  des  tangentes.  Sa  solution,  dont 
le  principe  s'étend  aux  courbes  mécaniques  ou  transcenda  nies , 
comme  aux  courbes  géométriques  de  Descartes ,  reposait  sur  des 
considérations  originales  qui  impliquaient  le  calcul  de  V infini^  et 
que  les  géomètres  les  plus  illustres,  d'Âlembert,  Lagran^e,  Laplace, 
Fourier  (i),  ont  regardées  comme  la  véritable  origine  des  méthodes 
infinitésimales ,  qui ,  un  demi-siècle  plus  tard ,  dans  les  mains  de 
Leibnits  et  de  Newton ,  ont  complété  la  grande  œuvre  de  Des- 
cartes (2). 


(1)  Voir  Aperçu  Historique,  page  f;3. 

(1)  On  peut  dire  que  Leibnitz  lui-même  n'eût  point  contredit  ce  juge- 
ment; car  on  lit,  dans  une  de  ses  Lettres  k  Wallis,  ce  passage  où  respire  l'a 
sincérité  qui  conTenaît  à  son  grand  esprit,  à  sa  noble  intelligence:  Quod 
calcuUun  dijffèrentialem  atiinet  ;  faieor  multa  ei  esse  communia  cum  Us  quœ 
vtTihi  tl  Fermatio  aliisque ,  imo  jam  ipsi  Àrehimedi  erant  explorata;  for- 
tàsse  lamen  res  multo  longLus  nunc  provecia  est,  ut  jam  ejfici  possint  quat 
antea  etiam   summis  Geometris  clausa  vitlebantur,   Hugcnio  ipso  id  affîos- 
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Fermât  cultiva  aussi  V  analyse  géométrique  y  et  laissa,  entre 
autres,  un  livre  des  Lieux  plans,  à  l'instar  d'Apollonius;  un 
Traite  du  Contact  des  sphèi^es  ;  une  courte  Notice  sur  les  Porismes» 
dont  il  promettait  de  rétablir  la  doctrine.  Malheureusement,  Fer- 
mat  se  bornait  à  communiquer  à  ses  amis  ses  découvertes ,  sans 
vouloir  les  publier,  et  elles  ne  nous  sont  point  toutes  parvenues. 
Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  parler  de  ses  admirables  recherches  sur 
la  théorie  des  nombres,  qui  ont  occupé  depuis  les  pkis  grands 
géomètres. 

Roberval ,  le  rival  de  Descartes  et  Kémule  de  Fermât  en  plu- 
sieurs points,  donna  aussi  une  méthode  générale  des  tangentes , 
fondée  sur  la  composition  des  mouvements  ;  principe  excellent , 
mais  dont  l'application  n'était  point  aussi  commune  que  celle  des 
méthodes  de  Descartes  et  de  Fermât,  parce  que  la  manière  dont 
on  considère,  en  général,  la  génération  des  courbes  ne  s'y  prétait 
pas.  Roberval  donna,  sous  le  titre  de  Traité  des  Indivisibles ,  une 
méthode  générale  pour  le  calcul  des  grandeurs  curvilignes,  la 
détermination  des  centres  de  gravité,  etc.  ;  méthode  qu'il  dit  avoir 
puisée  dans  une  lecture  attentive  desœuvi*es  d'Archimède,  et  qui 
était  un  acheminement  naturel  vers  les  nouveaux  calcub.  Car,  il 
faut  le  remarquer,  la  métaphysique  de  ces  méthodes  de  transi- 
tion était  la  même  que  dans  les  méthodes  infinitésimales  propre- 
ment dites  'j  le  grand  avantage  dé  celles-ci  fut  dans  l'algorithme 
imaginé  par  Leibnitz.  Roberval  ayant  tardé  à  publier  sa  méthode, 
dont  il  faisait  usage  en  secret,  dans  les  luttes  difficiles  et  passion- 

c<^nte  {*), — Wallis  lui  répond:  Quod  tuus  Calculas  di/ferfntialis  multa 
hahet  cum  aiiorum  sensis  communia,  eliam  ipsius  Archimedis ;  lu  [pro  candore 
tuo  )  libère  projiieris  :  non  tamen  est  inde  minus  œstimandus,  Nam  mulla 
sunt ,  quorum  pt  ima  Jundumcnta  Juerint  Vcirribus  non  ignota  ;  ita  tamen  in- 
tricota  et  difjicultatis  plena ,  ut  sinl  ea  {nostra  œtate)  reddila  multo  éUtuci" 
diora  et  usihus  aptiora  (  **  j. 

(*)¥raUis;  Opéra  wathemauca;  tome  lU,  pag«  691.  Oa  Toit,  par  ces  paroles,  que 
Lelbnltx  reconnaissait ,  avec  une  noMe  sincérité ,  ce  qu'il  pouTait  devoir  à  ses  devanciers 
et  à  ses  coDiemporaIns ,  de  mémo  qu'il  avait  su  gré  à  Hnygens  et  à  Nowlon  d'avoir  rlié  ses 
propres  découvertes ,  ainsi  qu'il  le  rappelle  lui-même  dans  un  autre  passade  do  res  ICuvres. 
en  ^Joutant  celle  réflexion  :  fm  q  lanto  qui*^tir  est  doctrina  excellenlior^  l»tUo  plus  *tn- 
teritiUis  nique  humanilaiii  oneudit.  ( Leibnitil  Op^ta  umnia;  tome  V,  page  89.) 

(  ♦•  )  Walll» ;  <ffina  .  Ole.  tome  III ,  pape  693 
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nées  où  il  se  trouvait  engagé,  se  laissa  devancer  par  Cavalicri,  dont 
la  Méthode  des  Indivisibles  eut  une  grande  célébrité  et  d'illustres 
sectateurs,  Pascal ,  Torricelli ,  Schooten,  etc. 

On  a  de  Cavalieri  divers  autres  ouvrages  »  notamment  sesExer- 
cftaiiones geometricœ ,  en  six  livres,  dont  le  dernier  contient  de 
nombreuses  questions  sur  cette  autre  partie  de  la  Géométrie ,  que 
nous  avons  appelée  V  Analyse  géométrique  des  Anciens. 

Pascal ,  dont  le  génie  géométrique  est  proverbial ,  enrichit ,  dans 
sa  trop  courte  carrière ,  toutes  les  parties  des  mathématiques.  La 
pénétration  avec  laquelle  il  appliqua  la  méthode  des  indivisibles 
aux  questions  les  plus  difficiles,  le  fit  toucher  de  près  au  calcul 
intégral.  Il  sut  découvrir  de  nombreuses  propriétés  de  la  cy« 
cloide,  cette  courbe  merveilleuse  qui  occupait  alors  tous  les  es- 
prits. 

Sa  supériorité  ne  fut  pas  moindre  dans  cette  autre  partie  qu'on 
pourrait  appeler  la  Géométrie  d'Apollonius,  La  généralité  de  vues 
qu'il  y  apportait  ne  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions 
analytiques  de  Viète  et  de  Descartes ,  dont  il  n'eut  pas  besoin  do  se 
servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien 
restreintes  sur  cette  partie  de  ses  travaux. 

Le  plus  important,  celui  qui  du  moins  a  eu  le  plus  de  retenlis- 
sement,  fut  son  Traité  îles  Coniques^  dans  lequel  il  avait  suivi  une 
méthode  nouvelle,  d'une  facilité  et  d'une  fécondité  alors  incon- 
nues, et  telles,  comme  nous  l'apprend  le  P.  Mersenne ,  qu'un  seul 
théorème  se  prétait  à  quatre  cents  corollaires. 

G;t  ouvrage  et  ceux  de  Desargues ,  qui  Tout  précédé  de  très- peu 
de  temps,  donnaient  à  l'Analyse  géométrique  des  Anciens  une 
marche  plus  rapide  et  plus  hardie;  ils  marquent  Torigine  dNine 
fiartie  de  nos  méthodes  du  xix*  siècle  :  je  vais  donc  m'y  arrêter 
(|uelques  instants. 

Les  Anciens  avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône , 
ou  dans  le  solitle ^  suivant  leur  expression;  c'est-à-dire  qu'ils 
avaient  connu  ces  courbes  en  coupant  par  un  plan  un  cône  à 
hase  circulaire.  Des  propriétés  du  cercle  qui  forme  cette  base,  ils 
avaient  conclu  une  propriété  des  sections  coniques,  savoir,  que 
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l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entré  Tabscisse  comptée 
à  partir  d^un  sommet  de  la  courbe  et  l'ordonnée  d'une  oertùne 
droite  fixe  menée  par  l'autre  sommée.  De  cette  reladon,  peu 
différente  de  celle  que  nous  appelons,  en  Géométrie  analytique, 
Véquatton  de  la  courbe,  'à%  déduisaient ,  par  la  seule  force  du  rai- 
sonnement ,  les  propriétés  des  sections  coniques,  sans  se  sérrir 
davantage  du  cône  dans  lequel  ils  avaient  d*abord  considéré  ces 
courbes. 

Desargues,  géomètre  actif  et  pénétrant,  qui  cultivait  tontes  les 
parties  des  sciences  et  y  apportait  un  esprit  de  généralisation  rare , 
conçut  l'idée  d'appliquer  aux  coniques  les  propriétés  mêmes  du 
cercle  qui  servait  de  base  au  cône ,  et  de  simplifier  par  là  la  re- 
cherche et  la  démonstration  de  ces  propriétés,  souvent  pénible 
dans  l'ouvrage  d'Apollonius.  Il  reconnut  aussi  que ,  parce  moyen , 
les  démonstrations  relatives  à  Tune  des  trois  courbes  s'appliquent 
d'elles-mêmes  aux  deux  autres ,  malgré  leurs  différences  de  figu- 
res :  idée  profonde  et  heureuse,  car  les  Anciens  distinguaient  es- 
sentiellement les  trois  courbes,  et  employaient  des  démonstrations 
différentes.  Enfin  il  découvrit,  entre  autres,  une  belle  et  féconde 
propriété  de  ces  courbes,  celle  qu'il  appela  Involution  de  six  points, 
proposition  susceptible  de  prendre  un  grand  développement  dans 
certaines  théories  de  la  Géométrie  moderne. 

C'est  la  méthode  de  Desargues  que  Pascal  a  suivie  dans  plusieurs 
de  ses  recherches ,  notamment  dans  son  Traité  des  Coniques,  Il  ne 
nous  est  parvenu,  de  ce  célèbre  Traité,  qu'une  notice  très-suc- 
cincte de  Leibnitz,  qui  nous  fait  connaître  les  titres  des  six  par- 
tics  qui  le  composaient.  Mais  cet  ouvrage  avait  été  précédé  d'un 
premier  jet ,  sous  le  tïlre  d'Essai  pour  les  Coniques,  qui  fait  partie 
des  deux  volumes  consacrés,  dans  l'édition  de  Bossut,  aux  recher- 
ches mathématiques  de  Pascal.  C'est  dans  cet  Essai  que  se  trouve 
le  fameux  théorème  sur  l'hexagone  inscrit ,  que  Pascal  appelait 
hexa gramme  mystique.  Ce  théorème  exprime  une  propriété  simple 
et  fort  belle  de  six  points  quelconques  pris  sur  une  conique. 
Cinq  points  suffisent  pour  déterminer  la  courbe  :  on  conçoit  di-s 
lors  que  cette  propriété,  relative  à  un  sixième  point,  servait  à 
décrire  la  courbe,  et  \i\  définissait  complètement^  qu'elle  devait 
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doncavoir  des  conséquences  innombrables  comme  Véquation  tlans 
le  système  tle  Descartes. 

Dans  cet  opuscule ,  Pascal  reconnaît  ce  qu*il  doit  à  Desargues  ; 
ii  dit ,  an  sujet  du  théorème  àà  l'involution  de  six  points  :  «  Nous 
»  démontrerons  la  propriété  suivante ,  dont  le  premier  inventeur 

>  est  M .  Desargues,  Lyonnais,  un  des  grands  esprits  de  ce  temps , 
.  •  et  des  plus  versés  aux  mathématiques ,  et  entre  autres  aux  coni- 

•  quesy  dont  les  écrits  sur  c«tte  matière,  quoique  en  petit  nom- 

>  bre,  en  ont  donné  un  ample  témoignage  à  ceux  qtii  auront 
•*  voulu  en  recevoir  Tintelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois 
»  le  peu  quej^ai  trouvé  sur  cette  matière,  à  ses  écrits,  et  que  j*ai 
»  tâdié  d'imiter,  autiint  qu'il  m'a  été  possible ,  sa  méthode  sur  ce 

•  sujet. ...  La  propriété  merveilleuse  dont  est  question  est 
»•  telle » 

Desargues  ne  se  borna  pas  aux  spéculations  des  mathématiques 
pures;  il  traita  de  leurs  applications  aux  arts.  11  écrivit  sur  la  per- 
spective ,  la  gnoraonique  et  la  coupe  des  pierres;  et,  en  apportant 
dans  toutes  ces  paities  la  même  supériorité  de  vues  et  les  mêmes 
principes  de  généralisation,  il  les  traita  par  des  méthodes  rigou- 
reuses et  mathématiques.  C'était  une  innovation  véritable;  car 
une  partie  des  règles  ou  des  pratiques  que  l'on  suivait  dans  ces 
arts,  étaient  sans  base  réelle  et  souvent  fautives  :  aussi  Desargues 
eut  de  nombreux  détracteurs;  la  routine  et  l'ignorance  disputèrent 
le  terrain  pied  à  pied ,  et  il  fut  enjoint  au  célèbre  graveur  Bosse  de 
cesser  d'enseigner  les  pratiques  de  la  perspective  du  sieur  Desar- 
gues, dans  ses  leçons  à  l'Académie  de  peinture.  Pour  la  coupe  des 
pierres ,  Desargues  offrit  de  défendre  la  bonté  de  ses  méthodes 
contre  les  attaques  de  l'architecte  Curabellc ,  par  un  pari  de  cent 
mille  livres  :  le  défi  fut  accepté  pour  cent  pistoles;  mais  il  n'eut 
)Kis  de  suite,  pari*e  qu'on  ne  put  s'entendre  sur  le  choix  des  juges 
du  débat.  <  Desargues,  nous  apprend  Cnrabelle ,  voulait  s'en  rap- 

>  porter  au  dire  d'excellents  géomètres,  et  autres  personnes  sa- 
»  vantes  cl  désintéressées ,  et,  en  tant  qu'il  serait  de  besoin  aussi , 
«  des  jurés -maçons  de  Paris.  •  «  Ce  qui  fait  voir  évidemment, 

•  ajoute  Curabelle,  que  ledit  Desacgues  n'a  aucune  vérité  à  dé- 

•  duire  qui  soit  soutenabic,  puisqu'il  ne  veut  pas  des  vrais  ex- 
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»  perts  pour  les  matières  en  conteste;  il  ne  demande  que  des  gens 
»  de  sa  cabale  «  comme  des  purs  Géomètres ,  lesquels  n^ont  ja- 
»  mais  eu  aucune  expérience  des  règles  des  pratiques  en  ques  • 
»  tion ,  et  notamment  de  la  coupe  des  pierres  en  Tarchitecture 
B  qui  est  la  plus  grande  partie  des  œuvres  de  question,  et  par- 
»  tant  ils  ne  peuvent  parler  des  subjections  que  les  divers  cas  en- 
u  seignent. ...» 

J'ai  cité  ces  détails,  que  j'extrais  d'une  brochure  rare  et  peu 
connue,  de  Curabelle,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faire  ap- 
précier quel  était  rétat  des  arts  de  construction  il  y  a  deux  siècles, 
et  qu%  prouvent  bien  que  ce  fut  Desar,;ues  qui  eut  le  mérite 
d^introduire,  notamment  dans  la  coupe  des  pierres,  les  principes 
rigoureux  de  la  Géométrie,  à  la  place  des  pratiques  empiriques 
qu^on  y  suivait  alors. 

Desargues ,  malgré  divei^  passages  des  Lettres  de  Descartes  et 
de  Fermât,  qui  s'accordent  à  le  montrer  comme  un  géomètre  d'un 
mérite  rare(i],  a  été  fort  négligé'par  les  biographes  et  les  histo- 
riens des  Mathématiques.  M.  Poncelet ,  en  signalant,  le  premier, 
l'esprit  général isateUr  qui  domine  dans  toutes  ses  recherches,  et 
les  services  dont  les  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  et  les  arts 
de  construction  lui  sont  redevables ,  l'a  appelé  le  Monge  de  son 
siècle  (2).  Nous  partageons  pleinement  l'opinion  de  ce  juge  si 
compétent  (3). 

*■ 

.1)  Voir  Aperçu  historique,  et.c.,  pages  7}  88  et  33l-334< 

(2;  Traite  des  Propriétés  projectiles  des  figures.  Introduction,  p.  xxxvsii. 

(3)  LVcrit  do  Curabelle,  dont  nous  avons  extrait  quelques  iJciails  ci - 
dessus,  C8I;  intitulé:  Foihlesse  pitojahle  du  S*"  G.  Desargues  employée  contre 
l  Examen Jait  de sesauvres;  pari.  (Mirabelle.  Iroprimêà  Paris,ce  16  juin  i(v'|^  j 
9  pages  in-^|°. 

Cet  64; rit  Taisait  suite,  comme  le  titre  l'indique,  à  une  publication  du 
même  Curabelle ,  intitulée  :  Examen  des  Œuvres  du  S**  Desargues,  par 
I.  ('ur.ibelle  A  Paris,  in/|/|  ;  81  paies  in-/|«;  lequel  Examen  se  rapporte  aux 
écrits  de  Desarf^ucs  sur  la  coupodes  [iorreSjla  perspective  el  les  quadrants. 
L'auteur,  quoique  juge  peu  compétent  en  fait  de  questions  mathimatiqucs, 
ne  manquait  pas  cependant  d'instruction  à  d^autres  égards. 

Un  examen  critique  du  livre  des  quadrants  avait  déjà  paru  en  1641. 1/ati- 
leur,  praticien  .  probablement ,  comme  (Curabelle,  compare  Desargues  à  ce» 
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Je  suis  obligé  de  passer  ici  sous  silence  les  travaux  de  divers 
géomètres  qui  tiennent  une  place  distinguée  dans  Thistoire  de  la 
science  ;  car  ce  xvii*  siècle  a  été  peut-être  le  plus  fécond  en  mathé* 
oiaticiens.,  et,  bien  que  l'Analyse  de  '^iète  et' la  Géométrie  de  Des- 
cartes aient  enlevé  de  nombreux  disciples  aux  anciennes  méthodes, 
ce  siècle  marque  une  époque  des  plus  glorieuses  pour  cette  partie 
même  des  Mathématiques. 

Il  mesufEra  de  citer  Kepler,  Huygens  et  Newton ,  dont  les  tra- 
vaux admirables  ont  élevé  le  plus  bel  édifice  dont  s*honore  Tesprit 
humain. 

Kepler  donna  une  extension  considérable  aux/belles  spécula- 
tions d'Archimède ,  en  calculant  les  volumes  d'un  grand  nombre 
de  solides  dont  les  sphéroïdes  et.  les  conoîdes  du  géomètre  grec 
n'étaient  que  des  cas  particuliers  Sa  méthode,  fondée  sur  Tidée 
de  l'infini,  ouvrait  un  nouveau  champ  de  recherches,  et  conduisit 
bientôt  à  celle  des  indivisibles. 

Avec  les  seules  ressources  mathématiques  dont  se  servait  Ptolé- 
mé^,  et  à  force  de  méditations  et  de  calculs  longtemps  infructueux, 
Kepler  parvint  à  la  connaissance  des  véritables  lois  du  mouvement 
des  corps  célestes  ;  découvertes  sublimes  qui  inspirent  pour  le  génie 
de  râuteur  une  admiration  égale  à  retendue  de  leurs  conséquences. 

Huygens ,  quoiqu'il  sût  à  fond  la  méthode  de  Descartes ,  resta 
fidèle  à  celle  des  Anciens,  où  son  génie  ^ut  triompher  des  plus 
grandes  difficultés ,  et ,  parfois  même ,  de  celles  que  Leibnitz  et 
Jacques  BerhouUi  avaient  pu  croire  être  réservées  aux  méthodes 
infinitésimales. 

Aussi  Newton  ,  qui  lui  donnait  le  surnom  de  grtinà,  le  procla- 
mait «  le  pins  excellent  imitateur  des  Anciens,  admirables,  suivant 

a  dtmi-sapanis ,  provinciaux,  contemplatifs,  non  praticiens  et  peu  communi- 

»  cables,  » 

Si  Ton  considère ,  qu'au  contraire,  Uesoaries,  Fermât,  FabcalVaccor- 
daianl  à  legardcr  Desargues  comme  un  géomètre  d'un  esprit  original  etd^un 
vrtt  mérite^  et  qu^aujourd^hui  la  valeOr  des  pratiques  que-  lui  indiquait  la 
vraie  théorie  est  incontestée,  on  comprendra  jusqu^ù  quel  point  peuvent 
différer  dans  leurs  jugements  sur  le»  choses-  qui  tiennent  à  la  science,  ceux 
qai  Font  étudiée  au  point  de  vue  de  ses  applicaiions  pratiques,  et  ceux  qui 
la  cultivent  et  en  on>  une  connaissance  approfondiç. 

e 
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»  lui ,  par  leur  goût  et  par  la  forme  de  leurs  démonstrations.  «> 
{je  sentipient  de  Leibnitz  ,  exprimé  dans  plusicfurs  passages  de  ses 
œnvres  ,  hVsl  pas  moins  explicite.  Qu'il  nous  stifHse  de  citer  ces 
simples  paroles  :  Hùgeniiis  niûU  ^Mathèmaticorum  nostri  sœcuU , 
secundtts . .  .  *  . 

Nous  ne  rappellerons  pas  ici  tous  Içs  résultats  importants  qu*on 
doit  à  la  sagacité  d'Hnygeiis;  ils  s^étendentsur  toutes  lès  parties 
des  MathématiqiTes  et  sur  les  sciences  naturelles  qui  en  dépendent  ; 
la  Physique,  TAstronomie,  la  Mécanique.  Bornons-nous  à  rap- 
peler que ,  dans  le  seul  Traité  de  Hôrologh  osciUatorio^  composé 
par  Huygens  quand  il  résidait  en  France,. se  trouvent  cette  théo- 
rie des  développées  9  Tune  des  plus  belles  découvertes  de  la  Géo- 
/nctrie  moderne,  et  les  lois  de. la  force  centrifuge,  deux  choses 
dont  la  connaissance  était  nécessaire  à  Newton  pour  entreprendre 
son  grand  ouvrage  des  PHncif^es  mathématiques  de  la  philosophie 
.natiinflie,  * 

Cest  dans  ce  livre  im|>érissable  que  Newton  a  posé  le  principe 
de  la  gravitation  universelle ,  qui  comprend ,  dans  ses  con^- 
qucnces*,  les  lois  de  Kepler,  et  toute  là  dynamique  des  corps  cé- 
lestes. *  *       • 

Toutefois,  quelque  éclat  que  cette  grande  découverte  ait  répandu 
dans  \o,  monde  sur  le  nom  de  Newton ,  ce  n'est  pas  c^tte  décou- 
verte elle-même  que  les  géomètres  ont  le  plus  admirée,  et  qui 
atteste  le  plus  le  génie  mathématique  de  l'auteur.  L^dée  d'une  at- 
traction mutuelle  des  corps  était  alors  dans  tous  les  esprits  ;  Kepler, 
Bacon,  Fermât,  Roberval,  Hevelins,  Hook,  l'avaient  émise  et 

m 

en  avaient  entrevu  les  tonséquences.  La  loi  relative  aux  distancrs 
était  inconnue,  il  est  vrai,  et  fut  la  première  découverte  de  Newton; 
mais  elle  ne  pouvait  rester  longtemps  cachée.  Aussi ,. ce  qu'il  y  a 
de  plus  digne  d'admi ration  dans  Newton ,  et  ce  qui  eut  pu  resjier 
longtemps  à  ^airc  dans  d'autres  mains,  ce  sont  les  développeineni^ 
mathématiques  qu*il  a  su  donner  à  ce  principe  ,  pour  en  tirer  la 
connaissance  des  lois  dynamiques  et  géométric^ues  du  mouvement 
des  corps  célestes  ;  son  plus  beau  titre  de  gloire ,  c'est  d'avoir  éU'vé 
te  beau  mcmument  de  son. génie,  par  1rs  méthode.'^  jrt  avec  Icf 
%t'uies  ressoi^rrrs  de  la   Géométrie  des  Anciens. 
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'  Ptolémée,. avons- nous  dit,  avait  fondé  une  théorie  . astrono- 
mique sur  le  principe  unique  de  mouvements  circul;rires  et  uni* 
fornies,  (nais  sans,  faire  acception  des  causes  de  ces  mouvements 
oa  des  forces  qui  les  produisent. 

L*ouvrage  de  Newton  était  fondé  aussi  sur  un  principe  unique, 
raaîsœ  principe  était  vrai  et  fécond  ;  il  comprenait  tout.  Les  con- 
séquences qu'il  s'agissait  d'en  tirer  embrassaient  et  les  mouvements 
des  corps  célestes,  et  les  fbrces  qui  les  uniment. 

Toutefois  9  le  livre  de  Ifewton  et  l'AlmVgeste  ont  quelque  chose 
de  commun  :  c'est  la  méthode ,  qui  est  la  même  dans  les  deux  ou- 
vrages;, car  Newton  9  malgré  ses  brillantes  découvertes  dans  les 
nouveaux  calculs,  avait  cqnservé  une  telle  estime. pour  la  Géomé- 
trie des  Anciens ,  qu'il  «la  suivit  dans  tout  le  cours  de  son  grand  ou- 
vrage, oj>poâant  ainsi  aux  futurs  incrédules  des  preuves  incon- 
testables des  ressources  qiie  cette  Géométrie  pouvait  ofïrir  dans 
'  les  spéculations  leé  plus  relevées.  Ou  peut  croire  que  Nqwton  eût 
craint  de  rester  au*dessous  d^Huygens ,  -dont  il  admirait  tant  le 
génie' géométrique  ,,s'il  n'eût  pas  montré  qu'il  savait,  comme  lui , 
le  servir  de  cette  méthode  naturelle  et  lumineuse  des  Mathéma-  ' 
âques  anciennes  (  I  ) . 

Non-seulement  le  livre  des  Principes  atteste  toute  Testime  de 
Newton  pour  cette  méthode ,  mais  l'illustre  auteur  ne  négligeait 
aucune  occasion^de  manifester  i\  ce  sujet  ses  senti nîents,  Pember- 
ton ,  qui  vécut  dans  son  intimité ,  nous  rapporte  qu'il  se  reprochait 
de  n'avoir  point  encore  assez  cultivé  cette  Géoinétrie  de  l'école 
grecque  }  qu'il  approuvait  l'entreprise  de  Hugu^  de  Omériqiie  de 
rétablir  l'ancienne  analyse ^  et  qu'gn  l'entendait  souvent  faire  de 
grands  éloges  du  Traité  />«;  sectione  rân'o/i/^ ,^ qui ,  suivant  lui,  . 
développait  mieux  la  natiire-  de  cette  analyse  qu'aucun  autre 
ouvrage  de  l'antiquité. 

On  ne  peut  parler  du  -goil^L  de  Newton  .pour  la  Géoniétrie  des 
Anciens ,  sans  nommer  aussitôt  Halley  et  Maclàiu*in ,  promoteurs  . 
éminents  de  ces  belles  méthodes.*  Halley,  qui  joignait  à  ha*  science 


(t)  Cette  réflexion  a  été 'faite  par  M.  le  baron  Maurice,  danB  une  excel- 
l*nte  Notîr<*sur  la  vie  el  les  travaux  d'Huygens. 
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et  à  rhabileté  du  grand  astronome  une  érudition  profonde  et  ^a 
connaissance  des  mathématiques  anciennes ,  contribua  pni'ssam-- 
ment  à  en  répandre  le  goût  et  à  en  mon  treri*  usage,  par  la  repro- 
duction, dan^  de  magnifiques  éditioiis  grecques  et  latines,  des 
ouvrages  anciens ,  et  par  ses  propres  travaux. 

Il  suffît,  pour  apprécier  Tenthousiastneque  lui  inspirait  la  beauté 
de  ces  méthodes,  et  la  foi  qu'il  avait  dans  leur  puissance  et  leur 
utilité,  de  se  souvenir  que  son  désir  ardent  de  connaître  le  Traité 
de  la  Section  de  raison,  q'u'il  venait  de  découvrir  dans  lés  manu- 
scrits de  la  bibliothèque  Bodléiepne,  le  porta  aussitôt,  malgré  ses 
grandes. occupations  astronomiques,  a  étudier  Tarabe  pour  tra- 
duire et  commenter  bientôt  le  livre  précieux  qui  lui  a  dû  le  jour 
chez  les  Modernes.  C*est  aussi  après  une 'révision  sur  un  texte 
hébreu  *  qu'il  donna  une  nouvelle  édition  des  Sphériqueç  de 
Ménélaiis. 

Les  recherches  originales  du  grand  astronome;  sa  méthode  pour  - 
calculer  les  éléments  paraboliques  des  comètes ,  méthode  dont 
l'heureux  usage  lui  permit  de  prédire,  pour  la  première  fois,  1c 
retour  d^un  de  ces  astces  errants,, et  de  les  rattacher,  comme  les 
pianotes,  à  notre  système  solarre;  le  procédé  qu'il  indiqua  pour 
faire  servir  les  passages  dé  Vénus  ^  une  détermination  de  la  parai* 
laxe  du  soleil ,  plus*exacte  et  plus  sûre  que  celles  qu'on  avait  obte- 
nues jusqu'alors;  .ces  recherches  ,  dis-je,  offrent,  ainsi  que  le 
grand  ouvrage  de  rïeivton ,  la  preuve  manifeste  des  ressources  que 
renferment  les  méthodes  de  la  pure  Géomélrie.  Elles  démontrent 
l'erreur  où  l'on  est  tombé  quand  ,  Timagination  remplie  des  mer- 
veilleux résultats  de  l'analyse  dans  ses  premiers  développ^nents , 
on  a  pensé  que  ces  méthodes  avaient  peu  de  portée,  et  qu'elles 
n'avaient  plus  de  valeur  que  comme  aliment  offert  à  la  curiosité  et 
à  l'esprit  inquiet  de  l'antiquaire  et  de  Térudit.  Nos  spéculations 
actuelles  seraient-elles  d'un  ordre  plus  relevé  que  celles  de  Kepler, 
de  Huygens  ,  de  Nevelon ,  de  Halley?  Personne  ne  le  dira.  Il  faut, 
donc  crôîre.que  la  Géométrie ,  considérée  dans  ses  dévelop|>ements 
et  ses  applications ,  sera,  dans  tous  les  temps,  un  noble  et  utile 
exercice  de  l'espnt. 

Ah!  combien  est  juste  celte  réflexion  d'un  homme  éminent. 
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jloni  les  lalenls  aiu  su  faire  servir  tout  à  la  fois  les  armes  et  les 

• .     ,  .  .        .      • 

sciences  à  la  gloire  et  à  la  tjéfense  de  la  patrie  :  «  Lorsqu'on  pense 

>  qne  c'est  cetle  Géométrie,  qui  fut  si  féconde  entre  les  mains 
•  des  Arr.himède,  des  HipparQue,  des  Apollonius;  que  cVstIa 
»  seiilequi.fut  connue  des  Neper,  dés  Viète ,  des  Fermât,  des 

»  Descartes,  des  Galilée  y.  des  Pascal  «  des  Quyf^ens,  jdes  Roix'rval  ;  ' 

»  que  lès  Newton,  les  Hallcy,  les  ftlaclaurin  U  cultivèrent  avec' 

>  une  sorte'  de  pré<Jile  -tion ,  on' peut  croire  c|ue  cette  Géométrie 
»  a  ses  avantages  (i)!  » 

Haçlaurin  fut  un  digne  continuateur  de  Newton  ,•  et  par  la  na- 
ture  des  questions  de  philosophie  naturelle  qu'i^  traita ,  et  en  rcs- 
tant  fidèle  à  la  Géométcie  des  Anciens*. 

Dans  la  célèbre  question  de  Tattraction  ^es  ellipsoïdes ,  qui  avait 
pru  naissance  dan»  le  livre  des  Principes^  mais  dont  Newton  n'a- 
vait traité  que  le'cas  le  plusw simple  ,  Maclaurin  parvint,  par  les 
seules  resscrurces  de  cette  méthode,  a  des  résultats  que  TAnalyst*. 
eile-ménie  a  longtemps  admirés.  C'est  |>oûr  les  besoins  de  <*etlc 
question ,  que*  Maclaurin  considéra ,  le  premier,  ces  ellipsoïdes 
hbinofocaux  qui  ont  donné  lieu  a  Tune  des  plus  importantes  théo- 
ries de  la  Géométrie  n^oderne,  qui  embrasse  les  lignes  de  cour- 
bure 9  comme  les  lignes. géodésiques  de  ces  surfaces,  et  ont.olTert 
il  TAnalyse  un  puissant  principe  de  transformations. 

Maclaurin  cultiva  aussi  I»  théorie  des  courbes,  parla  méthode 
de  Descartes ,  dans  sa  Géométrie  organique^  et  par  la  Géométrie 
pHre*dans  son  Traite  des  Courbes  du  troisiètae  ordre,  où  il  fit  con- 
naître, pour  la  preibière  fois,  de  fort  belles  propriétés  de  ces 
courbes.  Ce  deuxième  ouvrage ,  où  la  facilité  et  la  brièveté  des 
démonstrations  s'unissent  à-  la  beauté  des  résultats,  se  rattache 
essentiellement  aux  méthodes  de  la  Géométrie  moderne,  .et  y  forme 
la  base  d'une  théorie  qiii  a  déjà  fixé  l'attention  de  quelques  géo- 
mètres et. qui  doit  prendre  une  grande  extension. 

Après  Maclaurin,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewart,,  qui  essaya 
de  traiter  par  la  seule  Géométrie  quelques-unes  des  grandes  ques- 
tions du  système  du  monde,  telles  que  la  distance,  du  soleil  à  la 


II)  Carmot;  Géométrie  de  position  j  DisserUlion  préliminaire. 
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terre,  le  proMème  des  trois  corps,  etc.; /nais les  succès Tapicles< 
clerAnalyse  dans  les'mains  des  BernbuUi,  de  Glairaut ,  d'EuIer, 
•  de  d* Alembert ,'  ôtaient  toute  opportunité  à  ces  recherchés  qui  ne 
|)arurent  plus  offrir  d^  chances  dfi  succès.  Mathieu  Stewart  Va- 
dopna  aussi  kVJnafyse  géoméirique  des  Anciens  »  dans  le  but  spé- 
*  cial  d'en  aocrekre  les  ^ressourcés.  Dans  •  le  siècle  précédent ,  les 
géomètres  s'étaieni  occupés  plus  particulièrement  de  rétablir  les 
l'raîtés  sur  lesquels  Pappus  nous  avait  laissé,  quelques  données.  . 
IVlathieu  Stewart  entra  dans  une  voie  nouvelle,  et  fit  jun  pas.  de 
plus  ;  il  composa  deux  ouvrages  qui  n'étaient  point  Timitation 
.    d'ouvrages  grecs. 'L'un  »  intitulé:  Quelques  théorèmes  généraux 
.  d'un  grand  usage  dans  les  hautes  mathématiques,  renferme  de 
.    beaux  théorèmes,  dont  luie  partie  n'a  pas  encore  été  démonti*ée. 
Dans  le  même  temps,  Robert  Simsôn  confpciisait*  son  célèbre 
Traité  des  Porisnies,  et  restituait  les  lÂeax  plans  fet  les  deux  livres 
de  la  Section  déterminée  d'Apollonius.  'Cegéomètne  avait  préparé 
une  édition  des  Collections  mathématiquei  de  Pappus;  il  est  â  re-, 
gretter  qu'il  ne  Tait  pas  mise  au  jour  (i).  '  * 

•  •  • 

Depuis ,  c'est  surtout  en  s' occupant  <Je  la  doctrine  àes-Porismes, 
que  les  géomètres  anglais  ont  suivi  la  forte  impulsion  que  Newton 
et  MacJaurin  avaient  donnée  à  la  culture  des  méthodes  anciennes.  ' 

"  L'un  des  deriiiers  oiivrages  de  ce  genre^est  un  Mémoire  de  haute  ^ 
Géométrie ,  qu'on  trou.ve  dans  les  Trdhsartions  philosophiques  de 
la- Société  royale  de  Londres,  de  1798.  Le  nom  de  Fauteur  ne  se 
lit  peut-être  pas  sans  quelque  étonnement  :  c'est  celui  d'un  illustre  , 
contemporain  (lord  Brougham),  que  des  travaux  fort  différepts 
ont  porté  depuis  aux  plus  hautes  dignités  de  l'État  et  à  la  première 
magistrature  du  parlement. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  en  Allemagne,,  on  ciilti*- 

vait  l'analyse  de  Descartes  et  le  calcul  de  Leibqitz ,  et  l'oh  appli- 

1    quait  les  ressources  merveilleuses  de  ces  puissantes  méthodes  à 

(i)  OnBait-que  M.  Peyrard,  à  qui  nous  devons  la, belle-  édition- de»  fi/^ 
menti  d'Euclide  et  des  OEuvres  d*Archimède  ,  avait  préparé  de  pareilles  tra-* 
dnctiôns  cic  plusieurs  autres  ouvrages  anc^iens,  notamment  du  grand  Trait^ 
des  Sections  coniques  d*Apo11onius ,  mais  que  la  mort  Ta  surpris  avant  qu  ti 
eût  achevé  l'impression  de  cet  ouvragé. 


_     .    • 


BISCOURS.  Lxxr 

une  foule  de  problèmes  nouveaux,  el  piincipaleuicnl  au  iléve- 
loppeiDent  des grandesquestîoDS qu'avait  posées  ou  fait  naître  r ou- 
vidage  de  Newton. 

Cependant  la  Géoinétrie,  cultivée  à  la  manière  de  Descartes ,' 
suivit  le  cours  de  «es  progrès  naturels.  Après  que  .Clairairt ,  à  Tcige 
de  seize  ans,  avait  appliqué  l^inalysé infinitésimale  aux  lign^  à 
double  courbure ,  Ëulçr  créa  la  belle  et  importante  théorie  de  la 
courbure  des  surfaces,  qui  prit  bientôt  une  grande  extension  dans 
les  otivrages-de  Mooge  et  de  Tun  de  ses  plus  illustres  disciples. 

Eu  1èr, ..dont  Ve&prit  éminemment  fécond  s'appliqua  à  toutes  les 
parties  des  Mathématiques,  enrichit  les  Été/nents  de  4a  GoomtUrie 
du  théorème  qui  établit  une  relation  entre  les-  noipbres  des  faces  , 
des  sommets  et  4^  arêtes  d'un  polyèdre. 

Ce  théorème  d'Euler  et  la  belle  théorie  des  polyèdres  (Vun 
ordre  supérieur,  de  M.  Poinsot,  «ivaient  conduit  un  jeune  géo 
mètre  à  deux  Mémoires  remarquables  (i),  qU*on  hepeut'se'rap' 
jieler  sans  éprouver  le  regret  que,  depuis,  l'illustre  auteur  aft 
consacré  exclusivement  à  Tanalyse.  les  ressources  *de  son  génie 
matbéniatique.. 

Nous  ne  devons  point  omettre ,  avant  de  clore  cet  af)erçu  des 
travaux  qui  ont  précédé  le  xix* .siècle,  f Introduction  <i  l'analyse  . 
des  lignes  courbes,  de  Cramer,  qui. a  souveût  servi  de  guide  dans 
ics'applicationsde  l'analyse  à  cette  Vaste  théorie  des  lignes  courbes. 

.   m.  De  la  Géométrie  au  xix^  siècle. 

Les  ouvrages  qui ,  au  commencement  du  siècle  présent^  oui  en 
une  heureuse  influence  sur  la  marche  et  les  progrès  de  la  Géomé- 
iricy  sont,  à  des  titres  différents;  ceux  de  Monge  et  de  Carnot  :  do  . 
Monge,  la  Géométrie  fiescripiive  et  \e  TvMté  de  X  Jpplicatiofi  de 
rjéfiâlyse  h  la  Géométrie;  de  Carnot,  la  Géométrie  de  Positifj/rei 
la  T9téoYie  des  Transversales.  •  '  . 

'  Ces  ouvrages ,  en  agrandissant  les  idées ,  en  inspirant  aux  jeunes* 

(i^  Recherches  sur  les  poljèdi'es ;  Mémoii<^s  prusciilcs  n  la  fn*emi.ôre  chi.st«t* 
«le  nnslilut  en  i8ii  et  i8i^|parM.  runcliy.  (-Voir  Journal  de  l'École,  Pqh" 
iechniifuc,  16*^  cahiw,  p«ge« f>8-<>H.)  '  •   •  •    .  ^ 
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malhéraaCiciens  le  goût  des  recherches  de  bonne  Géométrie,  leur 
offraient  des  méthodes  et  des  ressources  nouvelles. 

» 

La  Géométrie  descriptive  a  pour  objet  de  représenter  sûr  iin 
plan,  surface  à  deux  dimensions >  les  corps. qui  en  ont  trois;  ou, 
en  d*auti*es  termes,  de  réunir  dans  une  figure  .plane  tous  les  élé- 
ments nécessaires  pour  faire  connaître  la  forme  et  la  positioD, 
dans  Fespace ,  d*une  figure  à  trois  dimensions. 

Une  conséquence  de  cette  représentation ,  cVst  que  Ton  exé- 
cutera sur  cette  figure  plane  elle-même  les  opérations  géomé- 
triques répondant  à  celles  que  1*on  aurait  à  faire  sur  la  figure  à 
trois  diuiendons. 

Sous  ce  point  de  vue  général ,  on  conçoit  que  la  Géométiie 
descriptive  a  dû  exister  dans  tous  les  temps.  Et,  en  effet,  c'est 
par  des  détins  sur  une  aire  plane ,  que  les  appareilleurs  et  les 
charpentiers  onf,  dans  tous  les  temps ,  déterminé  et  indiqué  les 
formes  des  corps  à  f rois  dimensions  qu'ils  avaient  à  construire. 

On  possédait  même  plusieurs  Traités ,  et  de  bons ,  de  Phili- 
bert Delorme',  de  Mathurin  Jousse ,  du  P.  Deran ,  deDelarue,  sur 
Tart  du  trait  appliqué  à  la  coupe  des  pierres  et  à  la  charpente. 
Desargue:^  avait  fait  un  pas  de  plus ,  en  montrant  Tanalogie  qui 

•  existait  entre  des  procédés  divers,  et  en  rattachant  ceux-ci  à  des 
principes  communs.  'En  dernier  lieu ,  Frézier,  officier  du  génie, 
qui  appréciait  le  mérite  des  conceptions  de  Desargues,  avait  donne 
suite  à  ses  idées  de  généralisation  et  d'abstraction  mathématique , 
dans  son  Traité  de  Stéréotomie ,  ouvrage  où  se  trouvent ,  avec  les 
applications  à  la  coUpe  des  pierres ,  plusieurs  questions  sous  une 
formÊ  abstraite ,  telles  que  le  développement  des  surfaces  coniques 
et  cylindriques;  la  théorie  de  Tin tersection  de  ces  sur faices  entre 
elles  et  avec  la  sphère;  la  manière  de  représenter  une  ligné  à  dou- 
bla courbure  par  ses  projections  sur  des  plans,  etc. 

Toutefois,  on  n'avait  pas  songé  à  rattacher  toutes  ces  questions 

•  à  un  petit  nombre  d'opérations  abstraites  et  élémentaires,  et  sur- 
.lout  à  présenter  celles  ci  dans  un  traité  spécial  et  sous  un  titre 

particulier,  qui  leur  donnât  un  caractère  de  doctrine  indépen- 
dant dés  pratiques  d'cKi  il  avait  suffi  de  les  faire  sortir.  C'est  là  ce 
^He  Mongc  a  conçu,  et  ce  qu'il  a  exécuté  avec  im  rare  talent. 
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•  C*esC  par  deux  projections  des  corps  sur 'deux  plaas  reclangu- 

'  laines,  dont  on  abat  l'un  sur  Fautre,  pour  nfi  former  qu'une  aire 

plane,  que  Monge^i  représenté  mathématiquement  les  formes  de 

rétendue  à  trois  dimensions  ;  et  c'est  ce  procédé  qii'il  "b.  appelé 

Géométrie  descriptive. 

^  Les  principes  en  sont  très-simp)es  et  n*«xigent  guère  que  la  con- 
naissance du  livre  dés  plans  de  la  Géométrie,  ordinaire. 

Un  petit  nombre  d'opérations  faciles  suffisent  pour  les  appli- 
càticHis  de  cette  méthode  à  tous  les  arts  de  construction  ;  de  méme^ 
en  quelque  sorte ,  que  lès  quatre  règles  de  l'Arithmétique  suffisent , 
pour  tous  les' calculs  auxquels  donnent  lieu  les  sciences  matliéma- 
tiqaes  dans  leurs  applications. 

Et,  en  effet,  un  procédé  graphique ,  destiné  au  simple  ouvrier 
comme  à  l'ingénieur,  devait  se  réduire  à  un  petit  nombre  de  pré- 
ceptes d'une  application  immédiate  et  toujours  facile. 

Auparavant  on  employait  des  procédés  divers,  et  si  l'on  se 
servait  tiussi  'de  projections,  ce  n'était  pas. d'une  manière  uni- 
forme; les  plans  de  projection  étaient  difTéréqts,  et  le  'dessin  ne 
se  prétait  pas  à  une  lecture  facile  et  sûre ,  comme-  les  épures  de 
Monge.    .  .  . 

La  Géométrie  descriptive  simplifiait  donc  les  opérations  gra- 
phiques nécessaires  aux  constructeurs;  elle  en  'facilitait  l'étude 
qu'elle  mettait  à  la  portée  de  tous,  tandis  que  les  ouvrages  sa- 
vants de  Delarue,  de  Frézier,  etc.,  auxquels  manquait  cette  base 
première ,  n'étaient  accessibles  qu'aux  géomètres  et  aux  ingénieurs. 

Mais  une  cause  plus  efficace  sans  doute  que  ces  avantages  réels , 
pour  assurer  le  prompt  succ^  du  livre  de  Monge ,  fut  ce  décret 
puissant  delaX^onvention  qui,  en  créant^  sous  le  nom.  îï  Écoles 
normales ,  le  grand  établissement  où  vinrent  se  réunir  douze  cents . 
jeunes  gens,  les  plus  capables,  choisis  sur  tous  les  points  de  la 
France,  ordonna  que  la  Géométrie  descriptive  y  fût  enseignée,  et 
en  confia  l'enseignement  à  l'enthousiasme  et  au  patriotisme  actif 
de  Monge.  -  • 

Voilà  commoiit  Monge  n'eut  point  à  éprouver  les  difficultés  et 
les  procès  en  parlement  que  la  routine ,  l'ignorance  et  les  intérêts     • 
1<^  avaient  suscités  à  Desargues ,  un  siècle  et  doiiH  auparavant. 
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de  cTAlenibert ,  que  les  taDg«ntes  cominunes  ^  trois  cercles  «  pris 
deux  à  de^x ,  ont  leurs  points  de  concours  situés ,  trois  à'  trois,  en 
ligne  droite.  Ces  exemples,  on  le  conçoit,  as  constituent  point  de 
la  Géométrie  descriptive,  on  n*y  fait  pas  même  usage  des  projec- 
tions; ils  n^fitrent  dans  la  Géométrie  rationnelle.  * 
.  11  en  est  de  mèniç  des-  propriétés  générales  de  retendue,  i^la- 
tives  aux  lignes  à  double  courli^ure  et  a\ix  lignes  de  courbure  dos 
surfaces  courbes,  que  Monge.  a  placées  à  la  suite  de  sa  Géométri,c 
descHpthe,  en  faveur  «  des  professeurs  qui  doivent  é^  exercés 
1*  à  des' considérations  d^ine  généralité  plus  grande  que  celles  qui 
»  fonnent  l'objet  ordinaire  dès  études.  »  Ces  propriétés  fort  belles 
des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  placées  dans  un  livre  destiné  à 
être  très-répandu ,  ont  contribué  à  dévelop|)er  le  goût  de  ces  spé- 
culations d'un  ordre  supérieur,  et,  sous  ce  rapport,  le. livre* de 
Monge  a  encore  atteint  le  but  d«  l'illustre  auteur.  Mais  elles  n'ont 
rien  de  commun  avec  les  principes  de  la  Géométrie  descriptive , 
et  elles  rentrent  exclusivement  dans  Je  domaine  de  .la  Géométrie 
générale.  *  • 

Le  grand  Traité  de  V Application  de  l* Analyse  à  la  Géométrie  a 

• 

le  nféme  ob^'et  que  la  Géométrie'de  Descartes;  il  çn  est  la  conti- 
nuation :  mais  celle-ci  roulait  sur  l'analyse  des  quantités  finies,  et 
le  livre  de  Mopge,  sur  l'analyse  des  quantitt'n»  infinitésimales. 
£uler  avait  déjà  traité  plusieurs  de  ces  questions  et  donné  son  beau 
théorème  sur  Içs  rayons  de  courbure  des  surfaces  courbes.  Monge 
les  traita  avec  beaucoup  plus  d'extension* et  sous  dfi  nouveaux 
points  de  vue.  Les  rapport  quUI  établit  entre  les  équations  aux 
différences  partielles  et  certaines  familles  de  surfaces,  offrent <les 
exemples  magnifiques  des  secours  mutuels  que  peuvent  et  doivent 
se  prêter  la  Géométrie  et  l'Analyse* 

Les  ouvrages  de  Carnot  ont  pour  objet  spécial  l'cxt^sion  de 

: : — ^—^ . 1 — 

drohtcjixe]  la  corde  qui  joint  les  deux  fwinis  de  contact  des  côtés  de  l'anfite 
passf  toujours  par  un  niAne  point  fixe. 

Ce  ih«'»orème  Vcst  pns  rtû  à  Monjje^  comme  on  Técril  qiicli)ucfois.  Il  se 
tt'oiive,  nvec  d^aiitres  proposilîons  &iir  le  môme  sujet,  tlans  les  ouvraj^o^  do 
tie  in  HirC;  et  putftcrictirement  dans  plusieurs  autres  Traités  des  Sections 
ponii|ues.    Voir  'Apn ru  his'torlqve ,  otr.-,  paçe  iq30 
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la  Géométrie  des  Anciens.  Ils  fo^t  suite  a\ix  ouvrages  de  Robert 
Simson ,  Stewart ,  etc.  ;  mais  ils  sont  empreints  de  cet  esprit  de 
facilité  et  de  généralité  que  nous  offrent  les.  ouvrages  de  Pascal  et 
de  Desargues;  et  ce  caractère ,  c^ai  leut*  est  propre.,  aété  dans  l'in- 
tention de- leur  il  lustre,  auteur.* 

Dans  le  siècle  dernier,  R.  Simson  ft  .Stewart  donnaient ,  h  l'in- 
star des  Anciens',  autmt  de  démonstrations  d*nne  proposition,  que 
-la  figure  à  laquelle  eHe  se  rapportait  présentait  de  formes  diffé- 
rentes, à  raison  des  positions  relatives  dé  ses  diverses  parties. 
Camot  s'attacha  à  prouver  qu*une  seule  déràonstratioii  appliquée 
à  un  état  assez  général  de  la  figure  devait  suffire  pour  tous  les 
autres  cas;  et  il  montra  comment,  par  des  changements  de  signes 
de» termes,  dan$  les  formules  démontrées  par  une  figure,  ces  for- 
mules s*appliquaient  â  une  autre  figure  ne  différent  de  fa  pre- 
mière, comme  nous  Tavons  dit,  que  par  les  positions  relatives  de 
certaines  parties  (i).  C'est  ce  qu'il  appela  le.  Principe  de  corréla^ 
tion  des  figures.  '  ..' 

Généralement,  oniie  parvenait,  en  Géométrie  purej  à  la  dé - 
iftonstration  d'une  proposition  importante/  qu'en  s'élevant  suc- 
cessivement  d^s  cas  les  plus  simples  It  de  plus  composés.  lies  re-  * 
cherches  de  Viète  et  de  Fermât  sur  les  Contacts  des  eerÊles  et  des 
sphères,  le  Traité  ries  Sections  coniques  de  R.  Simson,  et  les 
ouvrages  de  Stewart  (  2  ) ,  sont  des  exempld^  de  cette  marche  lente 
et  pénible.  Dans  le  Contact  des  sphères  de  Fermât,  par  exemple, 
on  ne  parvient  à  déterminer  une  sphère  tangente  à  quatre  autres , 
qu'après  avoir  résolu  quatorze  questions  préliminaires,  dont  la 
plupart  sont  des^cas  particuliers  de  la  question  priucipale.  Carnot, 
au  contraire,  traite  directement  les  questions  dans  leur  sens  le 
plus  général ,  et  la  science  gagne  en  facilité  et  en  force ,  en  inéme 
temps  qu'en  brièveté  et  en  généralité. 

(1}  On  volt  qiril  ne  «''agit  pus  ici  du  cattoû  certaiiio»  partitia.d^inefi{;nre, 
qui  oni  servi  pour  la  démonslFalion ,  deTlennèni  imaginaires,  auquel  cas 
eeue.dvraonslration  n*a  plus  lieu*.  Celte  question  des  imagmaires  c>t  celle 
que  M.  Ponceict  a  rultachi^e  au  principe  de  continuîU' ,  comme  il  a  été  dit 
dans  la  Piéface  ci-dessus,  pages  xii  et  suivan(<«s. 

(ï)  A'oir  Aperçu  histortquf ,  pugo  180  ,  * 
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Cette  manière  d  écrire  la  Géométrie  fait  le  «iractère  de  h  Géo- 
çnétrie  moderne,  et  ce  sont  les  ouvraiges  de  Carnot  c|ui  ont  le  plus 
contribué  à  la  répandre  (  i). 

Quant  aux' résultats  qu'on  y  trouve ,  ila  sont  extrémednent  nom- 
breux. Une  partie  roule  sur  diverses  propriétés  des  sections  co- 
niques qu'on  a .  reproduites  spuvent  'depuis,  et  que.  Tan teur  dé- 
montre avec  une  facilité  extrême;  * 

On  y  distingue  une  belle  propriété  des  courbés  géométriques  r 
concernant  les  segments- qu'une,  courbe ide  cette  espèce  fait  sur  les 
côtés  d'un  'polygone  quelconque }  propriété  qui  est  une  extension 
d'un  théorème  de  Kewton^  et  ddnt  les  géomètres ' ont  fait,  der 
pun,  de  nombreuses  applications,  notamment  à  la  déterrai natipa 
générale  des  tangentes  et  des  cercles  osculateurs  de  c^  cour)>es' 
géométriques..  *.*,.. 

Ces  belles  recherches  se  rapportent  à  une  partie  de  l'ouvrage 
où  Carnot  pro|>o^e  divers  systèmes  de  coordonnées,  antres  que 
qelui  dfe  Dèscartes,  pour  représenter  les  courbes,  et  établit  le» 
'  relations  qui  ont  lieu  entre  ces  coordonnées^  de  .manier»  à  passer 
d'un  système»  à  un  autre.  On  transforme  ainsi  Jes  équations  dfs 
*  courbes;  et  comme  Téquâ^tion,  dans  chaque  système ^  expnme 
une  propf iété  différente  de  la  courbe ,  ces  recherchear  facilitent  et 
ont  pour  objet, «au  fond,  l'étude  des  propriétés  courbes.  F-H^ 
nous  paraissent  rentreV  essentiellement  dans  la  doctrine  des  po- 
rismes  d'Euclide. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  de  Position  des  idées  sur  une 
^enoe  qui ,^ selon. Carnot,  ((evrait  tenir  le  milieu  entre  là  Oeo- 
.métrie  et  la  Mécanique,  savoir,  celle.des  moupements  géowetiiq^^' 
Il  appelle  ainsi  les  déplacements  que  peuvent  'subir  plusieurs 
corps^sans  se  déformer  par  leur  oontact,  et  en  conservant  eoti« 

,  :; •  ^^^^ 

(»)  «  La"  Géométrie  de  -Position  de  Carnoi  iràurait  pas,  80u5  '«  ''^P'" 
u  d^  la  mé la jiliy bique  do  la  scitirjcpy  le  haul  mor'ile  que  je  luluî  ^''^''^  '*'  ' 
M  qM^cIle  n^en  serait  pas  moins  Porigioe  el  iii  base  des  progrès  çi^^  ^^    '* 
»  mctrie,  cuIUvce  à  ia  manière  des  A.ncieii'8,  a  faits  depuis  irenic  an* 
»  France  et  vn  Allemagne    M(Àrago;  Biographie  de  Latare-'ffiCoioS'BÊ 
ffuni  te  CAVi:tOTj  lueà  rinstiiuten  1837.  PariS;  i85p,  in.40.  Vo«page84-} 
Les   oiivrages.de  Carnot  ont  été  traduite' en  allemand:  la  Géonfifi'^^ 
l'.fsition  Vu  ('if  tiès  1806,  par  le  réiobre  astronome  M.  Schnma<'t»<-^'"' 


DiSGOtJ&S.  LXXIX 

'eux  «kt'conditions  prescrites;  conditions  géométriques'  et  indé- 

pendantes  des  règles  de  la  coitimahicatibn  des  mouvements  et  de 

toutes  considérations  de  forces* et  de  mécanique  proprement  dite. 

On  voit  qae  c^estN^ette  science  que  M.  Ampère  a  proposée  aussi 

sotts  le  nom  de  Cinématique  j  dans'son  Essai  sur  la  philosophie 

des  Seieriees.  Clarnot  avait  déjà- émis. ces  idées  en  1783,  dans  son 

Hssai  sur  Ifis  Machines,       '  •   .  * 

Le  temps  nteme  permet  'pas  de  pousser  plus-  loin  cette  étude 

du  livre  de  Galnoot;  je  me  bornerai  à  dire  que  son  titre ,  Géométrie 

de  Posiiion,  se  rapportait  au  principe  delà  con¥iation  desjlgurcs, 

fondé  sur  la  doctrine  des  quàutitéê positives  et  négatives  en  Géomé- 

trie^i)  9  et '.non  à  quelque  làéthode  spéciale^  telle  *que  la  Géométrie 

des  indivisibles  ^  ha  Géométrie  analytique  y  «la   Géométrie  descrip^ 

tivej  etc.,  ni  à  une  partie  restreinte  delà  science,  comme  la  Gé(t- 

*  *  »  ■  • 

métrie  de  la  Règle ^  la  Géométrie  du  Compas  y  etc.  La  Géométrie  dti 

'Position  n*était  p'oint  autre  chose- que*  de  la  -Géométrie  générale 
traitée  par  Jes  procédés  ordinaires,'  mais  avec  talent  et  par  des 
considérations  faciles*  et  fécondes.  '       • 

La  Théorie  des  Trdns9êrsales  est  un-  ensemble  de  propositions 
qui  expriment  toutes  des  rapports  entre  les  si^ments  que  fait  ,•  sur 
un  système  de  lignes -droites,  une  ligne  droite  ou -courbe  qit^on 
a|fpelle  trans^rsale.  Ces  napports ,  exprimés  en  généra!  par  des 
équadoDS  à  deux  termes ,  jouissent  de  cette  propriété ,  qu*ils  se 
conservent  dans  les  projections ,  perspectives  ou  orthogonales ,  de  • 
la  figure.  Les  mêmes  relations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus  dos  * 
angles  des  droites  projetantes.  Ce  sont  ces  propriétés  importantes 
qui  font  le  caractère  des  propositions  qAe  Carnot  a  réunies  sous 
le  titre  de  Théorie  des  Transversales,  Ces  propositions  peuvent  être 
d'un  usage  très-fréquent  pour  Ja  démonstration,  d'une  foule  de 
théorèmes ,  .particulièrement  dans  la  théorie  des  sections  coni- 
ques. «Elles  n'ont  pas  été  inconnues  des  Anciens  ;  on  en  trouve 
des  tracos  éparses  dans  Pappus  et  chez  quelques  auteurs  moder- 
nes (2)  :  mais  c'est  Càrnot  qui  a  reconnu  qu'elles  étaient  propres  à 

■'     '    «  .  '    ■        » — ' 

(•)  Voir  lu  l*r<'f«oe  ci-deMiis,  poge  i\. 

«  * 

(^'   Voir  Aprrçu'histor:t)ui*,  i»|r.,   pnji.M  33-k)  ot.->i)l-U()^. 
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former  ifne  véritable  méthode  de  démonstraiion  ;  et  celje  tbéorie, 
t'fï  çfteiy  a  pris  de  Textensioti*  et  est  devenue  d^un  grand  usage 
dans  la  Géométrie  moderne. 

« 

Je  me  suis  étendu  sur  les  ouv/ages  de  Monge  et  de  Camot,  parce 
que  je  les  regarde  comme  ayant  ranimé  en  France  l'esprit  des  mé- 
thodes géométriques  et  inspiré  les  jeuAe»  mathériiatidens  qui, 
bientôt /sont  entrés  dans  cette  voie. 

A  leur  tête  se  présentent  MM.  Ch.  Dupin  et  Poocelet,  dont  les 
remarquables  travaux  attestent  cette  Jieureuse  impulsion. 

M.  lé  baron  Dupin ,  daps  ses  Développements  de  Géométrie,  qu'il 
considère  comme  faisant  suite  aux  ouvrages  de  Monge,  a  traité  , 
par  les  seules  ressources  de  la  Géométrie ,  aussi  bien  que  par  F  Ana- 
lyse, la  théorie  générale  de  la  courbure  des  surfaces  que  Ton  avait 
supposée  jusque-là  n'être  accessible  qu'à  l'Analyse.  Cestdans  ce  bel 
ouvrage  qu'on  trouve  cette  importante  théorie  des  indicatrices,  qui 
n'est  pas  moins  lëconde  en  Géométrie  rationnelle  qu*én  Géométrie 
descriptive.  Ce  volume,  et  celui  des  Applications  de  Géométrie  et 
(le  Mécanique ,  ont  servi  «utiletnent  la  science^,  et  par  les  bell<» 
théories  qui  s'y  trouvent,  et  comme  ayant  donné  aux  jeunes  géo- 
mètres  une  juste  ropGance. dans  les  ressources  que  peuvent  offrir 
CCS  méthodes. 

La  Théorie  des  Transversales,  est  le  principal  fondement  Hu 
{;rand  Traité  des  Propriét's  projectivcs,  de  M.  Poncclet,  où  Ton 
trouve,  avec  une  foule  de  résultats  du.  plus  haut 'intérêt,  cette 
méthode  merveilleuse  de  la  Théorie  des  Polaires^  et  le  mode  de 
déformation  clés  figures  à  trois  dimensions ,  analogue  aux  procédés 
de  la  perspective  pour  les  figures  planes;  méthodes,  qui ,  en  don- 
nant le  moyen  de  créer  à  volonté,  d'une  manière  en  quckpiesorte 
mécanique ,  des  théorèmes  fort  divers  et  pourtant  dérivés  d'un 
seul,  forment  les  sources  les  plus  fécondes  de  la  Géométrie  moderne. 

Les  transformations  sont  le -propre  de  TAlgèbre;  on  conçoit 
donc  combien  des  procédés  analogues  en  Géométrie  doivent  ap- 
porter de  facilité  et  de  puissance. 

C'est  dans  le  sein  de  l'illcole  Polytechnique  surtout  que  les  on- 
vrages  de  Monge  et  de  Carnot  ont  porté  leurs  fruits.  Le  goût  des 
sciences ,  implanté  dans  ce  grand  établissement  par  les  hommes 


r 
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îHiislres  qui  Font  fonde ,  s'y  est  conserve,  gràistit  sf)n  organisation 
judicieuse  et  puissante,  et  a  contribué  ,  comme  les  services  mili- 
taires et  civils,  à  la  gloire  et  à  la  grande  renommée  de  cette  École 
célèbre  dans  le  monde  entier  (i  ). 

Je  ne  puis  rappeler  ici  tous  les  élèves  dont  les  travaux  se  sont 
succédé  et  ont  concouru  à  Taccroissenient  de  la  stnence  ;  mais  leurs 
noms  se  présenteront  naturellement  dans  le  cours  de  qplre  en- 
setgnement.  Nous  aurons  souvent  à  citer  aussi  le  vénérable  M.  Ger- 
gonne ,  dont  les  travaux  et  les  Annales  ont  tant  contribué  au  mou- 
vement scientifique  de  l'époque  (2).  Nous  ne  négligerons  point  non 
plus  les  Mémoires  importants  publiés  de  nos  jours  en  Allemagne , 
en  Angleterre,  en  Italie,  où  la  Géométrie  est  cultivée  avec  un 
grand  succès  et  souvent  avec  éclat  (3). 

Les  théories  et  les  méthodes  dont  l'usage  doit  se  pt*ésenter  le 
plus  fréquemment,  formeront  naturellement  la  base  de  ce  cours. 
Mats  les  questions  spéciales  d'un  ordre  pli^  relevé,  qui  seront 
propres 9  soit  à  ouvrir  de  nouvelles  voies»  soit  à  offrir  de  btlles 
applications  de  la  science ,  entreront  aussi  nécessairement  dans  le 
cadre  que  nous  nous  sommes  tracé.  Si  nmis  n'avons  pas  à  ana^- 
lyaer  dc*s  ouvrages  de  Timportance  du  livre  des  Principes  de 
Newton ,  il  en  est  cependant  qui  nous  offriront  des  exemples  non 
moins  remarquables  de  la  puissance  d'invention  que  l'esprit  géo- 
métrique développe ,  et  de  la  richesse  des  résultats  qu'il  peut  pro- 
curer dans  les  questions  les  plus  difficiles.  Rien  de  plus  beau  que 

{\)  On  sait  que,  depuis  que  ceci  a  été  écrit,  TÉcole  Polytechnique  a 
éprouvé  de«  modifications  profondes  et  reuretlables 

• 

(u)  Les  géonètres  regrettent  que  la  Correspondance  mathématique  et  pf\x~ 
tr^edeM.  Quételet ,  après  avoir  contribué,  de  1834  à  i838,  à  Theureuse 
impulsion  que  les  sciences  avaient  reçue  en  Belgique,  ait  cessé  de  paraître. 
Nous  aurons  à  consulter  les  onze  volumes  de  cette  intéressante  collection  et 
les  divers  Recueils  périodiques  qui  offrent  chaque  jour  aux  géa«ictres  les 
avantages  d*ttn#  facile  et  prompte  puhUcaVion  :  le  Journal  de  Mathématiques 
(le  M.  Crelle;  celui  de  M.  Liouville;  les  Nouvelles  Annales  de  M.  Terquem  ;  le 
Journal  Mathématique  de  Cambridge  tt  de  Dublin,  édité  par  M.  Thomson;  les 
Annales  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  M.  Torlolini  ;  les  Archivas 
dr  mathématiques  et  de  physique  de  M.  Gruncrt. 

'  "S^  A  oyez  ,  par  exemple,  les  ouvrage'»  de  .MM.  Steiner,  Mac  Cullaiîh,  ctr. 

/ 
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L*es  coTisiiiêrali(»n64ltro('tcs  et  lucitlfs,  |Hl(orosc|iH'Sy  s*it  est  perihift 
de  s'exprimer  ainsi ,  par  lesquelles  un  grand  gôomètre,  en  trans- 
portant ringénieuse  doctrine  des  couples  dans  la  Dynamique» 
nous  a  dévoilé  toutes  les  circonstances  géométriques  et  dynanii* 
ques  du  double  mouvement  d'un  corps  pesant  qui  a  reçu  une  im- 
pulsion (i).  Cette  importante  et  difficile  question  avait  été  résolue 
analytiqiiement  par  Euler  et  d*Alembert ,  à  peu  près  dans  le  même 
temps,  puis  avec  plus  d'ordre  et  d'élégance  par  Lagrange.  Mais 
dansées  solutions,  dont  le  but  final  est  la  détermination  de  la 
position  du  corps  à  un  instant  donné,  par  des  formules  de  qua- 
drature, on  ne  voit  que  des  calculs  qui ,  s'ils  donnent  la  solution 
numérique  de  la  question,  c'est-à-dire  la  position   actuelle  du 
corps,  ne  font  nullement  connaître  comment  il  y  est  arrivé;  com- 
ment se  modifie  à  chaque  instant  réffet  de  l'action  permanente  de 
l'impulsion  primitive.  Par  les  seules  ressources  du  raisonnement 
géométrique,  M.  Poiysot  rend  palpables,  et  semble  peindre  aux 
yeux  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  corps.  A  l'instar 
des  forces  accélératrices  que  les  géomètres  sont  accoutumés  à  con« 
sidérer,  il  considère  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple  accé- 
lérateur qm  y  en  se  combinant  avec  la  rotation,  de  même  qu'une 
force  accélératrice  se  combine  avec  une  force  d'impulsion ,  change, 
à  chaque  instant,  la  grandeur  de  cette  rotation  et  la  direction 
de  Taxe  autour  duquel  elle  s^effectue;  et  ce  double  eflet  se  suit 
|iour  ainsi  dire  de  l'œil ,  en  même  temps  que  l'esprit  en  voit  les 
rauses. 

On  reconnaît  ici  quels  sont  les  avantages  propres  de  l'Analyse 
et  de  la  Géométrie.  La  première,  par  le  mécanisme  merveilleux 
de  ses  transformations,  passe  rapidement  du  point  de  départ  au 
but  proposé,  mais  souvent  sans  connaître,  ni  le  chemin  qu'elle 
a  fait,  ni  la  signification  des  nombreuses  formules  qu'elle  a  em- 
ployées. 

I^a  Géométrie,  au  contraire,  qui  ne  puise  ses  inspirations  que 
dans  la  considération  attentive  des  choses  et  dans  renchaîneuient 


(i)  Voir  Théorie  nouvelle  Je  la  Rotalton  des  Corps,  par  M.  Foinsol.  Pnrifi, 
Baclielier,  i85i,in4». 
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Û€S  idées,  est  obligre  de  décoiivnr  naturellement  les  proposi- 
tions que  r Analyse  a  pu  négliger  et  ignorer,  et  qui  forment  le 
lien  le  pins  immédiat  entre  les  deux  termes  extrêmes.  Cette  mar- 
che peut  paraître  parfois  difficile;  mais  elle  est,  au  fond,  la  plus 
simple,  parce  quV'lle  est  la  plus  directe;  elle  est  aussi  la  plus  lu- 
mineuse et  la  plus  féconde. 

L'Analyse  découvre- 1  elle  une  vérité;  que  la  Géométrie  en 
cherche  la  démonstration  par  ses  propres  moyens  :  soyez  sûrs  que , 
dans  cette  recherche ,  elle  rencontrera  et  fera  connaître  diverses 
autres  propriétés  qui  se  rattachent  au  sujet,  Téclairent  et  le  com- 
plètent. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  au  point  de  vue  philosophique, 
sont  deux  branches  d%me  science  unique ,  qui  a  |)our  objet  la  re- 
cherche des  vérités  naturelles;  elles  sont  destinées  à  s'éclairer  mu- 
tuellement ,  à  se  prêter  un  secours  réciproque  :  toutes  deux  sont 
des  instruments  aujourd'hui  indispensables. 

Cultivons  donc  simultanément  l'Analvse  et  la  Géométrie,  et 
que  l'une  et  l'autre  trouvent  également  leur  place  dans  renseigne- 
ment. 

C'est  la  pensée  que  le  cheféminent  qui  préside  à  l'instruction 
publique  a  cherché  à  réaliser,  en  fondant  la  chaire  de  Géométrie 
supérieure. 

'12  décembre  t8^(). 
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PREMIÈRE  SECTION. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX.  —  THÉORIE  DU  RAPPORT 
ANHARMONIQUE,  DE  LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQUE 
ET   DE   l'iNVOLUTION. 


CHAPITRE  PREMIER. 

AVERTISSEMENT  RELATIF  A  l' USAGE  DES  SIGITES  -|-  ET  ÎPOUR 

détermiuek  la  birectioit  des  segments  rectilignes  ou 
des  angles. 

1.  DÉFiHiTioif.  -^  Quand  le  segment  compris  entre  deux 
points  a,  b  sera  représenté  par  aby  nous  dirons  que  le 
point  a  est  son  origine.  S'il  est  représenté  par  ba ,  ce  sera 
le  point  b  qui  sera  regardé  comme  étant  son  origine. 

Manière  d'indiquer  la  direction  des  segments.  — 
Quand  nous  aurons  à  considérer  sur  une  même  droite  plu- 
sieurs segments,  nous  indiquerons  leur  direction  en  regar^ 
dant  comme  positifs  tous  ceux  qui  seront  dirigés  dans  un 
nièine  sens  conyenu,  à  partir  de  leurs  origines,  et  comme 
^S^fiy  ^^^  ceux  qui  seront  dirigés  dans  le  sens  con- 
tre*, c'est-à-dire  que  nous  donnerons,  dans  le  calcul ,  le 
^e  +  aux  premiers ,  et  le  signe  —  aux  autres. 
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D'après  cela,  sî  le  segment  compris  entre  deux  points  a, 
A,  étant  représenté  par  ab^  est  positif,  représenté  par  ba 
il  sera  négatif  y  de  sorte  que  Ton  dira  que  afe  =  —  ba. 

Dans  la  pratique  de  ce  principe  de  convention,  nous 
ferons  continuellement  usage  de  la  proposition  suivante, 
relative  à  trois  points  en  ligne  droite. 

2.  Théorème  fondamental.  —  Étant  pris  trois  points 
a,  b,  c,  dans  un  ordre  quelconque  y  sur  une  même  droite, 
la  somme  des  trois  segments  consécutifs  ab ,  bc ,  ca  est 
toujours  nulle. 

C'est-à-dire  que  Ton  a  toujours 

ab  -\-  bc-h  ca  =  o , 

en  donnant  aux  segments  les  signes  qui  leur  conviennent. 
En  eifet.  les  trois  points  ne  donnent  lieu,  quant  à  leur 
ordre  respectif,  qu'à  trois  cas  différents  5  car  les  deux  a,  b 
étant  placés.  Tordre  respectif  des  trois  dépendra  de  la  posi- 
tion qu'on  donnera  au  troisième  c ,  lequel  ne  peut  prendre 
que  trois  positions  différentes;  savoir,  au  delà  du  segment 
ab ,  à  droite  ou  à  gauche ,  ou  bien  sur  le  segment  lui- 
même,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  séries  a^b^c^c^a^b 
et  â,  c,  b.  Or  on  passe  d'une  série  à  une  autre  par  la  per- 
mutation de  deux  lettres  ('*'),  et  l'équation 

ab  -{-  bc  -\-  ca  z=  o 

ne  change  pas  par  cette  permutation;  il  s'ensuit  donc  que 
le  théorème  sera  vrai  dans  les  trois  cas^  s'il  l'est  dans  un. 
Prenons  les  trois  points  dans  l'ordre  a,  by  c  de  la  première 
série;  les  trois  segments ah^  bc  et  ac  sont  de  môme  signe ^ 

{*)  Car,  en  changeant,  dans  la  première,  &  en  c  et  réciproquement,  on 
a  la  troiiiièmr ;  et  en  changeant  a  en  b  et  réciproquement,  on  a  6,  a?  ^.* 
ce  qui  f;st  la  seconde  série,  puisqu"!!  nn  s'^agit  que  de  Tordre  relatif  (^^^ 
irois  points. 
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et  la  somme  des  deux  premiers  est  égale  au  troisième, 

saroir  : 

ab  "h  àc  :=z  ac. 

Mais  ac  =  —  ca\  donc 

ab  -h  bc  -h  ca  z=  o. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

CoaoLLAïKE  I.  —  Quand  la  position  d'un  point  a  est 
déterminée  par  sa  distance  à  une  origine  O ,  si  l'on  veut  le 
rapporter  à  une  autre  origine  O',  on  fait  toujours ,  quel 
que  soit  Tordre  relatif  des  deux  origines  et  du  point  a , 

Ofl  =  0'a--0'0. 

En  effet,  comme  O'a  =  —  aO',  cette  relation  dérive  de 

celle-ci 

Oa-f-^iO'-+-0'0=:o, 

qui  a  lieu  entre  les  trois  points  O,  O'  et  a,  quelle  que  soit 
leur  position  respective. 

Substituer  ainsi  une  origine  O'  à  une  autre,  s'appelle 
changer  l' origine  des  segments» 

Corollaire  II.  — La  différence  de  deux  segments  Qa, 

Ob  qui  ont  une  ongine  commune ^  sav^oir  (Oa  —  Ob),  est 

toujours  égale  à  ba,  quelles  que  soient  les  grandeurs  et 

les  directions  des  deux  segments. 

Car  Téquation 

Oa  ^Ob  =  ba 
donne 

0<i4-«^-h*0  =  o; 

ce  qui  est  la  relation  entre  les  trois  points  O ,  a ,  A. 

Corollaire  III.  — On  peut  encore  dire  cpie  la  distance 
de  deux  points  a,  b  s^ exprime,  en  fonction  des  distances 
de  ces  points  à  une  origine  commune  O ,  par  la  relation. 

ba=.Oa—  Ob. 
3.  Généralisation  nu  théorème  précéuent.  —  La  rela- 

« 

I. 
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ti<m  entre  trois  points  a^  b^  c  s'applique  à  un  nombre 
quelconque  de  points  a^  &,  c,  d^...<^f\  quel  que  soit 
V ordre  respectif  de  ces  points,  on  a  toujours 

ab  -{-  bc-h  cd-^. . , -h/a  =  o. 

Nous  allons  prouver  que  si  la  proposition  est  vraie  pour 
n  points,  elle  le  sera  pour  (/i  +  i).  En  eflet,  supposons 
que  Ton  ait  pour  n  points  a,&,c,...,ela  relation 

ab  -h  bc  '^,  ,  ,^de  -h^a  =  o, 

et  considérons  un  point  de  plus  J\  on  aura  entre  les  trois 
points  a,  e^fla  relation 

ae  -h  ef-hfa  =  o. 

* 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et  obser- 
vant que  ea  et  ae  se  détruisent ,  on  a 

ab  -h  ^c  H- . . .  H-  rfé?  +  ef-hfa  =  O. 

Ainsi ,  si  la  proposition  est  vraie  pour  n  points,  il  s'en-*- 
suit  qu^elle  l'est  pour  (n  +  i)  points^  mais  nous  l'avons 
démontrée  pour  trois  points ,  elle  a  donc  lieu  pour  quatre , 
puis  pour  cinq ,  etc. 

4.  Profaiétés  relatives  a  vs  ou  deux  segments  et  a 
LEURS  points  milieux.  —  Lcs  deux  propositions  suivantes, 
qui  résultent  immédiatement  de  la  relation  entre  troiâ 
points,  nous  seront  souvent  utiles. 

Étant  donnés  deux  points  Si^dJ  et  leur  point  milieu  a ,  et 
étant  piisy  sur  la  même  droite  ^  un  point  quelconque  m ,  on 
a  toujours 


ma  -H  ma'  ,       — »       — » 

mcL^ss: 9     et    ma.ma  -=2  moL   — aa  . 

Car  on  a  entre  les  trois  points  m ,  a ,  a , 

moL  -f-  a«  4-  «/«.  =  o , 

OU 

ma  :=r:  ma  -4-aa* 
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Et  pareillement  entre  les  trois  points  m^a^  a\^ 

ma'  ^=:  ma-^  aa'. 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et 
observant  que  aa  =  —  aa\  puisque  le  point  a  est  le  milieu 
entre  les  deux  a ,  a\  on  a 

ma  -+-  ma' 


ma  =: 


2 

Puis ,  en  multipliant  les  deux  équations  membre  à  membre, 
et  remplaçant  aa'  par  — *  aa,  on  a 

ma.ma'  =  mot  — a.a. 

c.    Q.    F.    D. 

5.  Étant  donnés  deux  segments  aa'  et  bb',  dont  les 
points  milieux  sont  a ,  S ,  on  a  toujours 

ab-hafh*       ah'  -+-  «'  A 
ao  =  =; • 

I  2  a 

En  eflet,  prenant  un  point  m,  quelconque  sur  la  même 

I    droite,  on  a 

ma  -H  ma*  _       mh  •+•  mh' 

ntoL  = 9     et     //lo  =  ; 

a  a 

d'où 

mb  -h  mb'  —  ma  —  ma' 
mÇ  —  m  a  =:  ao  =:  — — — ^— ^—  . 

2 

Or 

mb  —  ma  =  «6     et     mb'  —  ma'  =  a'  A.'; 

donc 

ab-ha'b' 
ao  =  — — — .. 
2 

Et  changeant  b  en,  b'  et  b'  en  £, 

ao  =  • 

2 

C.    Q,    F.    n- 

6.  Des  signes  +  et  — .  pouk  exprimer  le  sens  de  aoTik* 

IIOM    DANS    LEQUEL    LES    ANGLES    SONT    FORMÉS    A    PARTIR    DE 
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LEURS  ORIGINES.  —  Quand  un  angle  est  formé  par  deux 
droites  A,  B,  nous  lui  supposerons  une  origine  qui  sera 
l'un  de  ses  côtés ^  si  Tangle  est  désigné  par  angle  (A,  B), 
le  côté  A  sera  regardé  comme  étant  son  origine^  et  si  l'on 
écrit  angle  (B,  A),  ce  sera  le  côté  B  qui  sera  V origine  de 
Fangle. 

Un  angle  construit  sur  un  côté  pris  pour  origine  peut 
être  formé  à  droite  ou  à  gauche  de  ce  côté,  la  droite  et  la 
gauche  étant  estimées  par  un  spectateur  qui,  ayant  son 
œil  au  sommet  de  Tangle ,  dirigerait  sa  vue  sur  le  côté  pris 
pour  origine. 

Tous  les  angles  qui  s'étendront,  à  partir  de  leurs  ori- 
gines respectives ,  dans  un  même  sens  de  rotation  déter*- 
miné  (par  exemple ,  de  la  gauche  vers  la  droite) ,  seront  re- 
gardés comme  positifs,  et  ceux  qui  s'étendront  dans  le  sens 
de  rotation  contraire  seront  regardés  comme  négatifs.  Les 
lignes  trigODométriques  des  uns  et  des  autres  (très-généra- 
lement leurs  sinus,  et  parfois  leurs  tangentes)  auront  les 
signes  -H  et  — ,  comme  il  est  d'usage  dans  la  trigonométrie. 

Quand  une  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  si 
Ton  a  à  considérer  des  segments  sur  cette  droite ,  leurs  signes 
ne  dépendront  pas  précisément  de  la  direction  de  la  droite  ; 
ils  dépendront  soit  des  relations  existantes  entre  les  seg- 
ments ,  soit  des  expressions  analytiques  de  ceux-ci ,  expres- 
sions dans  lesquelles  pourra  entrer  implicitement  la  direc- 
tion de  la  droite. 

Par  exemple ,  si  sur  un  rayon  tournant  autour  d'un  point 
fixe  O,  on  doit  prendre  un  segment  Om  dont  la  lon- 
gueur est  une  fonction  de  Tangle  a  que  ce  rayon  fait  avec 
un  axe  fixe ,  on  portera  sur  le  rayon  lui-même  les  segments 
dont  les  expressions  auront  le  signe  -|-  ,  et  sur  le  prolonge- 
ment du  rayon  au  delà  du  pôle  fixe ,  les  segments  dont  les 
expressions  auront  le  signe  — . 
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CHAPITRE  IL 

FONCTION    OU    RAPPORT     AMHARMONIQUE    DE    QUATRE    POINTS, 
DE    QUATRE    DROITES    OU    DE    QUATRE    PLANS. 


§  I.  —  Premières  notions. 

7.  Quatre  points  a^b^c^d^  situés  en  ligne  droite,  étant 
pris  deux  à  deux,  donnent  lieu  à  six  segments;  Texpres- 

iic      bc 

«ion  telle  que  -;>  •  t^»  <1^î  ^^^  formée  de  quatre  des  six  seg- 
ments, est  ce  que  nous  appelons  fonction  ou  rapport 
anharmonique  des  quatre  points;  c'est  le  rapport  des  dis- 
tances de  Van  des  points  à  deux  des  autres  y  di\^isé  par  le 
rapport  des  distances  du  quatrième  point  à  ces  dcuX'-là, 

Nous  donnons  à  cette  fonction  le  nom  de  rapport  anhar^ 
monique,  parce  que ,  dans  le  cas  particulier  où  elle  est  égale 
à  —  I,  on  dit  que  les  quatre  points  sont  en  relation  ou  en 
rapport  harmonique,  expression  employée  par  les  Grecs  et 
en  usage  de  nos  jours  (^) . 

Quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  situées  dans  un  môme 

plan,  passent  par  un  même  point,  nous  appellerons  y  ô/xc- 

tion ou  rapport  anharmonique  des  quatre  droites,  l'exprès- 

.       ^„,  sin(A,  C)     sin(B,  C)      r        .c     j         •  j 

aoo  telle  que  -r-— — =rx  •  .   \^     'x?   formée  des  sinus  de 
^       sin(A,  D)    sm  (B,  D) 

^atre  des  six  angles  que  ces  droites  font  deux  à  deux. 

(*)  Voir  Collections  mathématiques  de  Pappus,  livre  III,  propositions 
9}  10,  ece. 

VexpresMÏOD/oHction  ou  rapport  anharmonique  que  j^ai  employée  dans 
Mon  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  Méthodes  en 
Géométrie,  Bruxelles,  i937>  in-4^,  ayant  été  adoptée  par  plusieurs  (;éo- 
■lèlrei  dant  lenn  ouvrages ^  je  continuerai  ici  d^en  foire  usage. 
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QuandJes  quatre  droites  sont  parallèles ,  on  prend  pour 
leur  rapport  anharmonique  celui  des  quatre  points  d'in- 
tersection de  ces  droites  par  une  cinquième. 

Eniin,  quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une 

.  ,     .        ,,  .        .11  8in{A,C)     sin(B,  C) 

même  droite.  1  expression  telle  que  -r-r: — 7k  -  ■•    /p    r%\ 

'         ^  ^       sin(A,  D)    sm(B,D) 

s'appelle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans. 

Et  quand  quatre  plans  sont  parallèles  ^  leur  rapport 
anharmonique  est  celui  des  quatre  points  de  rencontre  de 
ces  plans  par  une  droite  transversale. 

8.  Nous  donnerons  un  signe  au  rapport  anharmonique 

de  quatre  points.  Ce  signe  se  peut  déterminer  de  deux 

manières  \  soit  par  la  règle  générale  des  signes ,  appliquée 

aux  segments  qui  entrent  dans  cette  fonction ,  soit  par  la 

considération  suivante.   Chacun   des  deux   rapports   qui 

tic    hc 
forment  l'expression  ~;j  •  t;3  ^^^  formé  de  deux  segments  qui 

ont  une  extrémité  commune  ^  chaque  rapport  aura  le  signe 
+  ou  — ,  suivant  que  ses  deux  segments  seront  comptés 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  à  partir  de  leur 
extrémité  commune  \  et  le  signe  de  la  fonction  anharmo- 
nique dépendra  des  signes  des  deux  rapports  qui  y  entrent , 
d'après  la  règle  de  la  division  algébrique;  c'est-à-dire  qu*il 
sera  +  ou  — ,  selon  que  les  deux  rapports  auront  le  même 
signe  ou  des  signes  différents. 

Ces  deux  manières  de  déterminer  le  signe  d'un  rapport 
anharmonique  sont  identiques  quant  au  résultat;  elles 
donnent  toutes  deux  le  même  signe,  quel  que  soit  même  le 
sens  dans  lequel  on  compte  les  segments  positifs ,  quand  on 
applique  la  règle  générale.  Aussi,  quand  nous  n'aurons  à 
considérer  que  des  fonctions  anharmoniques ,  nous  déter- 
minerons leurs  signes  de  la  seconde  manière ,  qui  est  plus 
expéditive^  mais  quand,  avec  ces  fonctions,  nous  aurons  à 
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considérer  d'autres  aegments,  nous  devrons  observer  la 
règle  générale  des  signes. 

Ce  que  nous  disons  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
points ,  doit  s'entendre  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites,  ou  de  quatre  plans. 

9.  Quatre  points  a^b^  c^  d  donnent  lieu  à  six  rapports 
anbarmoniques.  Mais  on  peut  n'en  considérer  que  trois , 
parce  que  les  trois  autres  seront  les  valeurs  inverses  de  ces 
trois  premiers.  Nous  prendrons  les  trois  rapports 


ar     bc 

ad    cd 

ab    db 

—  :  — t 

m 

ad    bd 

ab    cb 

ac  '  de 

Le  même  point  a ,  dans  ces  trois  rapports ,  est  associé  ou 
conjugue  successivement  avec  les  trois  suivants  i,  c,  d. 
C'est  pour  cela  qu'on  ne  peut  former  que  trois  rapports 
distincts  y  et  leurs  trois  inverses ,  qui  sont 

ad    bd  ab    cb  ac     de 

ac  '  bc  ad'  cd  ab'  db 

Quand  nous  parlerons  des  trois  rapports  anbarmoniques 
de  quatre  points ,  il  sera  toujours  question  des  trois  rapports 
formés  comme  ci-dessus  par  la  combinaison  successive  d*un 
même  point  avec  les  trois  autres. 

iO.  Quel  que  soit  V ordre  de  position  de  quatre  points 
a,  b,  c,  d,  deux  de  leurs  trois  rapports  anharmoniques 
sont  toujours  positifs  et  /e  troisième  négatif. 

Cela  est  facile  à  vérifier.  Ainsi ,  par  exemple ,  supposons 
les  quatre  points  dans  l'ordre  a,  i,  c,  d'^  le  premier  rap- 
port sera  positif,  le  deuxième  négatif,  et  le  troisième  po- 
sitif. 

La  considération  des  trois  rapports  uous  sera  utile  quand 
nous  traiterons  des  propriétés  relatives  à  deux  systèmes  de 
quatre  points  qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  \ 
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mais  le  plus  souveat  nous  n'aurons  besoin  de  considérer 
qu^un  seul  rapport. 

« 

11.  Connaissant  le  rapport  anliarnionique  X  de  quatre 
points  dont  trois  sont  donnés  de  position ,  construire  le 
quatrième. 

Soient  a ,  £,  c ,  r/les  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 

oc      UC 

monique  "^  •  T^^st  une  quantité  donnée  X ,  positive  ou  néga- 
tive. Trois  des  quatre  points  étant  donnés ,  on  demande  de 
déterminer  le  quatrième. 

Soit  b  [fig*  i)  le  point  inconnu.  Par  le  point  a  on 
mène  une  droite  quelconque  sur  laquelle  on  porte  deux 
segments  aa,  aa.^  qui  soient  entre  eux  dans  le  rapport  X^ 
ces  deux  segments  étant  pris  du  même  côlé  du  point  a  si 
X  est  positif,  et  de  côtés  opposés  s'il  est  négatif. 

On  mène  les  deux  droites  ac,  a'J,  et,  par  leur  point 
d'intersection  6,  une  parallèle  à  la  droite  aa^  cette  pa- 
rallèle détermine  le  point  b.  En  eflfet,  on  a  dans  les  deux 

triandes  semblables  aac.  Sbc,   ,-  =  t^»  et  dans  les  deux 

°  oc        0^ 

triangles  semblables  aad^  ëbd^  j-l  =  -y-r  ;  ces  deux  équa- 
tions ,  divisées  membre  à  membre ,  donnent 

ac     bc a  a. 

ad'  bd       aotf 

Ce  qui  prouve  que  le  point  b  ainsi  déterminé  est  le  point 
demandé.  Cette  construction  sert  aussi  pour  déterminer 
Tun  des  deux  points  c  et  d\  car  pour  déterminer  le  point 
c,  par  exemple,  on  mènera  par  le  point  b  la  parallèle 
à 'la  droite  aa,  laquelle  rencontre  la  droite  o^^d  en  un 
point  6  ^  et  la  droite  a  6  donne  le  point  c. 

Si  c'est  le  point  a  qu'il  faut  déterminer,  on  écrira  Tex- 
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pression  du  rapport  anharmonique  ainsi  : 

bd    ad 

•7—  l  —  Aj 

oc     ac 

et  l'on  fera  la  construction,  comme  précédemment,  en 
substituant,  bien  entendu,  le  point  b  au  point  a\  c^est- 
à-dîre  qu'on  portera  sur  une  droite  menée  par  le  point  b 
deux  segments  dans  le  rapport  X ,  etc. 

Si  X,  au  lieu  d'être  un  nombre,  positif  ou  négatif,  est  le 
rapport  de  deux  droites  données  de  longueur,  on  pourra 
porter  ces  deux  droites  elles-mêmes  de  a  en  a  et  en  a', 
du  même  côté  du  point  a ,  ou  de  côtés  différents ,  selon  que 
le  rapport  des  deux  droites  sera  positif  ou  négatif. 

12.  Quelle  que  soit  la  valeur,  positive  ou  négative ,  de  la 
quantité  X,  la  construction  est  toujours  possible.  Toutefois 
il  y  a  trois  cas  particuliers  où  le  point  cherché  coïncide 
avec  l'un  des  trois  points  donnés.  Soient  a ,  £,  c  ceux-ci , 
et  d  le  point  cherché. 

i^.  Si  X  est  nul ,  on  a  oc  .&£/=  o ,  et  le  point  d  coïncide 
avec  le  point  b, 

2?,  Si  X  e^t  infini ,  on  a  ad,  bc  =  o  ^  et  le  point  d  coïn- 
cide avec  le  point  a. 

3**-  Enfin  si  X  = -h  1,1e  rapport— doit  être  égala—  et 

de  même  signe ,  ce  qui  exige  que  le  point  d  coïncide  avec  le 
point  c. 

D'après  cela,  nous  dirons  que  le  rapport  anliarmo* 
nùfue  de  quatre  points  distincts  ne  peut  pas  être  égal  à 
+ 1 ,  7ÎI  être  infini  ou  nul,  mais  quil  peut  ai^oir  toute 
autre  ^valeur  positii^e  ou  négative. 

Quand  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  —  i ,  on  dit 
que  les  quatre  points  sont  en  rapport  liarmomque.  Il  existe 
alors  entre  les  quatre  points  diverses  relations  dont  plu- 
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sieurs  sont  d'un  grand  usage  en  géométrie.  Nous  les  ferons 

connaître  dans  un  des  chapitres  suivants» 

§  II. — Propriétés  géométriques  du  rapport  anharmonique. 

\  3.  Si  par  quatre  points  en  ligne  droite  on  mène  quatre 
droites  concourantes  en  un  mém^  point,  le  rapport  anhar^ 
monique  de  ces  quatre  droites  sera  égal  à  celui  des  quatra 
points,  et  aura  le  même  signe. 

C'est-à-dire  que  a^  b^  c,  d  étant  les  quatre  points,  et 
A ,  B,  C ,  D  les  quatre  droites ,  lesquelles  concourent  en  un 
même  point  O ,  on  aura 

sin  (A,  C)    sin  (B,  C) ac     bc 

sin (A, D)  •  sm (B, D)  ""âd'T^l 

En  ell'et,  on  a  dans  les  deux  triangles  aOc^  aOd  (fig^  2), 

sinaOc ac        sxnaOd       ad 

sine         ûO  siarf  aO^ 

d'où 

sin  a  Oc       ac    sine 

sinaO^      ad    ûnd 
On  a  pareillement 

sin  bOc  bc    sinr 

sin  bOd      bd    sinrf 

Donc 

sinaOc    sin  bOc ac     bc 

sïnaOd'  ^\x\bOd       ad' bd 

Cela  démontre  que  les  deux  fonctions  anharmoniques  ont 
la  même  valeur  numérique ,  mais  sans  impliquer  Tidentité 
de  leurs  signes.  En  effet,  le  rapport  de  deux  côtés  d*un 
triangle  n'a  pas  de  signe,  puisque  ces  côtés  ne  sont  pas 
sur  une  même  droite  ;  et  il  en  est  de  même  du  rapport  des 
sinus  des  deux  angles  opposés.  Par  conséquent,  Fégalitéde 
ces  deux  rapports  ne  comporte  aucune  considération   de 
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àgnes;  et,  par  suite,  notre  équation  finale  exprime  seule- 
ment l'égalité  numérique  des  deux  fonctions  anharmoniques 
en  question.  Il  reste  donc  à  prouver  que  ces  deux  fonctions 
ont  le  même  signe.  Pour  cela,  il  suffit  d'obsenrer  que  les 

1  sînaOc        ac  ,  .,  i         a 

deux  rapports  -; — —-,  et  — ;  ont  évidemment   le  même 
^*  sinaOa         ad 

signe  (8)  :  et  de  même  les  deux  rapports   .    .^  ,  et  t-.;  d'où 
*   '  ^*^         smbOd      bd 

il  résulte  que  les  deux    fonctions  ont  le  même   signe. 

Donc,  etc. 

14.  Quand  deux  tranversales  rencontrent  unfabcetui 

de  quatre  droites  en  des  points  a,  b,  c,  d  et  a',  b',  c',  d', 

le  rapport  anhamionique  des  quatre  premiers  points  est 

égal  à  celui  des  quatre  autres  et  de  même  signe. 

Ainsi  Ton  a 

ac      bc         a'c'      b*  c* 

Vd'Td^  Vd'*  Vd'* 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précédente. 

0  est  évident  que  cette  égalité  a  lieu  à  Tégard  de  quatre 
droites  parallèles ,  ou  concourantes  à  Tinfini. 

15.  Corollaire.  —  Les  transversales  ont  des  directions 
quelconques^  chacune  d'elles  peut  être  parallèle  à  l'une  des 
^tre  droites ,  auquel  cas  chacun  des  rapports  anharmo- 
niques se  simplifie,  et  se  réduit  au  simple  rapport  de  deux 
segments. 

Ainsi ,  supposons  la  première  transversale  parallèle  à  la 

bc 
droite  B*,  le  point  h  est  à  Tinfini ,  et  le  rapport  t^  est  égal 

i  l'unité',  le  rapport  anharmonîque  des  quati^e  points  a, 

î  c,  i/a  pour  expression  — >  et  l'on  a  Téquation 
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Pareillement ,  si  la  seconde  transversale  est  parallèle  à  la 

droite  D,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a\ 

a' c' 
i',  c\  d'^  dont  le  dernier  est  à  l'infini,  se  réduit  à  -77-7? 

b  d 

et  Ton  a 

ae       a!  d 


/  j> 


ad       h 

16.  Le  théorème  (14)  peut  s'énoncer  ainsi  :  Quand 
quatre  points  sont  en  ligne  droite,  si  l'on  en  J ait  la  per- 
spective sur  un  plan,  les  quatre  points  en  perspective  au- 
ront leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  dos  quatre 
points  proposés. 

C'est  ce  qu^on  exprimera  plus  brièvement  en  disant  que  : 
Quand  on  fait  la  perspective  de  quatre  points  en  ligne 
droite,  leur  rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

Il  est  clair  que  la  perspective  peut  être  une  projection 
par  des  droites  parallèles. 

17.  Quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une 
même  droite ,  un  plan  transversal  les  coupe  suivant  quatre 
droites  dont  le  rapport  anharmonique  est  toujours  égal  à 
celui  des  quatre  plans. 

En  effet ,  un  second  plan  transversal  coupe  les  quatre 
plans  suivant  quatre  droites  a\h'^  c\  d'  qui  rencontrent 
respectivement  les  quatre  premières  a,  &,  c^  d  eu  quatre 
points  a^  ë,  y,  â  en  ligne  droite.  Le  rapport  anharmo- 
nique de  ces  quatre  points  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  a,  i,  c,  rf,  et  à  celui  des  quatre  droites  a\  6',  c', 
d'  (13).  Donc  ceux-ci  sont  égaux  entre  eux. 

Supposons  que  le  deuxième  plan  transversal  soit  per- 
pendiculaire à  la  droite  d'intersection  des  quatre  plans, 
les  quatre  droites  a',  i',  c',  d'  feront  entre  elles  des  angles 
égaux  précisément  aux  angles  des  quatre  plans;  donc  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  droites,  et  couséquem- 
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ment  celai  des  quatre  premières  droites  a^b^c^  d^  sera 
^al  à  celui  des  quatre  plans.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

18.  Quand  quatre  plans  passent  par  une  même  droite ^ 
une  transversale  quelconque  les  rencontre  en  quatre  points 
dont  le  rapport  anliarmonique  est  égal  à  celui  des  quatre 
plans. 

En  effet ,  si  par  la  transversale  on  mène  un  plan ,  il  cou- 
pera les  quatre  plans  suivant  quatre  droites  dont  le  rapport 
anbannonique  sera  égal,  d'une  part  à  celui  ded  quatre 
points  (13),  et  de  Tautre  à  celui  des  quatre  plans  (17); 
donc  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  points.  Donc ,  etc. 

19.  On  conclut  du  théorème  (17)  que  :  Quand  quatre 
droites  situées  dans  un  plan  concourent  en  un  même 
point,  si  Von  en  fait  la  perspectwe  sur  un  plan,  on  a  quatre 
autres  droites  dont  le  rapport  anliarmonique  est  égal  à 
celui  des  quatre  premières. 

90.  Usage  des  points  srruÉs  a  l'infini,  poun  former 

DES  RAPPORTS  AN  HARMONIQUES.  — Quaud  dcS  SegmCUtS  plîs 

sur  une  même  droite  ont  entre  eux  une  relation  telle ,  qu'en 
y  introduisant  des  rapports  de  segments  comptés  k  partir 
da  point  de  cette  droite  situé  i  l'infini,  on  puisse  faire  en 
sorte  que  tous  les  termes  ne  présentent  que  des  rapports 
anharmoniques  et  des  coefficients  constants ,  la  même  rela- 
tion aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  formés  par  des 
droites  menées  d'un  même  point  quelconque  à  tous  les 
points  de  la  figure,  y  compris  le  point  à  l'infini. 

Et  la  même  relation  aura  lieu  aussi  entre  les  points  pro- 
venant des  intersections  de  ces  droites  par  une  même  trans- 
versale quelconque  :  au  nombre  de  ces  points  se  trouvera, 
i  distance  finie,  celui  qui  correspondra  au  point  situé  à 
Tinfinî  sur  la  première  droite. 
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Cette  proposition  générale  est  une  conséquence  évidente 
du  théorème  (13)  sur  le  faisceau  de  quatre  droites  (^). 

Par  exemple ,  considérons  trois  points  en  ligne  droite  a  y 
b\  c\  entre  lesquels  a  lieu  la  relation  identique 

a'*'-f-*'c'-+-cV=:o. 

On  amènera  cette  équation  à  ne  contenir  que  des  rapports 
anharmoniques ,  en  écrivant 


et  en  y  introduisant  le  point  d/  situé  à  Tinfini  ;  car  les  deux 
rfV       a'd 


rapports  -j^-,  et  -7-^7-  sont  égaux  à  Tunité,  et  l'on  peut  écrire 


a'c'     rfV        a'd'    c'd'  _ 

Tb'' d'b'^^^'  'c'y  ^  '• 

Cette  équation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmo- 
niques et  des  coefficients  constants  (qui  sont  égaux  ici  â 
Tunité) ,  elle  aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  des  quatre 
droites  A ,  B,  C ,  D  menées  d^un  même  point  aux  quatre 
a\  b\  c\  d\  et  entre  les  segments  compris  entre  les  quatre 
points  d'intersection  a^  b^c^  d  àe  ces  quatre  droites  par 
une  transversale  quelconque. 

Les  deux  théorèmes  qui  résultent  de  là  devant  être  d  un 
usage  fréquent  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous  allons 
en  faire  l'objet  .d*un  paragraphe  particulier,  et  en  donner 


—  « 


(*)  M.  Poocelet  m  sert  aussi  des  points  situés  à  riofini  pour  rendre 
projectiles  des  relations  de  segments ,  mais  par  des  coDttidérations  gêné' 
raies  indépendantes  de  la  notion  dn  rapport  anbarmoniquc.  {Joir  le  Uè' 
moire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques ,  Note  a^j  tome  lll  do  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Crelle;  année  1828.)  —  Nous  n^avons  pas  à  traiter 
ici  cette  question  des  relations  projeetîTes;  elle  se  présentera  plus  tard 
avec  les  méthodes  de  transformation  des  figures.  La  fonction  enharmo- 
nique, soit  de  quatre  fioinU ,  suit  de  quatre  droites,  nous  sera  alors  d'on 
fréquent  usa^re,  comme  étant  la  base  ou  Vêlement  de  ces  transformationt' 


1 

I 
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une  démonstration  plus  immédiate ,  quoique  fondée  sur  les 
mêmes  considérations  qui  précèdent. 

§  m.  —  Propriétés  de  quatre  points  situés  en  ligne  droite^ 
et  d*un  faisceau  de  quatre  droites. 

21.  Étant  donnés  quatre  points  a,  b,  c,  d  en  ligne 
droite,  on  a  toujours  entre  les  six  segments  que  ces  points 
déterminent  deux  à  deux  y  la  relation 

(a)  ab,cd+  acdb  -^  ad,bcz=zOy 

dans  laquelle  on  observe,  relativement  aux  segments,  la 
règle  générale  des  signes. 

En  effet ,  divisant  par  ab.cd^  il  vient 

,  ac    de       ad    cd 

^""^  Tb'db'^^'Tb'^^' 

Que  par  un  point  O  on  mène  les  quatre  droites  Oa^  0&, 
Oc,  O  J,  et  qu^on  les  coupe  par  une  transversale  parallèle 
à  la  quatrième  O^^  soient  a\  b\  c'  les  points  d'intersec- 
tiou  des  trois  premières,  on  aura  (15) 


ac    de       af  d 

ad    cd      eb' 

ab'  db'^  a!b'' 

ab'  cb~  a'b' 

L'équation  à  démontrer  devient  donc 

a'e       dV  _ 
a'b''^  a^y"^' 

ou 

aV-hi/ft'  =  û'ô',     ou     a'b'-^b'c'-k'C^a'  =  o. 

Équation  identique  (2).  Donc,  etc. 

22.  Pour  former  Féquation  (a) ,  on  peut  considérer  à 
part  les  trois  points  &,  c,  d^  entre  lesquels  a  lieu  l'identité 
bc  +  cd-i-db^^o  dont  on  multiplie  les  termes  respective- 
ment par  les  segments  ad^  ab,  ac. 
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Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  plusieurs  questions, 
surtout  les  deux  (i)  et  (2). 

36.  Si  d'un  point  O  on  mène  des  droites  A ,  B,  A',  B',  M 

aux  cinq  points  a,  i,  a',  &',  m,  on  pourra  substituer  aux 

segments  qui  entrent  dans  les  équations  (  i ,  2  et  3) ,  les  sinus 

des  angles  des  droites  qui  comprennent  ces  segments,  de 

'  sorte  qu'on  aura  les  formules 

•sin(A,M)  _ sin(A,A^)       sin(A,  B)     sin(A%M) 
siD(B,M)  ""  sin  (B,  A')  "^  sin (A',  B)     sin  (B,  M)  ' 

sin(B,M)  _sin(B,BO       sin  (AS  B)     sin(BSM) 
sin  (A',  M  J  ""  sin  (A',  B'  )  "*"  sin  (A',  B'  )  '  sin  (A',  M  )  ' 


et 


sin  (A,  B) 


sin  (A,  M)  _  sin  (A,  A^)       sin  (A%  B) 

sin(B,M)"~sin(B,A^)"^sin(B,B^)       sin (A\ B)     sin {W,  m)' 

sin  (A',  B'  )  "^  sin  (A',  B'  )  "  sin  (V,  M) 

§  V.  —  Propriétés  de  quatre  points  situés  sur  une  ciT'- 
conférence  de  cercle.  —  Formules  fondamentales  de  la 
trigonométiie.  —  Propriété  du  quadrilatère  inscriptible 
au  cercle. 

27.  Quand  quatre  points  sont  pris  sur  une  circonfc^ 
rence  de  cerelcy  il  existe  entre  les  sinus  des  six  arcs  qu'ils 
comprennent  deux  à  deux,  ou  bien  entre  les  sinus  des 
demi'-^rcs,  des  relations  semblables  à  celle  qui  a  lieu 
entre  les  segments  formés  par  quatre  points  situés  en  ligne 
droite. 

Cest-à-dire  que  a^b^  c^  d  étant  les  quatre  points  de  la 
circonférence  de  cercle ,  on  a  les  deux  relations 

(  I  )       sin  a6 .  sin  cd  +  sin  oc  .sin  db  +  sin  ad,  sin  bc  =  o, 

et 

(2)  sin  7/16 . sin -J-ci^  +  sin 7 ar.sij^  -,db-\-  sin \ ad, sin  \bc=zo. 
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En  effet,  si  l'on  regarde  les  quatre  points  a^  6,  c,  d 
comme  appartenant ,  respectivement,  à  quatre  droites  issues 
du  centre  du  cercle,  les  arcs  ai,  cd^  etc.,  mesureront  les 
angles  de  ces  droites,  et  par  conséquent  Téquation  (i)  ne 
sera  pas  autre  chose  que  Tëquation  (b)  qui  a  lieu  entre  ces 
angles  (24)  ;  et  si  Ton  regarde  les  points  a,  &,  etc.,  comme 
appartenant  à  quatre  droites  issues  d'un  cinquième  point 
quelconque  de  la  circonférence,  les  demi-arcs  ac,  ic,  etc., 
mesureront  les  angles  compris  entre  ces  droites ,  par  con- 
séquent l'équation  (2)  résultera  encore  de  Téquation  (&)• 
Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

On  déterminera  les  signes  dans  les  deux  équations  pré- 
cédentes par  la  règle  générale,  c'est-à-dire  en  regardant 
comme  positifs  les  arcs  comptés  dans  un  même  sens  à  partir 
de  leurs  origines  respectives ,  et  comme  négatifs  les  arcs 
comptés  dans  le  sens  contraire,  ou  bien  par  une  considé- 
ration semblable  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
déterminer  les  signes  de  Téquation  relative  à  un  système 
de  quatre  points  (23),  c'est-à-dire  que  le  produit  relatif 
aux  deux  arcs  qui  empiètent  Fun  sur  Vautre  est  égal  à  la 
somme  des  deux  autres  produits, 

28.  Corollaires.  —  L'équation  (i)  donne  immédiate- 
ment les  expressions  des  sinus  et  cosinus  de  la  somme  et 
de  la  différence  de  deux  arcs ,  et  l'équation  (2)  la  propriété 
connue  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle. 

En  effet,  supposons  dans  Téquation  (i)  que  Tare  bd  soit 
positif  et  égal  à  90  degrés,  on  aura 

ûndb  =.  —  I ,     sin  ad  =  ces  ab ,     sin  cd  =  ces  cb  ; 

et  l'équation  devient 

sin  ac  =isinab.  ces  cb  +  sin  bc .  cos  ab. 

Relation  entre  trois  points  quelconques  a,  &,  c. 
Si  le  point  b  est  situé  sur  Tare  acy  on  a  ac  =  ab -i-  bc  y 
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et ,  en  observant  que  cos  cb  =  cos  bc , 

sin  (ab  4-  bc)  =  sin  ab .  cos  bc  -+-  sin  bc .  cos  aby 
ou 

9in(a  +  6)  =sina  cosS  •+-  sinêcosa. 

Si  le  point  b  est  au  delà  de  ac ,  on  a  ac:=ab  —  c& ,  et , 
en  observant  que  sin  bc=z  —  sin  c6, 

sin  (ab  —  cb)  =  sin  ab  cos  cb  —  sin  cb  cos  aby 
ou 

sio  (a  —  6)  =  sin  a  cos6  —  sin  6  cosa. 

Maintenant,  que  Ton  substitue  au  point  a,  dans  l'équa- 
tion (i) ,  un  autre  point  a  situé  à  90  degrés  de  distance  du 
premier,  les  sinus  des  arcs  abj  ac^  ad  deviendront  des 
cosinus,  et  l'on  aura  cette  autre  relation  générale  entre 
quatre  points  d^une  circonférence  de  cercle  y 

cosa6.sinc<f  -{*  co&acsindb  +  QQ%ad.ûnbc:=z  o. 

Soit  irf  =  -h  90*^,  et,  par  suite , 

sin  </6  =  —  ly     sin  cd  =  cos  cby     cos  ad  =  —  sin  ab  ^ 

il  vient 

cos  ac  =  cos  ab  •  cos  cb  —  sin  ab .  sin  bc. 

Relation  générale  entre  trois  points  quelconques  a ,  &,  c. 
Si  le  point  b  est  situé  sur  Tare  ac,  on  a 

ac  =z  ab  -h  bc  =  a"h€y 
et 

cos  (a  -+-  6)  =:  cos  a  cos  6  —  sin  a .  sin  6. 

Si  le  point  b  est  au  delà  du  point  c ,  on  a 

ac-zr-ab  —  cb  =i  a  —  6 , 
et 

cos  (a  —  6)  =  cosacos6  4-  sin  a. sin  6. 

Ainsi,  ces  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  se 
déduisent  naturellement  de  Fidentité 

(ib  -^  bc  "^  ca  =  o^ 
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qui  a  lieu  entre  trois  points  en  ligne  droite ,  par  la  propriété 
du  rapport  anharmonique. 

29.  Soit  un  quadrilatère  abcd  [fig-  3  )  inscrit  au  cercle  ; 
ou  a  entre  les  sinus  des  demi-arcs  sous-tendus  par  les  côtés 
et  les  diagonales  Téquation  [i)  qui ,  appliquée  à  la  figure , 
dans  laquelle  les  deux  arcs  ac ,  bd  empiètent  Tun  sur  Tautre,. 
devient 

sin  j ac. sin \db  =  sin  \ ab . sin^cd  ■+■  sin y  dd»^n  j bc ; 

mais  ces  sinus  sont  les  demi-cordes  ab  ^  cd,  etc.  ;  Téqua- 
tion  n'est  donc  autre  chose  que  celle-ci  : 

ac.db  =  abtcd  -{-  ad.bcy 

c^est-à-dire  que  dans  tout  quadrilatère  inscrit  au  cercle^  le 
produit  des  deux  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  pro» 
doits  des  côtés  opposés, 

^  30.  Considérons  un  quadrilatère  quelconque  ABCD 
\fiS'  4))  ^^  menons  d'un  point  O  quatre  droites  a  ses^ 
sommets^  on  aura  entre  les  sinus  des  angles  de  ces  droites 
prises  deux  à  deux,  la  relation  (24) 

sin  AOB . sin  COD  +  sin  AOC .  sin  DOS  +  sin  \0D .  sin  BOC  =  o. 

Qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit  des 
quatre  lignes  OA,  OB,  OC,  OD  divisé  par  4 9  et  qu'on 
observe  que  l'aire  d*un  triangle  est  égale  au  demi -produit 
de  deux  côtés  multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  compris  ; 
on  aura 

ir  AOB .  tr COD  -h  tr  AOC .  tr  BOD  -h  tr  AOD .  tr  BOC  =  o. 

En  déterminant  les  signes  d'après  le  sens  de  rotation  des 
angles  AOB,  etc.,  conmie  il  a  été  dit  (27),  on  reconnaît  que 
quand  le  quadrilatère  est  convexe ,  l'équation  exprime  que, 
&'  un  point  pris  dans  le  plan  du  quadrilatère  est  regardé 
comme  le  sommet  commun  de  six  triangles  ayant  pour 
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bases  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du  quadri- 
latère, le  produit  des  aires  des  triangles  qui  auront  pour 
hases  les  deux  diagonales^  sera  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  produits  des  aires  des  triangles  qui  auront 
pour  bases  les  côtés  opposés^  selon  que  le  point  sera  pris 
au  dehors  ou  dans  r intérieur  du  quadrilatère  (*). 

§  VI.  —  Relations  entre  les  trois  rapports  anharmoniques 
d'un  système  de  quatre  points  ou  d*un  faisceau  de 
quatre  droites, 

31.  Les  trois  rapports  anharmoniques  d'un  système  de 
quatre  points  en  ligne  droite  a,  b^  c^  d^  sont 

ac     bc        ad    cd       ab     db 
ad  '  bd       ab  '  cb       ac  '  de 

Leur  produit  est  égal  à  —  i  ^  x;e  qui  se  vérifie  de  soi-même  ^ 
et  ils  ont,  deux  à  deux,  des  relations  très-simples,  qu'on 
tire  de  l'équation 

ab.cd  -{-  ac.db  -i-  ad.bc  =z  o , 

qui  a  lieu  entre  les  quatre  points.  Il  suffit  de  diviser  cette 

équation  successivement  par  ses  trois  termes.  Divisant  par 

ad.bc^  on  a 

ab     cb       ac     bc 

ad  '  cd      ad'  bd  ' 

ou 

I 

-er 


2*  rapp. 


—  I*'  rapport  4-1=0. 


(*)  Ce  ihéorèine  a  élédémoairu  par  Monge  dans  le  Journal  de  V École 
Polytechtùtfue ,  XV*  cahier,  page  86.  L^auteur  le  conclut  d'une  identité 
enlre  huit  quantités  qui  sont  les  coordonnées  des  quatre  sommets  du  qua> 
drilatèru  cl  en  fonction  desquelles  s^expriment  les  aires  des  triangles.  Cette 
identité  avait  déjà  été  donnée  par  Fontaine  dans  un  Mémoire  d'analyse  dus 
17  i8. 
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On  troave  ainsi  les  trois  relations 


2*  rapp, 
1 


=  I  —  I"  rapport, 


=  1  —  2"  rapport , 


3'  rapp. 

=1  —  3"  rapport. 

i".rapp. 

Ainsi  un  des  trois  rapports  étant  donné ,  ces  équations 
font  connaître  les  valeurs  des  deux  autres.  Les  expressions 
dn  deuxième  et  du  troisième  rapport  en  fonction  du  pre- 
mier, sont 

I 

2"  rapport  = » 

"^■^  I  —  i"  rapp. 

I*'  rapp.  —  I 

3*  rapport  =  — --^^ • 

'^'^  i*'rapp. 

32.  Ce  qui  précède  s'entend  évidemment  des  rapports 
anharmoniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites,  puisque 
ces  rapports  sont  égaux  à  ceux  des  quatre  points  qu'une 
transversale  quelconque  détermine  sur  ces  droites  (13). 

S  VU.  —  Noux^elle  expression  du  rapport  anhamionique 
de  quatre  points,  ou  d* un  faisceau  de  quatre  droites, 

33.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  peut  se 
mettre  sous  une  expression  où  entre  un  cinquième  point  pris 
arbitrairement  sur  la  même  droite  que  les  premiers.  Soient 
a^b^c^  J  les  quatre  points,  et  m  le  cinquième,  on  aura 

mb       md 

.  ac     bc ab       ad 

ad'  bd      mb       me 

ab        ac 
&i  eflet  9  on  peut  écrire 


ac      bc  €lb     cb [db  ^  mb\     fcb     mb\ 

ad  '  bd       da  '  ca       \da  '  ma)  '  \ca  '  ma/ 
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Or,  on  a  entre  les  quatre  points  a,  &,  J,  m ,  la  relation 

ab , dm  -\-  ad. mb  -f-  am .bd  =  o; 
ou 

db .  ma  ab ,  md 


da.mb  ad.mb 

Et  pareillement,  entre  les  quatre  points  a^b^  c^  ni^ 


eb.ma              ab,mc 

ca.mb              acmb 

Il  vient  donc 

ab.md      mb 

md 

ac 
ad' 

bc                ad,  mb       ab 
bd               ab.mc        mb 

ad 
me 

acmb        ab 

ac 

1 

I 

ab 

ad 

I 

1 

ab 

ac 

C.    Q.    F.    D. 

34.  Si  dans  cette  expression  du  rapport  anharmoniquc 
des  quatre  points  a^b^c^  don  suppose  que  le  cinquième 

point  m  soit  a  i  inum,  les  rapports  —^  ^^  — ^  seront  egauic 
à  Tunité,  et  il  viendra 

,  V  ac     bc 

(")  Td-Td-- 


Ce  qui  est  une  nouvelle  manière  d'exprimer  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  en  fonction  seulement  des 
distances  de  Tun  d'eux  aux  trois  autres. 

35.  Aux  segments  m&,  mc^  md  on  peut  substituer  les 
perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  &,  c,  ^sur  une 
droite  quelconque.  Car  si  Ton  suppose  que  le  point  m  soit 
à  Tintersection  de  cette  droite  et  de  la  droite  ab^  les  trois 
perpendiculaires  que  je  désigne  par  6,  y,  S  sont  propor- 
tionnelles aux  trois  segments  mb^  mc^  rndj  et  Fex  pression. 
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da  rapport  anharmonique  peut  s'écrire 

ac     bc       ab       ad 


aà 

r  bd' 

"  6 
ab 

ac 

36. 

L'ëquatioQ  (i) 

se  met  sous 

la  forme 

ac 

bc 

ab 
'-ad 

mb 
*  md 

ad' 

bd-" 

ab 

I 

ac 

mb' 

• 

me 

et,  puisqu^il  n'y  entre  plus  que  des  rapports  anharmo- 
nîques,  on  en  conclut  qu'elle  s'applique  aux  sinus  des 
angles  d'un  faisceau  de  cinq  droites  A,  B,  C,  D,  M-,  de 
sorte  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  A , 
B,  C ,  D  s*exprime  ainsi  : 

sin(M,B)      sin(M,D) 


(4) 


sin  (At  C)  .  8in(B,  C)  _  sin  (A,  B)       sin (A,  D)  ^ 
sin  (A,  D)  •  sin(B,  D)  ""  sin  (M,  B)       sin(M,  C)  *' 


sin(A,  B)       sin  (A,  G) 

la  droite  M  étant  tout  à  fait  arbitraire. 
Si  cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  A,  on  a 

•  /—  «%  /*    «N      sin(M,B)       cos(A,  B)  ^,.    ^. 

«(M,B)  =  c«»(A,B),    ^-i^j  =  ^-^j  =  cot(A,B); 

et  de  même  des  autres  termes  ^  de  sorte  que  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  droites  prend  cette  expression 

{S\  sin  (A,  C)  ^  sin  (B,  C)  _  cot(A,  B)  —  cot(A,  D) 

^'         ^(A,  D)  '  sîn(B,  D)  ""  cot(A,  B)  —  cot  (A,  Ci' 

dans  laquelle  n'entrent  que  les  angles  que  Tune  des  droites 
fait  avec  les  trois  autres. 
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CHAPITRE  m. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  DEUX  SYSTÈMES  DE  QUATRE  POINTS, 
OU  A  DEUX  FAISCEAUX  DE  QUATRE  DROITES,  DONT  LES 
RAPPORTS    ANHARMONTQUES    SONT    ÉGAUX. 


§  I.  —  Propriétés  relatiues  à  deux  sysièmes  de  quatre 

points. 

31. -Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  situés  sur 
deux  droites  et  qui  se  correspondent  un  à  un ,  sont  tels, 
qu'un  rapport  anharmonique  du  premier  système  soit  égal 
au  rapport  anharmonique  du  second  système,  les  deux 
autres  rapports  anharmoniques  du  premier  système  sont 
égaux,  respectii^ement  y  aux  deux  autres  rapports  anhar-~ 
moniques  du  second  système. 

Cette  égalité  résulte  de  l'expression  des  deuxième  et  troi- 
sième rapports  anharmoniques  en  fonction  du  premier  (31  ) , 

Ainsi,  soient  a,  i,  c,  deia\  b\  c\  rf' les  deux  sys- 
tèmes de  quatre  points  ;  chacune  des  trois  équations 


ac 

bc 

a'c^ 

b'c 

ad' 

bd 

~  a'rf' 

•  b'd*  ' 

ad 

cd 

a'd' 

c'd' 

ab 

7b 

~  a*b' 

'c'b'' 

ab 

db 

a'b' 

d'b' 

ac 

de 

''  aW 

•  d'c'  ' 

qui  expriment  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  cor- 
respondants des  deux  systèmes ,  comporte  les  deux  autres. 

D'après  cela,  nous  pourrons  dire  indifféremment  que  les 
deux  systèmes  de  quatre  points  ont  les  mêmes  rapports 
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anliarmonùjueSy  ou  simplanent ,  le  même  rapport  aniiar*' 
monique. 

38.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  pris  sur 
deux  droites  y  et  se  correspondant  un  à  un  y  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  si  l'on  place  les  deux 
droites  de  manière  que  deux  points  homologues  coïn- 
cident ensemble,  les  trois  droites  qui  joindront  les  trois 
autres  points  du  premier  syslème,  à  leurs  homologues, 
respectii^ement ,  concourront  en  un  même  point. 

Soient  a,b^c,deta\  b\  c\  d'  {Jig,  5)  les  deux  sys- 
tèmes de  quatre  points  dont  les  deux  homologues  a,  a' 
coïncident,  je  dis  que  si  leurs  rapports  anharmoniques  sont 
égaux ,  de  sorte  que 

ac  ^  bc       a!  c*     b'  c' 

les  trois  droites  bb\  ce' ^  dd^  concourent  en  un  même  point. 
En  effet ,  soit  S  le  point  de  concours  des  deux  premières^ 
et  soit  d^'  le  point  où  la  droite  S/i  rencontre  la  droite  aV . 
Les  quatre  points  a,  b\  c\  d"  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b^  c,  J(i4), 
et  conséquemment,  d'après  Thypothèse,  à  celui  des  quatre 
points  a,  V ^  c\  d'.  Donc  les  points  d'  et  d"  se  confondent. 
Donc,  etc. 

39.  Obsen^ation .  —  Cette  proposi tion  si  simple  est  néan- 
m^oins  une  de  celles  dont  nous  aurons  à  faire  le  plus  fré- 
quent usage  dans  la  suite. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème 
précédent.  En  effet,  puisque  les  trois  droites  bb\  cc'^  dd' 
concourent  en  un  même  point  S,  on  peut  considérer  les 
deux  droites  abcd^  ab'c'd\  comme  deux  transversales 
qui  coupent  un  même  faisceau  de  quatre  droites  Sa,  Si, 
Se,   Sd.   Conscquemment  le  rapport  anharmonique  des 
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quatre  points  a^'  b,  c,  d  situés  sur  la  première  transver- 
sale ,  de  quelque  manière  qu*on  le  forme ,  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  correspondant  des  quatre  points  a',  b\ 
c\  d!  situés  sur  la  seconde  transversale;  ce  qui  démontre 
le  théorème  (37). 

40.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  a,  b,  c,  d 
et  a',  b',  c',  d',  qid  se  correspondent  un  à  un,  ont  leurs 
rapports  anharmonîques  égaux,  on  peut  établir,  de  trois 
autres  manières,  la  correspondance  des  points  des  deux 
systèmes,  en  consentant  F  égalité  des  rapports  anharmo- 
niques. 

En  eâet,  on  a,  par  hypothèse,  l'égalité 

ac     bc fl'c'     b'c^ 

qu'on  peut  écrire  de  ces  trois  autres  manières  : 

ac     bc       b'd'    a'd' 


{-A 


ad'  bd'^  b'c'  '  a'&' 


^  ac     bc  ^  a'    d*  a' 

^^'  Vd'bd^TV'd^'' 

^^^  ad'bd'^  d'a'^'Vl^' 

L'équation  (i)  exprime  qu'aux  quatre  points  a^b^c^  d 
correspondent  û',  b\  c',  d\  un  à  un,  respectivement. 
L'équation  (2)  exprime  que  les  points  correspondants  à 
a,  A,c,  ^sont  i',  a',  d\  c';  Féquation  (|3),  que  ce  sont 
c',  d\  a\  V'^  et  l'équation  (4) ,  que  ce  sont  d\  c',  b\  a'. 

Ce  qui  démontre  la  proposition. 

41.  La  loi  de  formation  des  équations  (2),  (3)  et  (4)  est 
bien  simple.  Après  qu'on  a  considéré  les  quatre  points  du 
second  système  comme  correspondant ,  un  à  un ,  respecti- 
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veinent ,  dans  l'ordre  a\  V ^  c\  d\  aux  quatre  points  a ,  h^ 
c^  ri  du  premier  système ,  il  sufBt  de  faire  permuter  deux 
points  quelconques  du  second  système  entre  eux ,  pourvu 
que  les  deux  autres  points  permutent  aussi  entre  eux. 

Ainsi ,  a'  permutant  avec  b\  et  c'  avec  d^^  on  substituera 
â  Tordre  primitif  a',  b\  c\  d\  Tordre  b\  a\  d\  c';  et  ces 
quatre  points  correspondront ,  un  à  un ,  aux  quatre  points 
du  premier  système  a^  b^  c^d*^  ce  qui  donne  lieu  à  l'équa- 
tion (2). 

Observation.  —  Cette  propriété  de  deux  systèmes  de 
quatre  points  qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux 
nous  sera  souvent  utile ,  et  suffira ,  dans  plusieurs  occa- 
sions, pour  donner  immédiatement  la  démonstration  d'une 
proposition  importante. 

$11.  —  Propiiétés  relatives  à  deux  faisceaux  de  quatre 

droites, 

42.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  à  une^  sont  tels,  quun  des  trois  rapports 
(^harmoniques  du  premier  soit  égal  au  rapport  corres^ 
pomlant  du  second,  les  deux  autres  rapports  anharmo-' 
niques  du  premier  faisceau  seront  égaux  aussi  aux  rap" 
ports  correspondants  du  second  faisceau. 

Cette  égalité  résulte  de  ce  qu'un  des  trois  rapports 
anharmoniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites  détermine 
les  deux  autres  (3S). 

D'après  cela ,  de  même  que  pour  deux  systèmes  de  quatre 
points,  nous  pourrons  dire,  indiiTéremment ,  que  deux 
taisceanx  de  quatre  droites  ont  le  même  rapport  anhar- 
^iomquey  ou  bien  les  mêmes  rapports  anharmoniques. 

43.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
^rrespondent  une  à  une,  respectivement,,  ont  leurs  rap^ 
ports  anharmoniques  égaux,  si  on  les  place  de  mtinière 
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que  deux  droites  correspondantes  coïncident  en  direction, 
les  trois  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontreront 
respectivement  les  trois  droites  correspondantes  du  second 
faisceau,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  Oa,  Ob,  Oc,  O^  [fig,  6)  les  quatre  droites  du 
premier  faisceau ,  et  O'a,  O'i ,  O'c,  O'^  les  quatre  droites 
correspondantes  du  second.  Nous  supposons  que  les  deux 
droites  Oa,  O'a  coïncident  en  direction;  je  dis  que  les 
trois  points  b^c^  d  dans  lesquels  se  coupent,  deux  à  deux, 
respectivement,  les  autres  droites  des  deux  faisceaux,  sont 
en  ligne  droite. 

En  eifet,  menons  la  droite  bc  qui  rencontre  la  droite 
OO'  en  a  ;  et  soient  d,  à'  les  points  où  elle  rencontre  les 
deux  droites  Od^O^d,  Puisque  les  deux  faisceaux  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  les  quatre  points  a,  b^Cj 
d  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  a^b^c^  à' ,  Donc  les  deux  points  J,  i'  se  confondent. 
Les  deux  droites  0<i,  O' d  se  coupent  donc  sur  la  droite  bc, 

C.    Q.    F.    D. 

\ 

44.  Obsen^ation,  —  Cette  proposition  nous  sera  d'un 

usage  très*utile. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème 
précédent;  car  les  quatre  points  a,  &,  c,  ^  étant  en  ligne 
droite,  leur  rapport  anharmonique,  de  quelque  manière 
qu'on  le  prenne ,  est  égal  aux  rapports  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  faisceaux  de  droites  ;  par  conséquent  ceux-ci 
sont  égaux  entre  eux. 

45.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  à  une,  respectis^ement y  ont  leurs  rap~ 
ports  anharmoniques  égaux,  on  peut  établir  de  trois 
autres  nuinières  la  correspondance  entre  les  droites  des 
deux  faisceaux,  en  conservant  légalité  des  rapports  an^ 
harmoniques. 
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D  suffira  de  faire  permuter  entre  elles  deux  droites  quel- 
conques du  second  faisceau ,  et ,  en  même  temps ,  les  deux 
autres  droites  du  même  faisceau.  Ainsi  soient  A ,  B ,  C , 
D  les  quatre  droites  du  premier  faisceau,  et  A',  B\  C\ 
D'  les  droites  corre^K>ndante&  du  second  faisceau,  les- 
quelles ont  leur  rapport  anbarmonîque  égal  à  celui  des 
quatre  premières.  On  pourra  prendre  les  quatre  droites  du 
second  faisceau  dans  Tordre  B',  A',  D',  C  qui  résulte  de 
la  permutation  des  deux  droites  A',  B'  entre  elles ,  et  des 
deux  C,  D'  entre  elles  ^  et  dans  cet  ordre  le  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  droites  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  du  premier  système  A ,  B,  C ,  D. 

La  démonstration  est  évidemment  la  même  que  pour 
deux  systèmes  de  quatre  points  (40) . 

Observation.  —  Cette  proposition,  de  même  que  celle 
relative  à  deux  systèmes  de  quatre  points ,  sera  susceptible 
de  nombreuses  applications  qui  procureront  souvent  des 

démonstrations  immédiates . 

« 

§111.   —  Manières    d'exprimer   t égalité    des    rapports 
anharmoniques  de  deux  systèmes  de  quatre  points, 

I.  —  Équations  à  deux  termes. 

46.  Soient  a^  b^  c^  d  et  a\  b\  c\  rf'  les  deux  systèmes 
de  quatre  points ,  Tégalité  de  leurs  rapports  anharmoniques 
s'exprimera  par  l'une  des  équations  à  deux  termes 

/ 


■•) 


ac 

bc        a!c'      b'c' 

Zd' 

bd^  a'd''  b'd'  ' 

ad 

cd       a'd'    c'd' 

ab 

cb  '^  a'b'c^b' 

ab 

db       a'W    d'b' 

ac     de        a' c'      d' c 
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H.  —  Équations  à  trois  termes. 

VI,  Les  seconds  membres  des  équations  (i)  sont  les  rap- 
ports anharmotiiques  du  second  système;  or  chacun  d'eux 
est  égal  à  runité  moins  la  valeur  inverse  du  rapport  sui- 
vant :  par  exemple,  i*"'  rapport  =  i  —  — (31).  D'après 

cela,  nos  équations  se  transforment  en  équations  à  trois 
termes ,  que  voici  : 

lac     bc       a' b'      c' b'  ^ 

^""^  ^ab' cb^~^'  'irb''-^' 

ab    db       a'il'     b'd' 
ac  '  de        «'  c'    *   6'  c' 

Ces  équations  nous  seront  d'un  grand  usage. 

III.  —  Autres  équations  à  trois  termes. 

48.  En  prenant  sur  la  droite  a'  è'  un  point  arbitraire  m\ 
on  peut  exprimer  l'égalité  des  deux  rapports  anharmoniques 

par  l'équation 

I  I         m'b'       m'd' 


ab 

1 

ad       a'b'        a'd' 
I   '^m'b'       m'c'' 

ab 

ac        a'b'         a'c" 

car  le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  a,  è,  c,  d-^  et  le  second  membre,  le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  points  a\  b\  c\  d'  (33). 
Cette  équation  prend  une  forme  plus  simple,  savoir: 

YW  \ac       ad)  "^  a'c'  \^~"^} '^  a' d'  \ab        ar^  '^  ^  ' 

m'b'      cd  m'c'      db  m' d'      bc 

a'b'    ac.ad        a' c'   ad  ab        a' d'   ab,ar  ' 
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ou 

,,,  ,      .  m'b'  ..    m'c'  ,  ,     m'd' 

a  b  a  c  ad' 

On  aura  de  même,  en  prenant  un  point  m  sur  la  droite  ab^ 

'     il')     a'b'.c!d'.'^^a'</.d'b'.—  -^a'd'.b'c\'^=o. 

ab  ac  ad 

49.  Les  points  m,  m!  sont  arbitraires^  si  on  les  suppose 

i  Tinfini  et  qu'on  divise  la  première  équation  par  ni' d'  et 

,  ,  ,   ,  m' b*     m*  c'  j     . 

la  seconde  par  ma ,  les  rapports    /,.?     .    ■?  etc. ,  deviennent 
^       ^  **  m  d'    m  d 

égaux  à  l'unité,  et  Ton  a 

..  ab.cd       ac.db       ad,bc 

a'b'.c^d'       a'c\d'b'       a'd\b'c' 

4')  7 1 1 -> =  O. 

'  fl6  ac  ad 

Qiacune  de  ces  quatre  équations  (  3 ,  3',  4  ^^  40  exprime 
l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  deux  systèmes  de 
quatre  points. 

50.  Remarquons  que  Féquation  (3)  s'écrit  de  manière  à 
ne  contenir  que  des  rapports  anharmoniques ,  savoir  : 

\^'  cd)  \m'd'  '  a'd'J  "*■  \ad  '  bd)  \m'd'  '  a'd'J        '  ~"  ^' 
D  en  est  de  même  de  Téquation  (3^ . 

§  IV.    —  Manières   d'exprimer    légalité    des    rapports 
anharmoniques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites. 

51 .  L'égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  s'exprime,  évidemment,  par  des 

3. 
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CHAPITRE  IV. 

RAPPORT     HARMONIQUE    DE    QUATRE     POIMTS ,    OU    d'iW 
FAISCEAU    DE    QUATRE    DROITES. 


^  ï.  —  Rapport  haimoniqne  de  quatre  points. 

54.  Quand  deux  points  a ,  a'  [fi§*  7)  divisent  un  sè- 
ment ef  en  parties  proportionnelles,  c'est-à-dire  telles, 
que  l'on  ait  (abstraction  faite  des  signes  des  segments) 

ae         a!  e 

ou  dit  que  les  deux  points  a,  a  divisent  harmoniquement 
le  segment  ej\  ou  bien,  qu'ils  sont  conjugués  harmo^ 
/iii^Eie5  par  rapport  aux  deux  points  c,  /'.  Réciproquement, 
ceux-ci  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a',  et  divisent  harmoniquement  le  segment  aa.  On  dit 
encore  que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique. 
Il  nous  sera  quelquefois  utile,  pour  faciliter  le  langage, 
de  dire  que  les  deux  segments  aa',  ef  sont  conjugués  har- 
moniques. 

55.  L'expression  rapport  harmonique^  appliquée  au  sys- 
tème des  quatre  points,  vient  de  ce  que  les  trois  segments 
comptés  de  l'un  de  ces  points  et  terminés  aux  trois  autres 
sont  en  proportion  harmonique. 

On  appelle  ainsi  une  proportion  géométrique  fornw^e 
avec  trois  nombres  tels,  que  le  i®'  est  au  3*^,   comme  ^ 
i*^"^  moins  le  2*^  est  au  a®  moins  le  Z^,  Par  exemple?  ^^ 
trois  nombres  6,  3  et  ci  sont  en  proportion  harmonique* 
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parce  que  -  =    (*).  Cette  relation  de  trois  nombres, 

dont  deux  sont  arbitraires ,  a  reçu  des  Grecs  le  nom  de 
proportion  harmonique,  parce  qu'elle  se  présentait  dans 
leur  tbéorie  des  tons  musicaux. 
Nos   quatre  points,   entre   lesquels  a  lieu  la   relation 

^=  ^f  sont  tels,  avons-nous  dit,  que  les  trois  segments, 

comptés  de  l'un  d'eux,  sont  en  proportion  harmonique.  En 
effet,  considérons  les  trois  segments  comptés  du  point  a, 
af^aa'  et  ae,  et  remplaçons,  dans  Féquation,  a^f  par 
(^f — ûû')  cta'epar  f^^aa' — ae),  en  ne  considérant  que 
les  valeurs  absolues  des  segments  ;  on  a 

<?/_  af—  ad 

ne        an'  —  ne 
Ou 

i"  segment       i*' — 2*' 
3^^         "~  2«  —  3«' 

ce  qui  est  la  proportion  harmonique. 

Dans  rénumération  des  trois  segments ,  il  faut  regarder 
comme  le  deuxième  celui  qui  joint  deux  points  conjugués. 

56.  On  a  coutume  d'exprimer  la  relation  harmonique 


(  *  )  Oo  dit  encore  que  le  nombre  du  milieu  surpasse  un  des  extrêmes  et 
est  surpassé  par  Vautre ,  de  quantités  qui  sont  une  mime  fraction  des  deux 
extréhtes,  respectivement.  Aiusi  3  surpasse  a,  de  i  qui  est  moitié  de  2;  et 
3  est  BiirpaMé  par  6,  de  3  qui  est  moitié  de  6. 

Ces  définitions  sont  rapportées  pa^  Pappus,.  au  commencement  du 
livre  III  de  ses  Collections  mathématiques.  Après  aToir  défini  les  propor- 
tions arithmétique  et  géométrique ,  il  ajoute:  «Harmonica  autem  medietas 
«  est,  quando  médius  terminus  eadem  parte  et  superat  unum  ettreroornm , 
«  et  A  reUquo  saperatur  ;  ut  habet  3  ad  a  et  ad  6  ^  vel  quando  ait  ut  primus 
1  t«rflfiinu8  ad  tertium,  ita  primus  exeessusad  secnndum,  ut  habent  B,  3,  2.  » 
Pappua  construit  les  trois  proportions  dans  le  cercle,  par  une  même 
ijurey  et  résout  diverses  questions  dont  phisieur»  concenieni  la  proportion 
karmoniquc. 
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de  quatre  points  par  l'équation  ->=  -7^  où  l'on  ne  consi- 
dère que  la  valeur  absolue  des  segments  sans  y  faire  entrer 
les  signes  relatifs  à  leurs  directions ,  parce  qu'en  opérant 
sur  cette  équation ,  soit  pour  la  transformer,  soit  pour  la 
combiner  avec  d'autres,  on  a  la  figure  sous  les  yeux,  et 
que  l'on  opère  d'une  manière  concrète,  en  tenant  compte 
de  la  position  relative  des  points.  Nous  devons ,  pour  donner 
à  Téquation  sa  signification  générale,  ainsi  qu'à  toutes 
celles  que  nous  allons  en  déduire ,  lui  restituer  le  signe  qui 
lui  convient.  Nous  écrirons  donc  désormais 


ou 


ac 
ôf 

— .« 

a'c 
'a'/ 

ac 

a'c 

=               1 

Le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmonUjue  des 
quatre  points  a^a\e^  J\  On  peut  donc  dire  que  : 

Quatre  points  sont  en  proportion  harmonique  quand 
leur  rapport  anliarmonique  est  égal  à  —  i . 

Nous  avons  vu  (12)  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  ne  peut  pas  être  égal  à  +  1 . 

57.  Le  point  a'  étant  sur  le  segment  ej\  et  le  points* 
au  delà ,  dans  le  sens  Je ,  comme  l'indique  la  figure ,  1^ 
point  a'  est  plus  près  du  point  e   que  du  point  /  ;  car  on  a 

entre   les   valeurs  numériques  des  segments   ~  =^  -  r/ 

ac  <^  aj\  donc  a*  e<^  a'f. 

Quand  le  point  a  s'éloigne  du  point  e ,  le  point  a  s  eu 
éloigne  aussi ,  mais  beaucoup  plus  lentement ,  tellement 
que  quand  le  point  a  est  à  l'infini ,  auquel  cas  le  rappt>i'^ 


ae  ,,.,,..  .  fi  t 


->  est  éufal  à  l'unité,   on   a   aussi      -:=.  i  x  ce  qui  montu 
a/  ^  a'/  * 


r 
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que  le  point  a'  se  trouve  au  milieu  de  ej\  De  là  résultent  ces 
deux  propositions  : 

i**.  Quand  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique , 
le  point  milieu  de  deux  points  conjugués  est  toujours  situé 
au  delà  du  segment  compris  entre  les  deux  autres  points 
conjugués. 

2®.  Si  Vun  des  quatre  points  est  à  l* infini,  son  conjugué 
est  le  point  milieu  des  deur  autns. 

58.  Soient  i,  i'  l/'ê'-  8)  deux  points  conjugués,  de 
même  que  a  et  a\  par  rapport  aux  deux  e,y.  Si  le  point  b\ 
situé  sur  le  segment  ef\  est  plus  près  de  e  que  a',  le  point  b 
sera  aussi  plus  près  de  e  que  le  point  a  ;  de  sorte  que  le 
segment  hh^  sera  compris  tout  entier  sur  le  segment  aa\ 
Si  un  point  c'  est  pris  vers  le  point  y,  son  conjugué  c  sera 
au  delà  de  ce  point,  et  les  deux  segments  aa\  ce'  n'auront 
aucune  partie  commune.  Ainsi  : 

Quand  deux  segments  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  un  troisième ^  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  : 
ou  quils  riaient  aucune  partie  commune,  ou  que  Vun 
d!eux  soit  compris  entièrement  sur  Vautre 

59.  Il  suit  de  là  que  :  Quand  deiLV  segments  empiètent 
en  partie  Vun  sur  Vautre,  on  ne  peut  pas  déterminer  deux 
points  qui  les  dii^isent  harmoniquement  Vun  et  Vautre. 

Nous  dirons  que  les  deux  points  qui  les  divisent  harmo- 
niquement sont  imaginaires^  parce  que  l'équation  qui  sert 
à  déterminer,  en  général ,  ces  deux  points  a ,  dans  ce  cas, 
ses  racines  imaginaires ^  comme  nous  le  verrons  plus  tai'd. 

Ç  II,  — Manières  div^erscs  d'exprimer  que  quatre  poi/its 

sont  en  rapport  harmonique,  ^ 

iii),  \ous  avons  vu  que  quatre  points  ont  trois  rapports 
anharmoniquesdiilërenls,  dont  un  suffit  pour  «lélcrmincM*  les 
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ne       n  fi! 

deux  autres  (31  ) .  Que  celui-là  soit  -y  :  -7>=  —  i ,  les  deux 
autres  seront 


af     ef        1  aa!    fa* 

aa     ea'       2  ae     je 

Ecrivons 

J  aa'  .  c/=  2  a/ .  ea\ 
^'  \aa' .fcz=z7,ae  .  fa'. 

Chacune  de  ces  équations  exprime  donc  que  les  quatre 
points  sont  en  rapport  harmonique. 

61.  L'expression  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
points,  où  entrent  les  distances  d'un  point  aux  trois  au- 
tres (34) ,  donne  Téquation 


ou 

(3) 


On  a  pareillement 


1 

1 

aa' 

«/ 

—  I, 

I 

I 

aa' 

ae 

2 

aa' 

1 

h 

ae 

1 

2 

1 
ea 

1 
ea' 

Ces  relations  expriment  que  la  valeur  ins^erse  de  la  diS" 
tance  d'un  point  à  son  conjugué  est  la  moyenne  arîthmé^ 
tique  des  valeurs  inverses  des  distances  du  même  point  aux 
deux  autres. 

62.  Quand  on  a  plusieurs  points  a,  6,  c,  d^,.,^  sur  une 
ligne  droite,  si  l'on  prend  un  point  m  tel,  que  la  valeur 
inverseMe  sa  distance  à  un  point  déterminé  O  de  la  droite 
soit  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  inverses  dcs^ 
distances  des  points  a^  &,  c ,...,  au  même  point  O,  c'est-à- 
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dire,  de  manière  que  Ton  ait 

n  1  i  j 


Om       Oa       Ob       Oc 

n  étant  le  nombre  de  points,  et  chaque  distance  devant  être 
prise  avec  son  signe  -j-  ou  — ,  Maclaurin  a  appelé  la  dis- 
tance OiTz  la  moyenne  harmonique  des  distances  Oa, 
Oé,  etc.  (*)  5  et  M.  Poncelet  a  appelé  le  point  m  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  i, . . .  (**)• 

D'après  cela,  nous  dirons  que  :  Quand  quatre  points 
sont  en  proportion  harmonique,  la  distance  de  F  un  d'eux 
à  son  conjugué  est  la  moyenne  harmonique  des  distances 
du  même  point  aux  deux  autres. 

Ou  bien  encore  :  Un  point  est  y  par  rapport  à  son  con^ 
jugué,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux 
autres  points, 

§  in.  —  Relations  où  entre  un  point  arbitraire. 

h 

63.  L'expression  générale  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points ,  dans  laquelle  entre  un  cinquième  point  arbi- 
traire (33),  devient,  quand  ce  rapport  est  égal  à  —  i, 

,,.  ma        me       mf 

4)  2—^  =  — h-4- 

^^'  aa         ae        af 

On  a  de  même 

mf      ma       ma' 


ef       ea         ea^ 


("  }  De  linearum  géométrie  arum  proprietaîibus  generalibus  Tractatus,  §  38. 
Cetexeellent  ouTrage  se  trouve ,  sous  le  litre  à*Appendix,  à  la  suite  du  Traité 
d^Algèbre  de  Pautenr,  traité  posthume  qui  a  paru  vers  i^So  st  a  eu  de 
nombreuses  éditions  en  Angleterre. 

(*•)  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques.  (Voir  Journal  de 
JÊathêmatiques  de  M.  ('relie,  tome  III.) 
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Chacune  de  ces  équations  exprime  donc  que  les  deux 
couples  de  points  conjugués  a  ,  a'  et  e ,  ^  sont  en  rapport 
harmonique. 

64.  Aux  trois  segments  ma\  nie ,  m/on  peut  substituer 
les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  a',  e,  f  sur 
une  droite  menée  par  le  point  m,  lesquelles  sont  propor- 
tionnelles aux  trois  segments;  et,  puisque  le  point  m  est 
arbitraire,  il  s'ensuit  qu'en  désignant  par  a',  €  et  (p  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  trois  points  a\  e  et  J'  sur  une 
droite  quelconque,  on  a  la  relation 

a  t  9 

aa         ae        af 

n. 

65.  Rapportons  les  quatre  points  a^  a\  e  ^  J  k  une  ori- 

i,,          .        ae             a' c    , 
gine  commune  /«,  1  équation  -^  = —  donne 

me  —  ma  me  —  ma' 

mf  —  ma  mf  —  ma' 

OU 

(5)  (  ma  -f-  ma'  )  (  me  -h  mf)  =  2  ma .  ma'  -i-  a  me .  mf^ 
On  peut  écrire 

ma  (  me  —  ma'  )  +  ma'  (  mf —  ma  )  -f-  me  [ma'  —  mf) 

H-  mf  ( ma  —  me)  =  o  ; 
ou 

(6)  ma .a'e  -\-  ma' .  af-^  me, fa' -h  mf. ea  =z  o. 
Et  pareillement 

ma . a'f-{-  ma' .  ae  -+-  me.  fa  H-  mf.  ea'  =  o. 


• 


m. 


1 


[>*),   Soil  a  le  milieu  des  deux  points  a,  C;  et  O  le  milieu 


// 
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des  deux  e^f{fig.  9),  réquaiion  (5)  devient 

[1)  ma,ma' -\~  mc,mf=z  imciL,mO. 

Cette  relation  nous  sera  très-utile.  Nous  en  conclurons 
tout  à  Fheure,  en  donnant  au  point  m  des  positions  parti- 
culièi*es ,  diverses  relations  très-simples. 

IV. 

67.  Le  rapport  harmonique  s'exprime  encore  par  l'équa- 
tion 
(8)  ma.ma\  ef  -\-  me  ./t.  -\-  mf  .  ae  =0, 

ou 

— 7  3 

(8')  me  ,mf.aa^ -hnta.a'O-h  ma\Oa  =  o. 

On  peut  démontrer  ces  équations,  la  première ,  par  exem- 
ple ,  par  le  raisonnement  suivant.  Si  l'équation  n'est  pas 
identique  quel  que  soit  le  point  m ,  elle  servira  a  détermi- 
ner les  positions  de  ce  point  qui  y  satisfont,  et  il  n'y  aura 
que  deux  positions,  car  en  rapportant  tous  les  points 
m,  a,  etc.,  à  une  origine  commune  A,  le  segment  A  m 
entrera  dans  l'équation  au  second  degré.  Or  l'équation  est 
satisfaite  pour  plus  de  deux  positions  du  point  m  :  car  si 
Ton  fait  coïncider  ce  point  successivement  avec  les  points 
a,  a\  e,  y,  on  trouve  des  relations  déjà  démontrées;  et 
si  on  le  suppose  à  l'infini  ,  on  a  l'identité  cf-\-fa  -f-  ae  =  o. 
L*équation  du  deuxième  degré,  d'où  dépendraient  les  posi- 
tions du  point  m ,  aurait  donc  plus  de  deux  racines  \  ce  qui 
prouve  qu'elle  est  identique ,  c'est-à-dire  que  l'équation  (8) 
a  lieu  pour  toutes  les  positions  du  point  m,       c.  q.  f  d. 

autrement.  On  a  la  relation  (7) 

ma . ma'  -4-  me .  wi/=  2  w a .  m  O, 
et  les  deux  identités 

me  -f-  mf: .  /w/*=r  2  me  .  m  O, 
m/ -h  me .  mfz=:  2  mf .  m  O. 


46  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Multipliant  ces  trois  équations ,  respectivement ,  par  ef^ 
fa  et  <xe,  et  les  ajoutant  membre  à  membre ,  il  vient 

ma .  ma' .  ef  -\-  me .  fa  -+-  mf  a  e.  +  me .  mf'yef^fd.  -H  a  e) 
=  VLmO{ma.ef-\'me.f(z  -^mfae). 

Or  on  a  entre  les  trois  points  a,  e^f 

e/-h/aH-a^=:0      («), 

et  entre  les  quatre  m^  a^  e^f 

moL.ef-^-mcfa-^mfex^zo     (îll); 
il  reste  donc 

3  2 

ma .  ma' . ef-^-  mcfa^  mf.  a  ^  =r  o. 

c.  Q.  F.  D.  (*). 

V. 

68.  Remplaçons y*a  dans  cette  équation  par  [fe  —  ae) , 
il  vient 

ma,ma' .ef-{~  me,fe  —  \me  —  mf  j  a^  =  o  ; 
ou,  parce  que  îne — m/=  (me-\-mf)  {me — mf)  =r  imO.fcj 

3 

(g)  ma, ma!  —  me -f- aa^./wO  =:  o. 

§  IV.  —  Corollaires  de  V équation  (7).  —  Relations  où 
entrent  les  points  milieux  des  deux  segments  aa',  ef. 

69.  Supposons ,  dans  Téquation  (  7) ,  que  le  point  m  coïn- 
cide avec  a ,  il  vient 


{*)  Nous  donnerons,  dans  la  théorie  de  Tinvolution  ,  une  autre  démons- 
tration, appliquée  h  un  théorème  plus  général  relatir  à  six  point)«  en  imfo- 
lutiorif  dont  IVqiiaiion  actuelle  n%>st  qu^on  cas  particulier. 
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ou,  parce  que  aa'=  —  «a, 


(.0) 

aa 

—  ae. 

a/. 

Pareillement 

(.0') 

Oe 

=zOa 

,0a'. 

Cette  équation 

donne 

Oe 

—  Oa 

3 
—  a/ï, 

ou 

(") 

2 

-k-Oe  : 

=  0«; 

ou  bien,  entre  les  quatre  points  a,  a',  e,  /, 

(12)  ^'V  ^'=  (fler  -f.  a/)». 

70.  Si  le  point  m  coïncide  avec  le  point  e,  on  a 

ea ^ea!  •=.  iea,eO\ 

or  2.eO  =  ^,  donc 

(i 3 )  va. va!  =.  eo.,cf. 

ef  est  la  moyenne  harmonique  des  distances  des  deux 
points  a,  a'  au  point  e  (63)  ;  et  «a  est  ce  quW  appelle  la 
moyenne  distance  de  ces  deux  points  au  même  point  e  ; 
Téquation  exprime  donc  que  : 

Le  produit  des  distances  de  deux  points  à  une  origine 
commune^  prise  sur  la  même  droite^  est  égal  au  produit  de 
la  moyenne  harmonique  et  de  la  moyenne  distance  de  ces 
deux  points  relatives  à  l'origine. 

Cette  relation  nous  sera  souvent  utile. 

71.  L'équation  (i3),  divisée,  membre  a  membre,  par 
fa. fa'  =fa.fe^  qui  exprime  le  même  théorème,  donne 

^   -  ea.ea'  ea. 


48  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Et,  à  cause  de  Féquation  (i), 


J 

_.                                           ae         9.6 
{'5)                                               »=„/•• 

Pareillement 

en     _0a 

'                                        —j'       Où' 

2 

72.  L  équation  (lo)  s  écrit  — ,  —  —  5 

donc,  d'à 

,  ^x     oLfi          fa 
quation  (i5) ,  — ,  =  —^  ^  ou 

ûte           ea 

^^                                       ae            ac 

a/            aa 

Ou  peut  encore  écrire,  à  cause  de  l'équation  (10), 

.                                         ae             an 

§  V.  —  Belatiofis  où  entrent  deux  points  arbitraires. 

I. 

73.  ij'équation  (6)  s'écrit 

ma    ea'        ma'    af      me    a'f 
mj     va  mf    ae       ae     mf 

ou ,  en  désignant  par  n  le  point  à  Tinfini , 

ne 


(ma    n(A    lea'     na'\       Ima'    na'\    (af  /ij 
^  w/    ^f]   \^o,      na  )       \  mf  '  nf  )    \ae  '  m 

(me    mn\      [a'f    a'n\ 
— :  —    .     -^:  —    -+-i  =  o. 
ae     an  j      \mf    mn  ' 


Il  n*entre  dans  celte  équation  que  des  rapports  anliar- 
moniques,  par  conséquent  elle  a  lieu  quel  que  soit  le 
point  n  (20). 
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Multiplions  par  mf.  ea .  na^^  il  vient 

(18)  ma.nf.a^e  -^ma' ,ne.af-^  mcna.fa' -\'mf.na' .ea  r=  o. 

Dans  cette  relation  entre  quatre  points  en  rapport  har- 
monique, a ,  a',  e,  f,  et  deux  points  arbitraires  m,  n,  ces 
deux  points  entrent  de  la  même  manière. 

H. 

74.  Écrivons  Téqnation  (7)  ainsi  : 

ma    maf        me     mf 


=  2 


mn.    mO        mat    mO  ' 

OU)  en  appelant  n  le  point  situé  à  Tinfini , 

(ma  _  na\  /ma'  ^  na'\        f me     ne\  fmf     nf  \  
ma  '  na)  \mO  '  nOJ        \in«  *  naj  \mO  *  nO  j 

n  n'entre  dans  cette  équation  que  des  rapports  anharmo-^ 
niques;  conséquemment  elle  a  lieu  quand  le  point  n  est 
pris  arbitrairement ,  mais  à  la  condition  que  a  et  O  ne 
seront  plus  les  milieux  des  deux  segments  oa',  ef^  mais  bien 
les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rapport  aux 
deux  segments  aa\  ef.  L'équation  prend  la  forme 

,      .  ma, ma'       me.mf  mct.mO 

(lû)  7-H 7=2. rr.. 

^  ^  na.na'         ne,nf  nct,nO 

Le  point  m  étant  arbitraire,  supposons-le  à  l'infini,  et  divi- 

^    ,  ma     ma! 

sons  par  ma  .mU;  les  rapports  —  t  — ->  . . . ,  sont  égaux 

à  Tunité,  et  il  vient 


na.na'       ne,nf       /la./tO' 

Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation ,  où  n'entre  qu'un 
point  arbitraire,  n'est  pas  différente,  au  fond,  de  l'équa- 

4 
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tion  (7).  En  effet,  écrivons-la  ainsi, 

,  ,  ne.nf     na.naf 

nc^nf  -\-  na, na  =  2 .  — — —  • : 

/lO  noL 

m 

a  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport 

aux  deux  a,  a',  on  a,  en  appelant  a,  le  milieu  de  ceux-ci, 

na.na^  =  na.nai  (70).  On  a  pareillement,  en  appelant 

Oi  le  milieu  du  segment  e/*,  ne.nf  =  nO.nOj.  L'équation 

devient  donc 

na,na'  -H  ne*nf  =z  2/iai./i0,  ; 

ce  qui  est  précisément  Téquation  (7). 

m. 

75.  L'équation  (8)  prend  la  forme 

a 

ma,  ma'     ef       me     fo. 


—  1  =  0; 

ou ,  en  désignant  par  n  le  point  situé  à  l'infini , 

(ma     na 
HTf 


^'^»_.na\  /ma'  .  n^\  /e/    n/\ 
f  '  «//   \mf  '  nf)  \ex  '  na) 

me        ne  \  //a    /n\ 


( 


.mf       nf 

L'équation  ne  contenant  que  des  rapports  ankarmoni- 
ques,  on  y  peut  supposer  le  point  n  quelconque,  pourvu 
que  CL  n'y  représente  plus  le  point  milieu  du  segment  oa', 
mais  bien  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport 
aux  deux  a^a! ,  L'équation  devient 

ma .  ma*    j,  me     ^  mf 

(20)      —ej.noL  -\ ^  ta, ne  H ^  »  (ze,nf=:  o 

na ,  na  __  /• 

ne  nf 

Si  le  point  m  est  à  l'infini ,  il  vient 

,      ,  ef,na        fa       ae 

na,na        ne        nf 
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On  simplifiera  ces  deux  équations  en  y  remplaçant 


na .  na 


par  —  9  ai  désignant  le  point  milieu  du  segment  aa^  (70). 

76.  Observation,  — On  peut  introduire  un  point  arbi- 
traire n  dans  les  équations  (lo,...  i5),  par  des  considéra- 
tions semblables  à  celles  dont  nous  venons  de  faire  usage. 
On  aura  ainsi  de  nouvelles  relations  à  deux  termes ,  pour 
exprimer  que  deux  couples  de  points  a ,  a'  et  e ,  y*  sont  en 
rapport  harmonique.  Les  points  milieux  a  et  O  des  deux 
segments  oâ',  e/*  deviennent  dans  ces  relations,  de  même 
que  dans  Téqiation  (19),  les  conjugués  harmoniques  du 
point  n  par  rapport  aux  deux  segments.  Nous  n'entrerons 
pas  dans  ces  détails ,  parce  que  les  formules  que  Ton  ob- 
tient ainsi  expriment  des  propriétés  relatives  aux  deux 
points  qui  divisent  harmoniquement  deux  segments  à  la 
fois.  Ces  propriétés  reviendront  plus  tard  comme  consé- 
quences naturelles  de  la  théorie  de  Tinvolution  de  six 
points. 

§  VI.  —  Connaissant,  dans  une  proportion  harmonir/ue, 
deux  points  conjugués  et  le  milieu  des  deux  autres, 
irouv^er  ceux-^i, 

77.  Les  deux  points  conjugués  a,  a'  sont  connus,  ainsi 
que  le  milieu  O  des  deux  e ,  f.  Ceux-ci  se  déterminent 
par  la  relation 

Oe  =  -'Of—±.  \JOa.Oo'     (iq'). 

Il  faut, pour  que  cette  expression  soit  réelle,  que  le  milieu  O 
des  deux  points  cherchés  soit  au  dehors  du  segment  aa^  ^  s'il 
était  sur  le  segment  lui-même,  le  produit  Oa.Oa'  serait 
n^atif ,  et  l'expression  de  O^  imaginaire.  On  dit  alors  que 
les  deux  points  conjugués  cherchés  sont  imaginaires. 
Nous  reviendrons,  dans  le  chapitre  suivant,  sur  celle 

4- 
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notion  de  points  imaginaires,  qui  demande  quelques  dëve- 
loppements.  Toutefois,  il  faut  ajouter  ici  que  si  les  deux 
points  donnés  a,  a*  étaient  eux-mêmes  imaginaires,  les 
deux  points  cherchés  e,  y*  seraient  nécessairement  réels, 
parce  que  dans  ce  cas  le  produit  O a.  O a' serait  positif, 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin  (89). 
L'expression  de  Oe  se  change  en  celle-ci , 


Oi7  =  —  0/=  ±  v/oa'—  au', 
a  étant  le  milieu  du  segment  aa*  (4). 

78.  Expressions  de  ae  et  af.  —  On  a  am=  aO  — eO^ 

2 

Donc 

ac=  -  [aO  H-  «'0±  2  \JOa,Oa')', 
OU,  en  multipliant  et  divisant  par  (v/aOzpv^«'0)*, 

.  (te  =1  - . 

2 


(v^aOipV^«'6V 

§  VII.  —  Faisceau  de  quatre  droites  en  rapport 

harmonique. 

79.  Quand. quatre  droites  A ,  A',  E,  F,  concourantes  en 
un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmoniquc  égal  à  —  i ,  ' 
de  sorte  que  Ton  ait 

sin(A,E)     sin(A^E)  _  ___ 
sin (A,  F )  '  sin(A',  F)~"~  '' 

on  dit  que  ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. On  dit  aussi  que  les  deux  droites  E,  F  sont  conju- 
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guées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  A ,  A',  ou  bien 
qa'elles  dwisent  harmoniquement  F  angle  des  deux  droites 
A  y  A';  et,  réciproquement,  que  ces  deux-ci  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres ,  ou  bien  qu^ elles 
divisent  harmoniquement  l'angle  de  ces  deux-là. 

Ces  quatre  droites  rencontrent  une  transversale  quel- 
conque en  quatre  points  a,  a',  e,y  qui  sont  en  rapport 
harmonique  \  car  on  a 

ae     a'e 

80.  Si  la  transversale  est  parallèle  à  Tune  des  droites,  à  la 
droite  A',  par  exemple,  le  point  a'  sera  à  Tinfini,  cl  l'on 
aura  simplement 

ac 

par  conséquent  le  point  a  est  le  milieu  dû  segment  ej. 

Cela  prouve  que  si  les  deux  droites  A  ^  A'  sont  rectangu- 
laires, les  deuxE,  F  font  des  angles  égaux  avec  Tune  d'elles*, 
c'est-à-dire  que  ; 

QUand  deux  droàes  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port à  deux  autres  sont  rectangulaires ^  Vune  d'elles  est 
la  bissectrice  de  l'angle  forme  par  ces  deuj^^i. 

Et  réciproquement  :  La  bissectrice  d'un  angle  et  sa  per- 
pendiculaire div^isent  harmoniquement  cet  angle, 

81 .  On  conclut  de  là  cette  propriété  du  cercle  : 
Quand  deux  points  dii^isent  harmoniquement  un  dia- 
mètre^ les  droites  menées  d'un  point  de  la  circonférence 
à  ces  deux  points  sont  également  inclinées  sur  la  droite 
fnenée  du  même  point  à  F  une  des  extrémités  du  diamètre. 

Car  les  deux  droites  Se,  Sf(fg.  lo)  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  Sa ,  Sa'  :  mais  celles-ci 
«ont  rectangulaires  -,  par  conséquent  Tune  d'elles  est  la  bis- 
sectrice de  l'angle  des  deux  droites  S  e ,  Sf 
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§  VIII.  —  Relations  entre  quatre  droites  en  rapport 

harmonique. 

82.  Toutes  les  relations  entre  quatre  points  en  rapport 
harmonique  qui  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  telle, 
qu'elles  ne  contiennent  que  des  rapports  anharmoniques , 
s'appliqueront ,  par  le  simple  changement  des  segments  en 
sinus  d'angles ,  à  quatre  droites  en  rapport  harmonique. 

Ainsi,  la  première  des  équations  (2)  s'écrit 

aa'  af 

ea  ef 
On  a  donc 

sin(A,A^)  sin(A,F)  _ 

sin(E,A')'sin(E,F)""^' 
ou 

sin  (A,  A').  sin(E,F)  =  asin  (A,  F),  sin  (E,  A'). 

83.  De  même ,  l'équation  (4) ,  qui  contient  un  point  arbi- 
traire ,  donne  la  suivante ,  qui  contient  une  droite  arbi- 
traire , 

sin(M,V)  _8iQ(M,E)       sin  (M,  F) 

^  sin  (A,  A')  "~  sin  (A,  E  )  "^  sin  (A,  F)* 

Et  pareillement 

siii(M,F)  _  sin  (M,  A)       sin(M,AO 
^sin(E,  F)  ^8in(E,A)       sin(E,A')' 

Si  Ton  prend  la  droite  M  perpendiculaire  à  la  droite^E,  il 

vient 

2  I  1 


tang(E,  F)       tang (E,  A)       tang(E,  A') 
ou 

2cot(E,  F)  =  cot{E,  A)  -♦-  cot(E,  A'). 

84.  La  formule  (19)  donne  celle-ci  : 

sin  (M,  A)siD(M,  A^)    .   sin  (M,  E)  sin  (M,  F) 
sintN,  A)sin(N,  A')  "^  sin(N,  E)sin(N,F) 

sin  (M,  a)  sin  (M,  O) 

"~^'sin(N,  a)sin(N,  O)' 


r 
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dans  laquelle  M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a, 
O  les  droites  conjuguées  harmoniques  de  la  droite  N  par 
rapport  aux  deux  couples  de  droites  A ,  A',  et  E ,  F. 
Si  les  deux  droites  M,  N  sont  rectangulaii*es ,  il  vient 

cot(N,A)cot(N,A')4-cot(N,E)cot(N,F)  =  2cot{N,a)cot{N,0). 

85.  Enfin,  la  formule  (20)  donne  celle-ci  : 

sîn(M,A)sin(M,  A')    •    ,^  ^.  .    .^     s 
.    /\r   /v   ■    >>T  T/f  sin  E,  F ^  sin  (N,  al 
5in(N,  A)  sin(N,  A')  •        ^ 

sin'fM,  E)   .    ,„     ^    .    /^.  ^x 
sin'(M,F) 


Slll'  V 


^.ysin(a,E)sin(N,F)=ro. 


M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a  est  la  droite 
conjuguée  harmonique  de  la  droite  N  par  rapport  aux  deux 
A  et  A'. 

Si  les  deux  droites  M ,  >  sont  rectangulaires ,  il  vient 

cot(N,A)cot(N,  A')8in(E,F)8in(N,«) 
-h  cot'  (  N,  E)  sin  (  F,  a)  sin  (N,  E) 

cot'(N,F)sin(a,E)sin(N,  F)=r  o. 
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CHAPITRE  V. 


DU    SYSTEME    DE    DEUX    POINTS    OU    DE    DEUX    DROITES 

IMAGINAIRES . 


SI.  —  Manière  de  déterminer  simultanément  deux  points 
sur  une  droite.  —  Points  imaginaires. 

86.  Deux  points  sont  déterminés  simultanément,  sur 
une  droite ,  quand  on  connaît  leur  point  milieu  et  le  pro- 
duit, ou  rectangle,  de  leurs  distances  à  une  origine  com- 
mune prise  SUT  la  même  droite. 

Soient  a,  a'  les  deux  points  (fig-  11)9  «  leur  point 

milieu,  et  i^  le  produit  de  leurs  distances  au  point  fixe  M; 

on  a 

«r=:  Ma.Ma' =  Ma — aa     (4), 
d'où  

a£i=Ma  —  f;    aa  =  ±YMa — u. 

Ainsi ,  la  détermination  des  deux  points  dépend  de  la  con- 
struction de  l'expression  y  Ma — ^5  et  les  distances  des 
deux  points  à  l'origine  M  sont 

Ma=2.Ma  H-  yMa  — », 

et  

Ma' =  M  a  —  v/mÎ^. 

On  peut  donc  dire  que  deux  points  sont  exprimés  ou 
représentés  par  un  point ,  qui  sera  leur  milieu ,  et  im  rec" 
tangle,  qui  sera  le  produit  de  leurs  distances  à  une  origine 
commune. 
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Qoand  le  rectangle  u  est  négatif,  l'expression  y  Ma — i^ 
est  toujours  réelle,  et  la  détermination  des  deux  points 
s^effectue  toujours.  Mais  quand  le  rectangle  u  est  positif,  il 

faut,  pour  que  l'expression  y  Ma  —  «^  soit  réelle ,  que  Ma 
soit  plus  grand  que  u  ;  s'il  est  plus  petit ,  l'expression  est 
imaginaire^  et  les  deux  points  cherchés  n'existent  plus.  On 
dit  alors  qu'ils  sont  imaginaires. 

Noos  appellerons  points  conjugués  ce  système  de  deux 
points  déterminés  simultanément  par  deux  données,  savoir, 
leoi  point  milieu,  et  le  produit  ou  rectangle  de  leurs  dis- 
tances à  une  origine  commune. 

87.  On  peut,  en  impliquant  ces  deux  données  dans  une 
^qnation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue  y  représen- 
ter les  deux  points  par  cette  seule  équation.  Car  on  a 

M£H-Mfl'  =  2Ma     et     Mfl.Ma'  =  p; 
doù 

Ma  (2  M  a  —  Ma)=  v^ 

M«  —  2  M  a. Ma  -Hp  =  o, 
OU,  en  représentant  Ma  par  x, 

x^  —  2Ma.X4-«'=:0. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  donc  les  distances  des 
deux  points  a^a'  k  l'origine  M.  Quand  ces  racines  seront 
ffutginaîres  y  on  dira  que  les  deux  points  sont  imagi- 
naires. 

88.  Ainsi  Ton  conçoit  bien  ce  que  nous  entendrons  par 
deux  points  imaginaires  sur  une  droite  5  cela  signifiera 
çie  les  deux  données  ou  éléments  qui  servent  à  la  déter- 
nûnation  des  deux  points ,  savoir,  leur  point  milieu  et  le 
rectangle  de  leurs  distances  à  une  origine  commune, 
donnent  lieu  à  une  expression  imaginaire  des  distances  de 
<*8  points  à  l'origine,  ou  bien  que  Téquation  du  second 
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degré ,  qui  suffit  pour  représenter  les  deux  points ,  a  ses  ra- 
cines imaginaires. 

Quand  nous  parlerons  de  deux  points  imaginaires,  il 
sera  question  de  deux  points  conjugués  déterminés  comme 
il  vient  d'être  dit,  lesquels  pourront  avoir,  avec  une  figure 
donnée,  certaines  relations  au  moyen  de  leurs  deux  élé- 
ments^ et  il  ne  s^ agira  pas  de  deux  points  quelconques  indé- 
pendants l'un  de  l'autre ,  tels  que  deux  points  qui  appar- 
tiendraient à  deux  systèmes  différents  de  points  conjugués. 

89.  Le  produit  des  distances  de  deux  points  inuigi- 
naires  à  un  point  réel  ^  pris  sur  la  même  droite  y  est  réel 
et  toujours  positif. 

Les  deux  points  imaginaires  sont  déterminés  par  leur 
point  milieu  a  et  le  produit  de  leurs  distances  à  une  ori- 
gine m  :  ce  produit  étant  (^,  les  distances  sont  (86) 


=  771  a  -h  \ ma. 


ma 

ma'  =  m 


a  —  y  ma.  —  v. 

Si  l'on  change  d'origine  et  qu'on  prenne  le  point  M ,  ou  a 

ma  =  M  fl  —  M  //ï , 
ma'  =:  M  a'  —  M  /»  ; 


ma. ma'  =  Mrt.Mfl'  —  (Ma  -+-  Ma')  Mw  -f-  M/w. 
Or,  ma. ma'  =  i^  et  Ma  -+-  Ma'  =  i  Mol  \  il  s'ensuit  que 


M  rt  .  M  «'  =  2  .  M  a .  IVÏ  w  -h  <•  —  M  /// . 


Ainsi  le  produit  Ma. Ma'  est  toujours  réel. 
Il  est  toujours  positif.  En  ellet ,  on  peut  érrin* 


Mrt.Mfl'  =  Ma  —  (Ma  —  y\my  -f  r. 
Or,  My.  —  Mut  =z  ni<x\  donc 

Mr/ ,  M  fl'  =  M  a  —  \m  y.  —  vj . 


r 
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y  m  a  —  ^')  est  négatif  par  hypothèse ,  puisque  les  deux  poin  ts 

sont  imaginaires-,  donc  Ma  — \ma  — u)  est  une  quantité 
positive;  donc  Ma.  M  a'  est  positif. 

autrement.  On  simplifie  la  démonstration  en  représen- 
tant les  deux  points  imaginaires  par  Téquation  du  second 

d^;ré 

j:'  H-  ax  -h  6  =  o , 

dont  les  racines  sont  les  distances  des  deux  points  à  une 
origine  commune  m. 

Remplaçant  x  par  x'  -f-  A,  on  a  Téquation 

x"  -+-  (2  A  4-  a)  :c'  ■+-  A*  -f  a  A  -J-  6  =  o  , 

dont  les  racines  expriment  les  distances  des  deux  points  à 
une  autre  origine  M ,  déterminée  par  la  valeur  attribuée  à 
A.  Le  produit  de  ces  distances  est  égal  à  (A'  +  aA  +  b)  ; 
quantité  réelle  et  toujours  positive,  car  elle  se  met  sous  la 
forme 


-r-('-r) 


et  chacun  des  deux  termes  est  positif  ;  le  premier,  comme 
étant  un  carré ,  et  le  second  Ib  —  7-  j  >  parce  que  les  racines 
de  Téquation  proposée,  savoir, 


'=-^-\/(r-' 


sont  imaginaires,  par  hypothèse.  Donc,  etc. 

§  II.  —  Relations  entre  des  points  réels  et  des  points 

imaginaires, 

90.  Deux  points,  imaginaires  peuvent  avoir  des  relations 
réelles  avec  différentes  parties  d'une  figure ,  par  exemple , 
avec  des  points  réels.  Ce  seront  des  relations  dans  les- 
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quelles  les  deux  points  imagiuaires  seront  représentés  im- 
plicitement par  leurs  deux  éléments  y  c'est-à-dire,  dans  les- 
quelles entreront  ces  deux  éléments. 

Ainsi ,  supposons  que  dans  une  figure  on  ait  trouvé  entre 
trois  points  en  ligne  droite ,  e^f^a^  le  point  milieu  O  des 
deux  premiers,  et  un  autre  point  m  de  la  même  droite^ 
cette  relation 

u  étant  un  rectangle  ou  produit  de  deux  lignes ,  dépendant 
de  la  figure.  On  peut  regarder  ce  rectangle  et  le  point  a 
comme  les  éléments  de  deux  points  a,  a'  (réels  ou  imagi- 
naires), le  point  a  étant  leur  point  milieu,  et  le  rectangle  v 
le  produit  de  leurs  distances  au  point  m;  Téquation  pourra 
donc  s'écrire 

me.m/' -h  ma. ma'  =  2ma./n0y 

et  elle  exprimera  une  propriété  de  la  figure,  relative  aux 
deux  points  déterminés  par  les  deux  éléments  a  et  i^. 

Si  les  deux  points  sont  réels,  on  pourra  les  substituer, 
dans  l'énoncé  du  théorème  exprimé  par  Téquation ,  au 
rectangle  w^  et  s'ils  sont  imaginaires,  on  pourra,  soit  con- 
server ce  rectangle  dans  Ténoncé  du  théorème,  soit  y 
introduire  la  notion  des  deux  points  imaginaires  ,  mais  en 
sous-en tendant  la  définition  que  nous  avons  donnée  (88) 
de  ces  points  fictifs. 

91 .  La  propriété  qu'exprime  Téquation  que  nous  venons 
de  prendre  pour  exemple,  c'est  que  les  deux  points  a,  a',  qui 
ont  pour  milieu  le  point  a ,  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  e,y  (66). 

Ainsi  l'on  peut  concevoir  deux  points  imaginaires,  con^ 
jugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  réels  ,•  cela 
veut  dire  que  les  deux  points  réels  ont ,  avec  les  éléments 
qui  représentent  le  système  drs  deux  points  imaginaires , 
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les  relations  qui  expriment  d^une  manière  générale  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  réels ,  conjugués  deux 
à  deux. 

92.  Nous  avons  vu  que  quand  les  deux  points  imagi- 
naires sont  donnés,  sânéi  que  le  milieu  des  deux  autres 
points,  ceux-ci  sont  toujours  constructibles,  et  par  consé- 
quent toujours  réels  (77).  Il  s'ensuit  que  quand  deux  cou- 
ples de  points  a ,  a'  et  e ,  /*  sont  en  rapport  harmonique , 
Tun  des  deux  couples  seulement  peut  être  imaginaire ,  et 
que  l'autre  est  toujours  réel. 

Si  Ton  donne  le  système  des  deux  points  imaginaires 
a,  a\  et  l'un  e  des  deux  points  réels ,  le  second  f  se  déter- 
minera par  la  relation 

ea.ea!  z=.  eoL.ef    (70), 

dans  laquelle  les  deux  points  imaginaires  entrent  par  leurs 
deux  éléments^  savoir,  leur  point  milieu  a  et  le  rectangle 
ea.ea'  de  leurs  distances  au  point  e, 

93.  Quand  deux  systèmes  de  points  sont  représentés, 
respectivement,  par  deux  équations  du  second  degré, 

x'  -h  rtj?  -h  ^  =0, 
4:'4-a'x-4-^'=  o, 

les  relations  que  ces  points  doivent  avoir  entre  eux  s'ex- 
primeront au  moyen  des  coefficients  a,  h^  a\  h\  qui  équi- 
valent aux  deux  éléments  de  chaque  couple  de  points.  S'il 
s'agit  de  la  relation  harmonique,   elle  s'exprimera   par 

l'équation 

aa! 

2 

qui  équivaut  à 

p  -f-  p'  =  2,moL»ma!^ 

a,  ol'  étant  les  milieux  des  deux  couples  de  points,  et  v^^  v^ 
les  produits  de  leurs  distances  à  l'origine  m  (66). 
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94.  Observation.  —  Bien  que  nous  exprimions  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  par  une  équation  de 
condition  entre  les  éléments  des  deux  couples  de  points,  il 
ne  faut  pas  songer  à  exprimer  de  même  le  rapport  anhar^ 
monique  de  quatre  points.  La  chose  n'est  possible  dans  le 
premier  cas,  que  parce  que  les  deux  points  de  chaque 
couple  entrent  d^une  manière  symétrique  dans  la  relation 
harmonique,  de  même  que  dans  chacun  de  leurs  deux  élé- 
ments, de  sorte  que  Ton  peut  changer  un  point  en  son  con- 
jugué, et  vice  versa. 

Si  Ton  pouvait  exprimer  que  le  rapport  anharmonique 

—y,  :  -7-v.  des  deux  couples  de  points  a ,  a'  et  e ,  y  est  égal  à  À 

par  une  relation  entre  X  et  les  quatre  éléments  des  deux 

couples  de  points,  cette  relation  n'indiquerait  pas  dans  quel 

ordre  on  devrait  prendre  les  deux  points  a ,  a',  non  plus 

que  les  deux  e,  /*,  de  sorte  qu'on  ne  saurait  pas  si  le  rap- 

,  .  ae      a' e  af     a'f 

port  anharmonique  est  — ;.:  -7-%»  ou  -^  :  -i-- 
^  ^  af     a'f  ae      a' c 

§111.  —  Autres  éléments  par  lesquels  on  peut  déterminer 

deux  points  imaginaires. 

95.  On  sait  construire  le  point  conjugué  harmonique  f 
d'un  point  donné  e ,  par  rapport  à  deux  points  réels  ou 
imaginaires  a,  a'  (92).  Ce  point,  qu'on  appelle  aussi  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux  a ,  a'  par  rap- 
port au  point  donné  (62) ,  est  toujours  réel,  de  même  que 
le  point  milieu  des  deux  points  a,  a'  et  le  produit  de  leurs 
distances  à  une  origine  commune.  De  ces  trois  choses ,  le 
point  milieu  des  deux  points,  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques  par  rapport  au  point  donné,  et  le  rectangle 
de  leurs  distances  à  une  origine  conmiune ,  deux  suffisent 
pour  déterminer  la  troisième ,  et  par  conséquent  pour  dé- 
finir les  deux  points. 
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En  effet,  <ju'on  représente  le  produit  ma.  m  a!  par  »^, 
l'équation  (66)  s'écrit 

p  -+-  me .  mf  =i  ma.  (j/wc  -f-  mf) ; 

relation  entre  les  deux  éléments  ^  et  a  des  deux  points 
a,  a\  réels  ou  imaginaires,  et  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques^  relatif  au  point  e. 

96.  On  pourrait  donc  prendre ,  pour  déterminer  le  sys- 
tème de  deux  points  conjugués  susceptibles  de  devenir  ima- 
ginaires ,  d'autres  éléments  que  le  point  milieu  et  le  rec- 
tangle que  nous  avons  choisis  parce  que  ce  sont  les  deux 
éléments  qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  les  spécu- 
lations géométriques,  et  qui  entremt  explicitement  dans 
Téquation  du  second  degré  qui  suffit  pour  représenter  les 
deux  points. 

En  général ,  on  peut  prendre  toute  relation  géométrique 
qui  conduit  à  ime  équation  du  second  degré.  Par  exemple, 
ayant  sur  une  droite  quatre  points  fixes  A,  A',  B,  B',  on 
déterminera  la  position  de  deux  points  a,  a\  si  Ton  ex- 
prime que  le  rapport  des  produits  des  distances  de  chacun 
d'eux  aux  deux  couples  de  points  A ,  A'  et  B ,  B',  respecti- 
vement, a  une  valeur  donnée,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


Btf.B'û       Ba'.B'fl' 


=  X. 


Une  manière  de  déterminer  deux  points ,  qui  se  présen- 
tera très-souvent  dans  la  théorie  des  sections  coniques, 
sera  de  les  considérer  comme  divisant  harmoniquement 
deux  segments  à  la  fois;  ces  segments  pouvant  être  réels 
<Ni  imaginaires. 

On  détermine  encore  deux  points  conjugués  par  le  sys- 
tème d^une  droite  et  d'un  cercle ,  ou  d'une  droite  et  d'une 
section  conique,  et  de  diverses  autres  manières,  conmie 
nous  le  verrons  dans  la  suite. 
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§  IV.  —  Du  système  de  deux  points  imagiruûres  en  rapport 
harmonique  avec  deux  points  réels, 

97.  La  plupart  des  relations  entre  deux  couples  de  points 
en  rapport  harmonique ,  que  nous  avons  démontrées  dans 
rhypothèse  de  quatre  points  réels,  ne  sont  plus  applicables 
dans  le  cas  où  deux  de  ces  points  sont  imaginaires,  comme 
il  peut  arriver  (91  )  \  c'est-à-dire  que  ces  relations  peuvent 
ne  plus  avoir  de  sens  explicite  5  les  segments  qui  y  entrent 
sont  en  quelque  sorte  désagrégés ,  et  ne  représentent  que  des 
quantités  imaginaires,  lesquelles  ne  sont  rien  par  elles- 
mêmes  ,  considérées  isolément  ;  par  exemple ,  la  relation 


ae  a!  e 

n'a  pas  de  sens  explicite ,  si  a  et  a'  sont  imaginaires.  Celle- 
ci  non  plus . 

2  I         I 

/-'        — —  "T~  "~^î 

ea       ea 

et  beaucoup  d'autres. 

Mais  si  Ton  admet  que  l'on  puisse  faire  sur  les  quantités 
imaginaires  les  mêmes  opérations  d'addition,  multiplica-* 
tion,  etc.,  que  sur  les  quantités  réelles,  principe  pratiqué 
en  algèbre ,  alors  on  déduira  de  chacune  de  ces  équations 
une  relation  où  les  deux  points  a,  a' n'entreront  que  par 
leurs  deux  éléments^  et  cette  relation  sera  une  expression 
explicite  et  intelligible  du  rapport  harmonique  des  deux 
points  imaginaires  a,  a!  avec  les  deux  point  réels  e^f.  Par 
exemple ,  la  seconde  équation  ci-dessus  donnera 

2    ea  -^  ea'  n.ea. 

ef  ea^ea'  ea.e.a' 

OU 

ef.ea.  =:  ea.ea' \ 

équation  où  n'entrent  que  les  deux   éléments  des   deux 
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points  imaginaires ,  savoir,  leur  point  milieu  a ,  et  le  rec- 
tangle ea.ea'  de  leurs  distances  au  point  e. 

On  pourra  donc  exprimer  les  dépendances  existantes  entre 
deux  points  imaginaires  et  des  parties  réelles  d^une  figure  ^ 
dépendances  qui ,  au  fond ,  ne  peuvent  contenir  que  les  ^/é-> 
ments  des  deux  points,  pai:  les  relations  générales  qui 
conviennent  au  cas  de  points  réels  et  dans  lesquelles  ces  élé- 
ments n'apparaissent  pas  explicitement.  Mais  alors  les  seg-^ 
ments  qui  entrent  dans  ces  relations ,  comme  dans 


ae  a!  e 


doivent  être  considérés  comme  des  symboles,  au  moyen  des- 
quels on  fait  allusion  au  cas  où  les  points  seraient  réels ,  et 
qui ,  combinés  entre  eux ,  comme  dans  ce  cas  spécial ,  con- 
duisent à  des  relations  où  n'entrent  que  les  éléments  des 
deux  points.  De  sorte  que  la  relation  symbolique  primitive 
nest,  au  fond,  qu'une  expression  de  cette  relation  entre 
des  éléments  toujours  réels. 

U  sera  donc  permis  d'employer  ces  relations  symboliques, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  raisonner  sur  des  points  ima- 
ginaires, comme  on  le  ferait  dans  le  cas  analogue  où  ces 
points  seraient  réels. 

§  V.  —  Manière  de  déterminer  simultanément  deux  droites 
conjuguées  passant  par  un  point  donné,  —  Droites 
imaginaires. 

88.  On  peut  déterminer  la  position  de  deux  droites  issues 
d'un  point  donné ,  par  celle  des  deux  points  où  ces  droites 
rencontrent  une  droite  fixe.  Et  quand  ces  deux  points  seront 
imaginaires,  on  dira  que  les  deux  droites  sont  elles-mêmes 
ffnagincùres . 

On  peut  aussi  déterminer  les  deux  droites  directement, 
parles  angles  qu'elles  font  avec  un  axe  fixe  mené  par  leur 
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point  de  concours.  Ces  angles  seront  représentés  par  leurs 
tangentes  ou  cotangentes -,  et  la  position  des  deux  droites 
sera  déterminée  quand  on  connaîtra  le  produit  et  la  somme 
des  cotangentes.  Soient  w,  w'  les  deux  angles,  S  et  P  la 
somme  et  le  produit  des  deux  cotangentes  ;  celles-ci  seront 
les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

cot'j:  —  S  cotx  -f-  P  =:  o , 
ou 

cot'x  -^  (cotb)  -h  cot&>')cot.r  H-cot«.  cotw'  =  o. 

La  somme  des  deux  cotangentes  fixe  la  position  d'une 
droite,  qui  est  la  conjuguée  harmonique  de  Taxe  fixe,  par 
rapport  aux  deux  droites  cherchées  A.  A'.  Car,  appelant  F 
cette  droite  conjuguée,  et  E  l'axe  fixe,  on  aura 

2cof(E,F)=rcot(E,  A)^-  cot(E,  A')     (8r>), 
ou 

7.  cot  {E ,  F  )  =  rot  w  H-  cot  w'. 

On  peut  donc  dire  que  deux  droites  sont  déterminées 
simultanément,  quand  on  connaît  le  produit  des  cotan- 
gentes de  leurs  inclinaisons  sur  un  axe  fixe  et  la  droite  con- 
juguée harmonique  de  cet  axe  par  rappori  aux  deux  droites 
cherchées.  Cette  droite  et  le  produit  des  cotangentes  des 
inclinaisons  peuvent  être  considérés  comme  les  cléments 
propres  à  la  détermination  des  deux  droites. 

Les  deux  droites,  nonobstant  la  réalité  de  ces  deux  élé- 
ments, peuvent  être  imaginaires.  Ainsi  l'on  voit  ce  que 
nous  entendrons  par  droites  imaginaires  représentées  par 
deux  éléments  réels,  comme  le  sont  deux  droites  réelles. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  systèmes  de  points  imagi- 
naires et  de  leurs  relations  avec  d'autres  parties  réelles 
d'une  figure,  s'appliquera  naturellement  aux  systèmes  de 
droites  imaginaires.  Il  est  inutile  d'entrer  k  ce  sujet  dans 
aucun  nouveau  développement. 


r 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE    DE    LA    DIVISION    UOMOGRAPHIQUE. 


§  I.  —  Divisions  homo graphiques  de  deux  droites. — 

Faisceaux  homo  graphiques , 

99.  Défiiiitioks.  —  Quand  deux  droites  sont  divisées 
en  des  points  qui  se  correspondent  un  à  un  et  tellement, 
que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
de  Tune  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  correspondants  de  l'autre ,  nous  dirons  que  ces  deux 
droites  sont  divisées  homo  graphiquement  ^  ou  bien  que 
leurs  points  de  division  forment  deux  divisions  homogra-^ 
phîques. 

Nous  verrons  qu'il  y  a  beaucoup  de  manières  de  former 
des  divisions  homo  graphiques. 

Quand  deux  faisceaux  dont  les  droites  se  correspondent 
une  à  une  sont  tels,  que  quatre  droites  quelconques  du 
premier  aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  droites  correspondantes  du  second,  nous  dirons  que 
les  deux  faisceaux  sont  homographiques. 

Nous  verrons  plus  tard ,  en  traitant  de  la  théorie  géné- 
rale des  figures  homographiques  ^  la  raison  et  le  sens 
propre  de  cette  expression.  Bornons-nous  à  dire,  pour  le 
moment,  que  cette  notion  des  divisions  et  des  faisceaux 
homographiques  nous  sera  d'un  très-utile  et  très-fréquent 
usage  dans  la  géométrie  des  figures  rectilignes  et  dans  celle 
des  sections  coniques. 

100.  Construction  de  deux  divisions  ou  de  deux  fais- 
ceaux HOMOGRAPHIQUES. — Une  droite  L  étant  divisée  en  des 
points  a,  ft,  c,  d.,,.^  si  l'on  veut  diviser  homo  graphique- 
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ment  une  seconde  droite  L',  on  pourra  prendre  arbitraire- 
ment sur  celle-ci  trois  points  a',  b\  c'  pour  correspondre, 
un  à  un ^  aux  trois  points  a^  b^  c;  puis  déterminer  les 
points  rf',  e',...,  qui  correspondront  aux  autres  points 
rf,  e,...  de  la  première  droite,  par  la  condition  que  le  rap- 
port anharmonique  des  points  a',  b\  c'et  im  quatrième //'soit 
égal  à  celui  des  quatre  points  a,  &,  c,  d\  c'est-à-dire  par 
une  équation  telle  que 


ab 

db       a'b' 

d'b' 

ac 

'  de        a'c' 

■  d'c' 

Je  dis  que  les  points  d\  e',...,  déterminés  ainsi»  diviseront 
la  seconde  droite  homographiquement^dir  rapport  à  la  pre- 
mière, c'est-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  quelconques  d\  e',...,  sera  égal  à  celui  des  quatre 
points  rf,  e,...  de  la  première  droite. 

En  effet,  qu'on  transporte  la  droite  a'i',  de  manière  à 
faire  coïncider  le  pointa'  avec  le  point  a ,  la  droite  a'  b'  fai- 
sant avec  ab  un  angle  quelconque;  les  deux  droites  bb' . 
ce'  concourront  en  un  point  S,  et  chacune  des  droites  dd'^ 
ee',...  passera  par  ce  point  (38).  Il  s'ensuit  que  quatre 
points  quelconques  d\  e',...  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants 
rf,  e,...  (li);  et  par  conséquent  les  deux  droites  sont  di- 
visées homo  graphiquement. 

autrement.  On  détermine,  par  hypothèse,  les  points 
d\  e', /',...  parles  équations 


ab 

db        a'b' 

d'b' 

ac 

de        a'c' 

'   d'c'' 

ab 

cb        a'b' 

e'b' 

ac 

ce        a  c 

•    e'c'' 

Divisant  membre  à  membre  les  deux  premières,  pour  éli- 
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miner  les  points  a  et  a',  on  a 

€lb      eb         crb'       e'b' 
de   '    ce        d^  e'  '    e'c' 

Celle  équation  prouve  que  les  quatre  points  &,  c ,  r/,  6»  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
h\  c',  d\  e\ 

Pareillement,  les  deux  systèmes  de  quatre  points  i,  c,  d^f 
et  b\c\  d\J'  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Ainsi  y  et  y  forment  une  égalité  de  rapports  anharmo- 
niques avec  è,  c,  d  et  i',  c',  d\  de  même  que  e  et  e'. 
Donc,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré  à  Fégard  des  points 
//,  e  et  d\  e'j  on  conclut  cpie  c,  d^e^  f  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  de  c',  d^ ^  ^'j  J  '• 

Il  en  est  de  même  des  deux  systèmes  c,  d^  e^  g^  et 
c',  d'^  e',  g' .  Donc,  les  deux  systèmes  rf,  e,  J\  g  et  d\  e'  ^J\  g' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Pareillement,  les  deux  systèmes  rf,  e^f^  hel  d\  e',  j\  h' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  -,  et  Ton  en  con- 
clut que  les  deux  systèmes  e,  f^  gy  h  et  e',  /',  g^',  A'  ont 
aussi  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Il  est  donc  prouvé  que  quatre  points  quelconques  de  la 
première  droite  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  ce- 
lui des  quatre  points  correspondants  sur  la  seconde  droite. 

101.  Etant  donné  un  faisceau  de  droites  Â,  B,  C,  U,..., 
si  Ton  veut  former  un  second  faisceau  homographique,  on 
pourra  prendre  arbitrairement  trois  droites  A',  B',  C  de 
ce  faisceau ,  pour  correspondre  respectivement  aux  trois 
A,  B,  C  ;  puis  on  déterminera  une  quatrième  droite  D'  cor- 
respondante à  une  droite  quelconque  D  du  premier  fais- 
ceau,  par  la  condition  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  droites  A',  B',  C,  D'  soit  égal  à  celui  des  quatre 
A,B,  C,  D. 

On  démontrera  directement,  par  les  mêmes  raisonne- 
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ments  que  pour  la  division  homographique  de  deux  droites, 
que  les  deux  faisceaux  sont  homographiques.  On  peut  aussi 
dire  que,  si  l'on  coupe  les  deux  faisceaux  par  deux  trans- 
versales ,  les  points  d'intersection  formeront  sur  ces  deux 
droites  deux  divisions  qui ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, seront  homographiques  ;  d'où  il  suit  que  les  deux 
faisceaux  eux-mêmes  sont  homographiques. 

§  II.  —  Propriétés  géométriques  (le  deux  dwites  divisées 
ho nio graphiquement,  et  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques, 

102.  Quand  des  droites  issues  d'un  même  point  ren- 
contrent deux  autres  droites,  elles  forment  sur  celles-ci 
deux  divisions  homographiques. 

Soient  des  droites  issues  d'un  point  p  {fg-  îî*)»  et  ren- 
contrant deux  droites  fixes  SL,  SL'  en  des  points  a^  a!  \ 
i,  5'  5  c,  c'j. . .  j  ces  points  divisent  les  deux  droites  SL, 
SU  homographiquement.  Car  quatre  points  quelconques 
a,  i,  c,  J  de  la  première  droite  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  de  la 
seconde  (14). 

Il  est  clair  que  le  point  d'intersection  des  deux  droite* 
SL,  SL'  représente  deux  points  de  division  homologues 
coïncidents.  Nous  dirons  que  ce  point  est  un  point  commun 
aux  deux  divisions. 

103*.  Réciproquement,  quand  deux  droites  sont  dii^isees 
homographiquement  y  si  feur  point  de  concours,  considère 
comme  appartenant  à  la  pren^èrc  division,  est  liurmêtne 
son  homologue  dans  la  seconde  div^ision,  les  droites  q^ 
joindront,  un  à  un  respectivement,  tous  les  points  de  div^i 
sion  homologues,  concourront  en  un  même  point. 

Cela  est  évident  d'après  le  théorème  (38). 


r 
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i04.  Quand  des  rayons  issus  de  deux  points  fixes  se 
coupent  deux  à  deux  en  des  points  situés  en  ligne  droite^ 
ces  rayons  forment  deux  faisceaux  homo graphiques. 

En  effet,  soient  a,  b^  c,  d  (fig-  i3)  les  points  d'inter- 
section de  quatre  rayons  du  premier  faisceau,  par  les 
rayons  correspondants ,  un  à  un  respectivement ,  du  second 
faisceau  :  ces  quatre  points  étant  en  ligne  droite,  leur  rap- 
port anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  issues 
du  point  O,  et  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes 
issues  du  point  O'  (13).  Donc,  les  deux  séries  de  quatre 
droites  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  ^  ce  qui  est 
le  caractère  de  deux  faisceaux  homographiques.  Donc,  etc. 

11  est  clair  que  la  droite  00',  qui  joint  les  centres  des 
deux  faisceaux ,  représente  deux  droites  homologues  des 
deux  faisceaux ,  lesquelles  sont  coïncidentes.  Nous  dirons 
<{ae  cette  droite  est  un  rayon  commun  aux  deux  faisceaux. 

105.  Réciproquement,  quand  deux  Jaisceaux  homo- 
graphiques sont  tellement  placés,  que  la  droite  qui  joint 
leurs  centres,  étant  considérée  comme  appartenant  au 
premier  faisceau ,  soit  elle-même  son  homologue  dans  le 
second,  les  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontre^ 
ront,  respectivement  y  leurs  homologues  en  des  points  ^ 
situés  en  ligne  droite. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (tô). 

106.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homographique- 
ffient  aux  points  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...,  qui  se  corres- 
pondent un  à  un  respectiv^ement ,  si  Von  prend  sur  une 
droite  aa',  qui  joint  deux  points  correspondants ,  deux 
points  fixes  quelconques  P,  P',  les  droites  Pb,  Pc,...,  ren- 
contreront respectiifement  les  droites  P'b',  P'c', . . . ,  e»  des 
points  S,  y,...  qui  seront  en  ligne  droite» 

Encflci,  ces  droites  forment  deux  faisceaux  homogra- 
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phitjues,  parce  que  quatre  rayons  du  premier  faisceau  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  rayons 
correspondants  du  second.  Mais  deux  rayons  correspon- 
dants, savoir,  Pa  et  P'a',  coïncident  en  direction.  Donc 
les  autres  rayons  du  premier  faisceau  rencontrent ,  respec- 
tivement ,  les  rayons  correspondants  du  second  en  des  points 
situés  en  ligne  droite  (105). 

Cette  proposition,  qui  constitue  un  mode  général  de 
description  d'une  ligne  droite  par  points,  donne  lieu  à  de 
ïiombreux  corollaires,  tant  à  raison  de  l'indétermination  de 
position  des  deux  pôles  fixes  P,  P',  que  parce  qu'il  y  a  bien 
des  manières  différentes  de  faire  des  divisions  homogra- 
phiques  sur  deux  droites ,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
suite. 

107.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homo graphiques , 
si,  par  le  point  d'intersection  de  deux  rayons  homo" 
logueSf  on  mène  deux  droites  transversales  fixes ,  qui 
rencontrent  y  respectii^ement ,  les  deux  faisceaux  en  deux 
séries  de  points^  les  droites  qui  joindront  les  points  de  reU' 
contre  de  la  première  transversale  aux  points  de  rencontre 
de  la  seconde  y  un  à  un  respectivement,  concourront  en 
un  mêtne  point. 

En  effet,  ces  points  formeront  deux  divisions  homogra- 
phiques  dans  lesquelles  le  point  de  rencontre  des  deux 
transversales  représentera  deux  points  homologues,  c^ est- 
à-dire  que  ce  point,  considéré  comme  appartenant  à  la 
première  transversale,  sera  lui-même  son  homologue  dans 
la  seconde. 

Donc,  d'après  le  théorème  (103),  les  droites  qui  join- 
dront, un  à  un  respectivement,  les  autres  points  homo- 
logues concourront  en  un  même  point.  c.  q.  f.  d. 

Cette  proposition ,  de  même  que  la  précédente,  donnera 
lieu  à  beaucoup  de  corollaires,  à  cause  de  l'indétermination 
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de  position  des  deux  transversales ,  et  des  différentes  ma- 
nières de  former  les  faisceaux  homographiques. 

108.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homographique- 
ment  aux  points  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...,  qui  se  corres- 
pondent ^  un  à  un  respectivement,  deux  droites  telles 
que  ab'  et  ba',  qui  vont  de  deux  points  quelconques  de  la 
première  aux  deux  points  correspondants  de  la  seconde  y 
pris  inversement,  se  rencontrent  toujours  sur  une  même 
droite  fixe. 

Désignons  par  la  double  lettre  A^*  le  point  d'intersec- 
lion  des  deux  droites  L,  \J  [fig*  i4)  ?  ^^  lettre  A  appar- 
tiendra à  la  première  droite,  et  la  lettre  B'  à  la  seconde. 
Soit  A',  sur  celle-ci ,  le  point  correspondant  au  point  A  de 
la  première,  et  B,  sur  cette  première ,  le  point  correspon- 
dant au  point  B'  de  la  seconde.  Cela  posé ,  nous  allons  dé- 
montrer que  le  point  d'intersection  de  deux  droites  telles 
que  ab'  et  a^b^  se  trouvera  sur  la  droite  fixe  A'B. 

En  effet,  les  quatre  points  a\  &^  A\  B'  de  la  seconde 
droite  correspondeat ,  dans  les  deux  divisions  homogra- 
phiques,  aux  quatre  points  a,  b^  A,  B  de  la  première 
droite;  c'est-à-dire  que  les  quatre  premiers  points  ont  leur 
rapport  anbarinonique  égal  à  celui  des  quatre  autres  ;  donc 
les  quatre  droites  aa\  ab\aA'^aB'  issues  du  point  a  ont 
leur  rapport  anbarmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites 
a'a,  a'i,  a'A,  a'B  issues  du  point  a'.  Ces  deux  faisceaux 
de  quatre  droites  ont  deux  rayons  homologues  coïncidents 
suivant  aa^.  Donc  les  trois  autres  rayons  du  premier  fais- 
ceau rencontrent,  un  à  un  respectivement,  les  trois  autres 
rayons  du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (lOo)  :  ces  trois  points  sont  m ,  point  d'intersection 
des  deux  droites  ai'  et  a'i.  A'  et  B.  Ainsi ,  le  point  m 
est  situé  sur  la  droite  fixe  A'B.  Ce  qu'il  fallait  prouver. 
Donc ,  etc. 
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109.  Corollaire  I. — Le  point  d'intersection^  des  deux 
droites  ac',  a'c ,  et  le  point  d'intersection  n  des  deux  droites 
bc\  b'c  se  trouvent  donc  sur  la  même  droite.  Or  les  trois 
points  fl',  ft',  c',  qui  correspondent,  un  à  un,  aux  trois  a, 
i,  c,  peuvent  être  pris  tout  à  fait  arbitrairement.  De  là 
résulte  donc  ce  théorème  : 

Étant  pris  sur  deux  lignes  droites  deux  séries  de  trois 
points  quelconques  a,  b,  c  et  sl\  b',  c'  qui  se  correspondent 
un  à  un,  les  trois  points  de  croisement  des  diagonales 
ab'  et  a'b,  ac'  et  a'c,  bc'  et  b'c  sont  en  ligne  droite. 

Voici  une  démonstration  directe ,  fort  simple ,  de  ce  théo- 
rème particulier. 

Les  quatre  droites  issues  du  point  a,  aa\  ab'^  ac'  et  ac 
{fie-  *^)  »  ^^^  ^^"^  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  droites  issues  du  point  c,  ca'^  ci',  ce'  et  ca^  parce 
que  ces  droites  se  rencontrent  deux  à  deux  eu  quatre  points 
situés  en  ligne  droite.  Il  s'ensuit  que  les  intersections  des 
quatre  premières  droites  par  la  transversale  ia',  et  les  in- 
tersections des  quatre  autres  par  la  transversale  bc'  forment 
deux  séries  de  quatre  points  a' ^  m^  x,  b  et  y^  n,  c',  b 
ayant  le  même  rapport  anharmonique.  Or  i  est  commun 
aux  deux  séries-,  donc  les  trois  droites  a'y^  mn  etxc'^  ou 
a'c,  /7171,  c'a  concourent  en  un  même  point  (38).  C'est-à- 
dire  que  le  point  de  concours  p  des  deux  droites  ac'  ela'c 
se  trouve  sur  la  droite  mn,  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  — La  figure  représente  un  hexagone  ab'  ccibd 
inscrit  aux  deux  droites  L,  L',  et  le  théorème  exprime  que 
les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone sont  en  ligne  droite. 

1 10.  Corollaire  II.  —  Quand  les  points  de  division 
a,  /?,  c,...,a',  i',  c', . . . ,  sur  les  deux  droites  L,  L' 
(fig.  i6),  sont  déterminés  par  des  transversales  issues  d'un 
même  point  p,  il  est  évident  que  la  droite  m// ,  lieu  des 


■^-■^ 
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points  de  rencontre  des  diagonales  des  quadrilatères  tels 
qae  aa'b'b^  bb'  c'c  ,'etc. ,  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  droites. 

Ajoutons  que  la  droite  mn  coupe  les  transv^ersales  paa', 
pbb',..'.,  en  des  points  a,  6,. . .,  qui  sont  les  conjugués 
harmoniques  du  point  p  sur  les  segments  aa',  bb', . . .  *, 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

pa  <xa 

pa'  aa 

En  effet,  les  quatre  points  p,  b,  S,  b^  ont  leur  rapport 
anbarmonique  égal,  d'une  part,  à  celui  des  quatre  p^a^a^a'y 
parce  que  les  trois  droites  ba^ëa^  b'al  concourent  en  un 
même  point,  et  d'autre  part,  à  celui  des  quatre  points 
p,  a',  a ,  â ,  parce  que  les  trois  droites  ia',  6a ,  b' a  passent 
par  le  même  point  m.  Donc  les  quatre  points  jO,  a^a^  a 
ont  leur  rapport  anbarmonique  égal  à  celui  des  quatre 
,0,  a',  OL^a^  et  l'on  a 


pa      a  a        ^a'      aa* 

pa       a' a        pa.       a  a 


pu ,  parce  que  aa  =  —  aa\ 

pa       aa 

/  *        /  — 
pa       aa 


7 


I. 


Donc  les  deux  points  p,  a  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  a,  a'.  c.  q.  f.  d. 

m.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homo  graphiques,  si 
Von  prend  dans  le  premier  deux  rayons  quelconques  A ,  B, 
et  dans  le  second,  les  deux  rayons  homologues  A',  B',  la 
droite  qui  joindra  le  point  d'intersection  des  deux  rayons 
non  homologues  K^  W  au  point  d'intersection  des  deux 
autres  B,  A'  passera  toujours  par  un  même  point  fixe. 

Soit  X  le   point  d'iuterseclion  des  deux  rayons  A ,  B' 
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(fiS'  ^i)'i^^ï^^  point  d'intersection  des  deux  B,  A'.  Il  s'agit 
de  prouver  que  la  droite  xy  passe  toujours  par  un  même 
point.  Prenons  le  rayon  Oiî  qui ,  dans  le  premier  faisceau, 
correspond  à  la  droite  O'O  du  second  faisceau ,  et  le  rayon 
O'fl  qui  correspond,  dans  le  second  faisceau,  à  la  droite 
OO'  du  premier.  Le  point  de  concours  îl  de  ces  deux  droites 
est  le  point  fixe  par  lequel  passe  la  droite  xj. 

En  effet,  les  quatre  rayons  du  premier  faisceau  OA, 
OB,  OO',  Ofl,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
de  leurs  homologues  O'A',  O'B',  O'îî,  O'O.  Coupons  les 
quatre  premiers  par  le  rayon  O'A'  et  les  quatre  autres  par  le 
rayon  OA ,  on  aura  deux  séries  de  quatre  points  a, y,  O',  o), 
et  a,  X,  Cl)',  O,  dont  les  rapports  anharmoniques  seront 
égaux.  Or,  dans  ces  deux  séries,  le  point  a  est  commun. 
Donc  les  trois  droites  yx^  O'o)',  coO,  qui  joignent  les  trois 
autres  points  de  la  première  série  à  leurs  homologues,  con- 
courent en  un  même  point.  Or  le  point  d'intersection  des 
deux  droites  Ow,  O'w  est  le  point  A.  Donc  la  droite  xy 
passe  par  ce  point  5  donc ,  etc. 

112.  Corollaire.  — Dans  les  deux  faisceaux,  trois  droites 
du  second  peuvent  être  prises  arbitrairement  pour  corres- 
pondre à  trois  droites  du  premier  5  de  sorte  que  l'on  a,  comme 
corollaire  du  théorème  général ,  celui-ci  : 

Quand  trois  angles  A,  B,C  {fig^  18)  sous-tendent  une 
même  corde  00',  pins  deux  à  deux,  ils  en  sous-tendent 
une  seconde  y  et  les  trois  cordes  ainsi  déterminées  con- 
courent en  un  même  point. 

Cette  proposition ,  indépendante  de  la  notion  des  fais- 
ceaux homographiques ,  se  peut  démontrer  directement 
d^une  manière  fort  simple. 

Soient  mm\  nn*  et  pp^  les  trois  cordes  sous-tendues  par 
les  trois  angles  pris  deux  à  deux.  Les  quatre  droites  issues 
du  point  O',  O'A,  O'B,  O'C  et  O'O,  sont  coupées  par  les 
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deux  droites  OA,  OC  en  deux  séries  de  quatre  points  A, 
m',  n\  O  et  71 ,  p',  C ,  O  qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux  (l'I) ,  et  les  droites  menées  des  deux  points 
m,  p  (intersections  de  OB  par  O'A  et  O'C)  à  ces  deux 
séries  de  points,  respectivement,  forment  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (43).  Les 
rayons  de  ces  deux  faisceaux  sont  mÂ ,  mm! ^  mn\  mO  et 
jm ,  pp\  pCfpO.  Or  les  deux  rayons  mO  et  p O  sont  coïn- 
cidents ^  donc  les  trois  premiers  du  premier  faisceau  ren- 
contrent, respectivement,  leurs  homologues  du  second 
faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (105).  C'est- 
à-dire  que  la  droite  nn^  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  mm\  pp' .  c.  q.  f.  d. 

§  III.  —  Construction  (Tun  quatrième  point  ou  cVun  qua- 
trième rayon,  dans  deux  systèmes  de  quatre  points  ou 
deux  faisceaux  de  quatre  droites  y  dont  les  rapports 
anharmoniques  sont  égaux, 

113.  Troui^er,  dans  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  l'un  de  ces  points, 
quand  tous  les  autres  sont  donnés. 

Soient  a,  b^  c^  d  (fig.  19)  les  quatre  premiers  points, 
et  sur  une  seconde  droite,  «',  b',  c'  les  trois  points  qui 
correspondent,  un  à  un,  aux  trois  a^byC.  On  veut  déter- 
miner le  quatrième  point  d^  correspondant  au  quatrième 
dj  c'est-à-dire  le  point  satisfaisant  à  une  relation  telle  que 

fl^'fl'      c'a^        da      ca 


d'h'  '  c'b'  ~"  db  '   ch 

Première  manière.  On  mènera  par  le  pointa  une  droite 
indéfinie,  dans  une  direction  quelconque,  et  Ton  pren- 
dra sur  cette  droite  les  segments  «6,  ay,  égaux  respec- 
tivement à  a'b\  a'c' ,  On  mènera  les  deux  droites  ftê,  cy. 
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puis,  par  leur  point  de  concours  O,  la  droite  Od  qui  ren- 
contrera la  droite  auxiliaire  a  S  en  un  point  â.  Enfin,  on 
prendra  sur  la  droite  a^b\  le  segment  à'd^  =  ad,  et  le  point 
cherché  d'  sera  déterminé. 

Cette  construction  s'applique  au  cas  où  les  points  a', &\  d 
sont  donnés  sur  la  même  droite  que  a^b^  c^  d. 

Deuxième  manière.  On  mènera  (fig-  ao)  les  droites 
ab'^  axi\  lesquelles  rencontreront,  respectivement,  les  deux 
a'b^  a'c  en  deux  points  m,  n.  Les  deux  droites  a^d  et 
ad'  se  croiseront  sur  la  droite  m/i  (108).  Par  conséquent, 
la  droite  ad'  se  trouve  déterminée  et  fait  connaître  le 
point  d' , 

Troisième  manière.  On  prendra  sur  la  droite  aa*  {fig*  ai) 
deux  points  quelconques  P,  P',  et  l'on  mènera  les  droites 
Pi,  Pc,  et  P'i',  P'c'  \  les  deux  premières  rencontreront  res- 
pectivement les  deux  autres  en  deux  points  m ,  n\  et  les 
deux  droites  Pcf,  Vd'  devront  se  croiser  sur  la  droite 
mn  (106).  La  droite  Kd'  sera  ainsi  déterminée. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  P  et  P' 
{fig*  22)  les  points  d'intersection  de  aa'  par  ii'  et  cc*\ 
car  alors  c^est  sur  la  droite  cb'  que  se  coupent  deux  droites 
correspondantes  Vd^  Vd', 

Ces  diverses  constructions  permettent  de  supposer  que 
l'un  des  points  donnés  sur  chaque  droite  soit  situé  à  Tin- 
fini. 

114.  Déterminer  dans  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
correspondantes  une  à  une  respectiy^ement,  qui  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  le  qiuitrième  rayon  du 
second  faisceau^  quand  tous  les  autres  sont  connus. 

Soient  OA,  OB,  OC,  OD  (fig,  23)  les  quatre  rayons  du 
premier  faisceau,  et  O'A',  O'B',  O'C  les  trois  rayons  du 
second  faisceau,  correspondants  aux  trois  OA,  OB,  OC 
du  premier;  il  faut  déterminer  le  quatrième  rayon  CD'. 


■M 
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Première  manière.  On  supposera  qu'on  ait  déplacé  le 
second  faisceau  en  amenant  son  centre  O'  en  un  point  il 
du  rayon  OA  du  premier  faisceau,  et  en  faisant  coïncider 
en  direction  son  rayon  O'A'  avec  OA  ;  c'est-à-dire  que  par 
an  point  Si  du  rayon  OA  on  mènera  deux  droites  116,  Il  y 
faisant  avec  HO  des  angles  égaux,  respectivement,  aux 
deux  angles  B'O'A',  C'O'A'  :  puis  on  joindra  par  une  droite 
L  les  points  où  ces  deux  droites  rencontreront,  respective- 
ment ,  les  deux  rayons  OB,  OC.  Par  le  point  d'intersec- 
tion i  de  cette  droite  L  et  du  rayon  OD  on  mènera  la  droite 
S13^  laquelle  fera  avec  AO  un  angle  égal  à  Tangle  que  le 
rayon  cherché  O'D'  du  second  faisceau  fait  avec  O'A'.  Ce 
rayon  est  donc  déterminé. 

Cette  construction  s'applique  au  cas  où  les  deux  fais- 
ceaux auraient  le  même  centre  O. 

Deuxième  manière.  Qu'on  prenne  les  points  d'intersec- 
tion des  rayons  OA,  OB  {fig*  24)  parles  deux'O'B',  O'A', 
respectivement ,  et  qu^on  les  joigne  par  une  droite  L  \  puis , 
qu'on  détermine  de  même  la  droite  L' qui  joindra  les  points 
d'intersection  des  deux  rayons  OB,  OC  par  les  deux  O'C, 
CB',  respectivement*,  qu^on  prenne  le  point  de  concours 
des  deux  droites  L,  L',  et  qu'on  le  joigne  par  une  droite  au 
point  d'intersection  des  deux  rayons  OD,  O'A';  cette  droite 
passera  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  OA, 
CD'  (112)  :  cette  dernière  O'D'  se  trouve  donc  ainsi  dé- 
terminée. 

Troisième  manière.  Par  le  point  a,  intersection  des 
deux  rayons  homologues  OA,0'A'  {fig-  20) ,  on  mènera 
deux  transversales  quelconques ,  dont  l'une  rencontrera  les 
trois  rayons  OB,  OC,  OD  en  trois  points  i,  c,  c?5  et  l'autre 
les  trois  rayons O'B',  O'C,  O'D'  en  trois  points i',  c',  cV , 
Les  trois  droites  ii',  cc\  dd'  concourront  en  un  même 
point  (107).  Donc  ,  par  le  point  d'intersection  P  des  deux 
premières  qui  sont  connues,  ou  mènera  la  droite  Vd  qui 
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détermine  le  point  d\  et,  par  conséquent,  le  rayon  cher- 
ché O'D'. 

Les  deux  transversales  menées  par  le  point  a  sont  arbi- 
traires. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  ces  deux 
droites  (/%.  26)  les  deux  «6  et  a  y  issues  du  point  a  et  pas- 
sant ,  respectivement ,  par  le  point  de  concours  des  deux 
rayons  OB,  O'B'  et  le  point  de  concours  des  deux  rayons 
OC ,  O'C.  En  effet ,  le  point  P  se  trouve  à  l'intersectiof  des 
deux  rayons  O'B'  et  OC.  On  joindra  donc  ce  point  au  point 
d  où  le  rayon  OD  rencontre  AB  5  la  droite  Vd  rencontrera  la 
droite  AC  en  un  point  d'^  par  où  passera  le  rayon  O'D'. 


«■■l^HIOT 
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CHAPITRE  VIL 


SUITE  DU    PRÉCÉDENT. DIFFÉRENTES   MANIERES   d'eXPRIMER 

LA   DIVISION   HOMOGRAPHIQUE  DE  DEUX  DROITES,  OU    L^HO* 
MOCRAPHIE  de  deux  FAISCEAUX. 


S  I.  —  Division  homographique  de  deux  droites. 

I.  Équations  à  deux  termes. 

lis.  Soient  a,  b^  c  trois  points  de  la  première  droite, 
a\  b'^  c'  les  trois  points  correspondants  de  la  seconde  ;  un 
quatrième  point  m  de  la  première  droite  étant  pris  arbi- 
trairement, on  déterminera  son  homologue  mf^  sur  la 
seconde  droite ,  par  la  relation 

am      ac       a'm'      a'd 


ou 


am  a'm'  /ac      a'c'\ 

Tiii '^  Wn?  \hc  '   F?) 


ac      a'c* 


T-  :  -jT-,  est  une  quantité  constante  /  ;  on  a  donc 

,  ,  am        ^  €^m* 

bm  b'm 

m 

Ainsi ,  quand  deux  droites  sont  divisées  homo graphi- 
quement y  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
dfi  la  première  à  deux  points  fixes  de  cette  droite,  est  au 
rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde 
aux  deux  points  fixes  homologues,  dans  une  raison  con^ 
stante. 

H6.  Réciproquement:  Quand  deux  points  ^variables 
m,  m'  diwent  deux  droites  ab,  a'b'  en  segments,  dont  les 

6 
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am     a'in' 


rnppotts  r—  y  rr— 7  sont  entre  eux  duns  une  raison  con- 

'  '  Dm     b  m 

s  fan  te  y  ces  deux  points  forment  sur  tes  deux  droites  deux 
dii^isions  lionio graphiques. 

En  effet,  que  c,  c'  soient  un  système  particulier  des  deux 
points  m,  m'j  on  aura  les  deux  équations 


a  m        ^  a' m'  ac      ^  a'c' 

.—  =  >  V7— .  9      et     -.-  =  > 


bm  b'm'  bc  b'c' 

D'où 

am      ac       a' m!      a'c' 

équation  qui  prouve  que  les  deux  points  m^  m'  marquent 
deux  divisions  homogfaphiques  (100). 

117.  On  peut  donner  4  la  constante  X  une  expression 
géométrique  très*simple.  Supposons  que  le  point  m^  soit  à 
rinOni,  et  soit  I  la  position  correspondante  du  point  m 
sur  la  première  droite  -,  on  aura 


a'm'  _  ^^  —  -i 

^'""''     ^^     bl""    ' 

Pareillement,  en  appelant  J'  le  point  de  la  seconde  divi- 
sion qui  correspond  au  point  de  la  première  situé  à  Fin- 

fini,  ona— 7=/- 
a  J 

On  vérifie  aisément  Tégalité  de  ces  deux  expressions  de  X, 

savoir  : 

al     b'r 


bl       a'} 


f  tf 


car,  en  désignant  par  00  et  00  '  les  points  situés  à  l'infini  sur 
les  deux  droites,  on  peut  écrire 


al       aco        u'qc'      a'J 


'  i^ 


bl'   b(Xi  "  b'co'  '  b'r 
Equation   vraie,  car  elle  exprime  que  les  deux  séries  de 
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quatre  points  a,  &,  I  et  ao  sur  ta  première  droite,  et 
a\  b\  Qo'  eli'  sur  la  seconde,  ont  leurs  rapports  anhar- 
moniques  égaux. 

Dans  l'expression  de  1,  t-;>  I  est  le  point  de  la  première 

division  qui  correspond  au  point  situé  à  Tinfini  dans  la 
seconde  \  conséquemment  c'est  un  point  fixe ,  indépendant 
des  deux  points  a ,  &.  Il  s'ensuit  que  l'un  de  ces  deux  points 
étant  pris  arbitrairement,  on  peut  choisir  le  second  de 
manière  que  la  constante  X  ait  telle  valeur  positive  ou  néga- 
tive que  Ton  voudra.  On  peut  même  demander  que  X  soit 
égale  à  —  i  :  il  suffira  de  prendre  les  points  a  et  i  de  part 
et  d'autre  et  à  égale  distance  du  point  1. 

H8.  Cas  particulier  de  la  dwision  homo graphique  de 
deux  droites.  —  Il  est  une  valeur,  et  une  seule,  que  ne  peut 
avoir  la  constante  X,  ou  plutôt  qu^elle  n'a  que  dans  un  cas 
particulier  de  la  division  homographique,  c'est  -f- 1 .  Alors 

le  rapport  —  =  + 1  exige  que  le  point  I  soit  à  l'infini. 

Ainsi,  le  point  situé  à  l'infini  sur  la  première  droite  a 
pour  homologue,  sur  la  seconde,  le  point  de  celle-ci  situé  à 
l'infini. 

L'équation  qui  exprime  ce  cas  de  la  division  homogra- 
phique de  deux  droites  est 


am       a' m' 


bm       b'm' 


et  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  proportionnelles, 
ou  semblablement.  Car  cette  équation  donne 


a  m 
ou 


a  m 

a' 

m* 

am 
ab'^ 

a' 
a' 

m' 
b'' 

fi  — 

bm 

^  a'. 

w'- 

--b'm'' 

9 

am 

*^"^^ 

ab 

a'b''^ 

const.; 

a' m' 

6. 


l 


84  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles . 

On  peut  donc  dire  que  :  Deux  droites  divisées  en  parties 
proportionnelles  sont  di\^isées  homographiquement ,  avec 
celte  circonstance  particulière ,  que  les  points  à  V infini 
sur  les  deux  droites  sont  deux  points  de  dii^ision  homo^ 
logues, 

II  suit  de  là  que  quand  on  a  deux  droites  divisées  home- 
graphiquement  d'une  manière  générale ,  on  peut  en  faire 
la  perspective  de  manière  à  avoir  deux  droites  divisées  en 
parties  proportionnelles.  U  suffit  que  deux  points  de  divi- 
sion homologues  sur  les  deux  droites  passent  ensemble  à 
Tinfini  dans  la  perspective. 

119.  Discussion  de  F  équation  (i).  —  Cette  équation, 
qui  contient  quatre  segments ,  se  réduira  à  trois  ou  à  deux , 
si  Ton  prend  un  ou  deux  des  points  fixes,  à  Finfini^  car, 
pour  chaque  point  pris  à  Tinfini ,  le  segment  compté  de  ce 
point  devient  infini  et  disparaît  de  Féquation ,  parce  que 
la  constante  renferme  un  autre  facteur  infini  qui  forme 
avec  le  premier  un  rapport  égal  à  Tunité. 

Ainsi ,  supposons  que  lo  point  b  soit  à  l'infini ,  je  dis  que 
Féquation  devient 


.7.)  ain  ==  >  •  . 

b  m 

rar  Féquation  primitive  est 

nm     ac       a' m'    a' c' 


ou 


am 


a'  m'     bm  /         a' c'\ 


e  point  h  étant  à  Finfini ,  le  rapport  -r-  est  égal  à  l'unité. 

et  il  reste 

a  m 
a  m  zn  — — -  X  const. 
/;  m 
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Cette  équation  constitue  donc  une  manière  d'exprimer  la 
division  homographique  des  deux  droites. 

120.  Pareillement,  si  le  poîut  a'  de  la  seconde  droite  est 
pris  à  Tinfini ,  le  segment  a'  m'  disparait  comme  infini , 
parce  que  la  constante  contient ,  en  dénominateur,  a'  c'  qui  ^ 

étant  aussi  infini,  rend  le  rapport  -7-7-  égal  à  l'unité;  Fé- 

quation  devient  donc 


am  =  1 


b'm' 


Désignons  par  I  le  point  a  de  la  première  droite ,  qui 
correspond  à  l'infini    de  la  seconde,  et  par  J'  le  point 
b'  de  celle-ci  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première  \  l'é- 
quation sera 
(3)     '  lm,ym'z=z\. 

Ainsi,  quand  deux  droites  sont  divisées  hotnograplii- 
quementy  si  Von  prend  sur  chacune  le  point  qui  corres- 
pond à  V infini  de  Vautre,  les  distances  de  deux  points 
homologues  quelconques,  aux  deux  points  ainsi  déter- 
minés, auront  leur  produit  constant. 

ISi .  Réciproquement  :  Quand,  à  partir  de  deux  points 
fixes  sur  deux  droites,  on  prend  deux  points  tels,  que  le 
produit  de  leurs  distances  aux  deiiSc  points  fixes,  respec- 
tivement, soit  constant,  ces  deux  points  diviseront  les  deux- 
droites  homographiquement. 

En  eflfet ,  soient  I ,  J' les  deux  points  fixes ,  et  m ,  tn^  deux 
points  pris  sur  les  deux  droites ,  respectivement ,  de  manière 
que  l'on  ait  I/n.J'm'=:X.  Soient  a,  a'  deux  positions 
rorrespondantes  des  deux  points  m,  m',  de  sorte  que 
1  a .  J'rt'  =  X    Ces  deux  équations  donnent 
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Désignons  par  u  et  i^'  les  points  sitaés  à  l'infini  sur  les 
deux  droites^  on  peut  écrire 

Im     um       v' m'     V  m' 


la      ua        v' a'     V  c^ 

Donc  les  deux  sv./ies  de  quatre  points  a,  I,  <i,  m  et  a',  i^, 
J',  m',  qui  se  correspondent  un  à  un,  ont  leurs  rapports 
anharmoniques  égaux.  Donc  les  trois  premiers  a,  I^  u  et 
leurs  correspondants  a! ^  w\  V  restant  fixes,  les  deux  autres 
/n,  m' divisent  homographiquement  les  deux  droites  (100). 

G.    Q.    F.    D, 

122.  Observation  relative  aux  signes  -h  et  — .  Quand 
on  exprime  la  division  homographique  de  deux  droites 
par  l'équation 

am      ^     a!m' 


=  1. 


bm  b'm 


I 


il  n'est  pas  absolument  nécessaire  de  convenir  du  sens  dans 
lequel  les   segments  seront  regardés   comme  positifs  ou 


am        a  m 


negatijs,  parce  que  chaque  rapport  y—  et  -y^  —  a  un  signe 

-h  ou  —  indépendant  de  cette  convention ,  comme  nous 
l'avons  dit  (8).  La  position  du  point  m,  relativement  au 
segment  a  Z» ,  suflSt  pour  déterminer,  d'une  manière  absolue, 

le  signe  du  rapport  -r — ?  et  ce  signe   détermine  celui  du 

rapport  17—7?  et ,  par  suite,  la  position  du  point  m\  lequel 

se  trouve  sur  le  segment  a'  ft'  ou  au  dehors ,  selon  que  le 

signe  du  rapport  -77 — ,  est  —  ou  -h.  De  sorte  qu'on  construit 

la  division  de  la  seconde  droite  sans  aucune  ambiguïté. 
Mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si  l'on  prend  l'équation 


,    a' m' 
am  =  À 


b' 


m' 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  87 

U  faut  nécessairement  alors  convenir  du  sens  dans  lequel 
le  segment  a  m  sera  regardé  comme  posifij  ou.  négatif. 

De  même ,  si  Ton  exprime  les  divisions  homographiques 
par  Téquation 

l 
•  b'm' 

il  faudra  convenir  aussi  du  sens  dans  lequel  ou  comptera 
les  segments  b'  m!  positifs. 

II.  Équation  à  trois  ternies. 

123.  On  peut  exprimer  Tégalité  des  rapports  an  har- 
moniques de  deux  systèmes  des  quatre  points  a ,  i ,  c  ,  //i , 
et  a',  fe',  c\  ni  par  l'équation  à  trois  termes 

am     ac       c' ni'      c  a'  ,      , 

hm'  hc        b'm''  b'a''~  ^       '' 

^  .  bc       ^  b'  a! 

ou  ,  en  laisant  —  =  A ,  et  -7—7  =  a , 

ac  c  a         ' 


•4)  > 


am  c'  m' 


^m 


b'm* 


Ainsi ,  étant  pris  sur  une  première  droite  deux  points  fixes 
a ,  6,  et  sur  une  seconde  droite  deux  points  fixes  //,  c'  dont  le 
premier  est  arbitraire ,  mais  dont  le  second  est  l'honiologue 
du  point  h  de  la  première  droite ,  celte  équation  expri- 
mera la  division  homographique  des  deux  droites. 

Cette  équation  à  trois  termes  nous  sera  d'un  grand  usage. 

Les  trois  points  a^b  ^  c'  étant  pris  arbitrairement,  on 
peut  eu  placer  un,  sur  chaque  droite,  à  Findui^  les  fac- 
teurs qui  deviendront  infinis  disparaîtront  de  Téqualion , 
parce  qu'il  se  trouvera  dans  les  constantes  d'autres  facteurs 
infinis  qui  donneront  lieu  à  des  rapports  égaux  à  Tunité^ 
comme  dans  Téquation  à  deux  termes.  D'après  cela,  IV- 
quation  (4)  prend  les  trois  formes  suivantes  : 
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Quand  a  est  a  Tinfini, 


>  c'm' 


(5)  TZ^V- 


hm^^'  bW 


=  i; 


qnand  aetb'  sont  à  l'infini , 

(6)  g-.H-p.6-'w'=i; 

enfin,  quand  a  et  c'  sont  à  Tinfini, 

Chacune  de  ces  équations  exprime  la  division  homogra- 
phique  générale  de  deux  droites. 

124.  Dans  la  dernière,  les  coefficients  X,  fx  ont  des  ex- 
pressions géométriques  très-simples.  En  effet,  supposons 
que  le  point  m^  soit  à  Tinfini ,  et  soit  I  le  point  correspondant 

sur  la  première  droite 5  Téquation  devient  tt  =  i.  Soit,  de 

même ,  J'  le  point  de  la  seconde  droite  qui  correspond  à 

l'infini  de  la  première  ^  on  a  -rj—  =  i ,  et  l'équation  devient 


bm        b'm' 


=  I . 


Cette  équation  exprime  donc  la  division  homographique 
de  deux  droites ,  sur  lesquelles  I  est  le  point  de  la  première 
qui  correspond  à  Finfini  de  la  seconde ,  et  J' le  point  de  la 
seconde  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première,  et  J,  i' 
deux  points  homologues  quelconques. 

Ainsi,  a  et  a'  étant  deux  autres  points  homologues,  on 
aura  les  deux  relations 

* 

bl       b^  _ 

ba'^  b'a'  "  *' 
et 


a\        a' y 

h -7— 7=  ï 

am       a  m 


r 
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De  sorte   que  deux  de   ces  trois  équations    comportent 
l'autre  (*). 

425.  Cas  particulier.  —  Dans  le  cas  particulier  où  les 
deux  droites  sont  divisées  semblablement  ou  en  parties 
proportionnelles,  les  deux  points  à  l'infini  sont  deux  points 
correspondants  (118).  On  peut  donc  les  prendre  pour  les 
deux  points  b  et  ft'-,  et  alors  l'équation  (4)  devient 

(8)  X.fli«-f-f*.c'm'  =  I. 

Ainsi  cette  équation  exprime  que  deux  droites  sont  divisées 
en  parties  proportionnelles. 

Les  deux  constantes  X  et  (x  ont  des  expressions  géo- 
métriques très -simples.  Que  le  point  m  coïncide  avec 
le  point  a,  le  point  m'  deviendra  a' \  de  sorte  qu'on   a 

ii.</a'  =  I  ;   d'où  ^  =  -7^7-  Pareillement,  c  éunt  dans  la 

première  division  l'homologue  du  point  c'  de  la  seconde , 

on  a  X  =  — •  L'équation  devient 


am       dm' 


ac    *    d  a' 

On  vérifie  aisément  que  cette  équation  se  ramène  aux  deux 

formes 

am       a' m'  am         ac 

—  =  -7 — 7>     et    -7—/ =  "7^7' 
cm       t  m'  a' m'      a  c 

trouvées  précédemment  (H8).  En  effet,  qu'on  y  fasse 

c'  /w'  =  fl'  m'  —  a'  c'. 


(*)  En  algèbre  on  peut  dire  que  les  deux  équations 

i_i       h'—i'  h-i         b'  —  i' 


=  »  7  7. 1  -+-  £7— -Tf  =  •  ' 


b  —  m       y  —  m'"     '  h  —a        b'  —  a' 

comportt'ni  celle-ci  : 


a  —  i         a'  —  i' 


a  —  m        a'  —  m' 


1 


L 
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elle  devient 


am       a' m'  am        a*  m! 


—  +  -7-7- =0,     ou     —  =  -rf 
ac        c'a  ac        a  c 

Que ,  dans  celle-ci  ^  on  fasse 

ac-=.am  —  cm^     a!c*z=.a'm'  —  d  m'\ 
elle  devient 

am  a' m'  am       a'  m' 


7,      ou     —  = 


am — cm       a*  m'  —  dm'  cm        dm' 

126.  On  conçoit  bien  que  l'observation  précédente  (122) 
sur  la  nécessité  d'indiquer  le  sens  dans  lequel  on  comptera 
les  segments  positifs  ou  négatifs,  s'applique  nécessairement 
aux  équations  (5,  6,  7  et  8). 

127.  La  formule  (6)  conduit  naturellement  à  une  pro- 
priété intéressante  de  deux  divisions  homographiques ,  sa- 
voir, que  Von  peut  toujours  prendre,  à  partir  d'un  point 
donné  de  la  première  diuùion ,  deux  segments  qui  soient 
égaux  respect li^ement  à  lews  homologues  duns  la  seconde 
dii'îsion ,  mais  l'un  avec  le  même  signe,  et  Vautre  ai^ec  un 
signe  contraire. 

En  eûet,  les  deux  divisions  s'expriment  par  Féquation 

am       a  m' 

Si  Ton  veut  que  le  segment  am  soit  égal  à  son  homologue 
a'm'  et  de  môme  signe,  le  point  m  sera  déterminé  par  l'é- 
quation 

am  z=\  -^  fi. 

Et  si  l'on  demande  un  segment  a  M  égal  à  son  homologue 
a 'M'  et  de  signe  contraire,  on  aura 

aM  =  X  —  p. 
Mettant  à  la  place  des  constantes  X  et  fx  leurs  expressions 
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géométriques  (i^)  9  on  a 

aM  =  aI  — fl'J'. 

128.  Application.  — Si  autour  d'un  point  p  {^fig^  27)  on 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  deux  droites 
fixes  Sa  ,  SA^  en  m  et  m\  ces  deux  pojnts  marqueront  deux 
divisions  homographiques ;  les  parallèles  aux  deux  droites, 
menées  par  le  point  p,  déterminent  les  deux  points  l'et  J'; 
et  Ton  exprime  l'homographie  par  la  relation 

SI        SJ'  ,.^., 

Supposons  que  les  segments  Sm,  S  m'  soient  comptés /^o.vi- 
tivenient  vers  A  et  A',  et  négativement  sur  le  prolongement 
des  deux  droites  au  delà  du  point  S. 
Si  Ton  demande  que  Sm^  ==  Sm', ,  on  aura 

Sw,  =:SI-f-  SJ'. 

Dans  la  figure  SI  est  positif,  et  SJ'  négatif;  il  faudra  donc 
prendre,  de  I  vers  S,  I/Wi  =  SJ',  et  le  point  m,  sera  déter- 
miné. 
Si  l'on  demande  que  SM  =  —  SM',  on  aura 

SM  =  SI  —  SJ'. 

SJ'  est  négatif  par  lui-même  dans  la  figure ,  donc  la  valeur 
numérique  de  SM  est  (Sl-hSJ').  On  prendra  doue,  a 
partir  de  I  dans  le  sens  positif,  IM  =  SJ';  et  le  segment 
SM  sera  déterminé. 

129.  Si  Ton  demande  de  mener  par  un  point  p  pris  sur 
la  base  d'un  triangle  SA  A'  (fig.  28)  la  droite  pmm\  qui 
retranche  deux  segments  am^  a^m'  égaux,  soit  avec  le  même 
signe,  soit  avec  des  signes  différents,  la  solution  sera  la 


92  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 

même  :  on  aura ,  pour  une  transversale  quelconque , 

AI        A'J' 


A/w       k!m 
et  pour  Am  ==  d-  A' m', 

A/ii  =  AI±A'J'. 

Pour  construire  ces  expressions  de  A /ri,  il  faut  connaître  le 
sens  dans  lequel  se  comptent  les  segments  positifs  sur  les 
deux  droites  SA,  SA^ 

Si  Ton  demandait  que  les  deux  s^;raents  Am,  Â'm' 
fussent  entre  eux  dans  un  rapport  donné,  que  Ton  eût 
A/71  =  =ii  \,h!m'\  A/n  se  déterminerait  par  l'expression  " 

A/ii  =  Ali^.A'J'. 

Mais  ces  questions  ne  sont  que  des  cas  particuliers  du  pro- 
blème de  la  Section  de  raison  d'Apollonius ,  dont  nous 
donnerons  une  solution  générale  (chap.  XIV).  Nous  nous 
sommes  proposé  seulement  ici  de  démontrer  la  propriété 
de  deux  divisions  homographiques  exprimée  par  le  théo- 
rème (127),  et  de  donner  un  exemple  de  Tusage  des 
signes  -h  et  —  dans  les  applications  de  cette  théorie. 

III.  Autres  équations  à  trois  termes. 

130.  On  peut  exprimer  deux  divisions  homographiquos 
par  Téquation 

am    .       .    .        bm         ,,   ,        cm      ,     ,   , 
—, — 7  6c./i'7r'-h  y. — rca.b'i:'  +  -, — -ao.c  tt'  =r  o, 
a  m'  b  m  rm 

dans  laquelle  a^  b^  c  sont  trois  points  fixes  de  la  première 
division  ;  a',  i',  c  les  trois  points  homologues  et  ir'  un 
point  fixe  pris  arbitrairement  dans  la  seconde  division  (48)', 
ou  bien,  en  prenant  le  point  w  à  l'infini ,  par  l'équation 

am    ,  bm  cm      ,  .    _ 

a  m  h  m  r  m 
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IV.  Équation  k  quatre  ternies. 

131 .  Soît  a  un  point  fixe  de  la  première  droite,  i'  un 
point  fixe  quelconque  de  la  seconde ,  et  /n ,  m'  deux  points 
correspondants  quelconques  des  deux  droites^  on  aura 
entre  les  deux  segments  am,  b'm'  la  relation  constante 

i,  /ji,  V  étant  des  coefficients  constants. 

Pour  démontrer  Téquation ,  considérons  sur  la  seconde 
droite  le  point  a'  correspondant  au  point  a  de  la  pre- 
mière, et  sur  celle-ci ,  le  point  b  correspondant  à  ft'  de  la 
seconde  \  oiï  a 


am        .  a' m' 


OQ 

am  .h*  m'  —  ^ .  hm .  a' m'  =  o. 

Nous  voulons  ne  conserver  que  les  segments  am^b*m''^ 
rcDfiplaçons  donc  bm  et  a^m'  par  leurs  expressions 

[€)  bm  =  am^ab,     a'm'  =  b'm' — b'a'-, 

il  vient 

am .  b'm'  —A{am^  ab)  {b'm'  —  b' a')  ; 

ou 

am .  b* m' {i—f()'\-k ,b' a' .am-{-k .ab .b' m' —k .ab .b' a'  z=  o  (*), 

ou 

am.b'm'  -\~'k.am  -{-  ii.b'm'  H-  V  =  0.         c.  q.  f.  d. 

D  est  clair  que  dans  cette  équation ,  de  même  que  dans  plu- 
ôenrs  des  précédentes  (122, 126),  les  segments  am,  b'm' 
ont  nécessairement  des  signes.  Cela  résulte  d'ailleurs  de  la 


(*)  On  peut,  à  la  place  de  la  Constante  k  ,  introduire  deui  points  faomo- 
lo|raes  e,  c';  on  aura 


ca    c'  a' 


^-'  cb'r'b'' 
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démonstration  même.  Car  s'il  n'est  pas  indispensable  de 
donner  des  signes  aux  segments  dans  l'équation  (^)  9  il  n'en 
est  pas  de  même  dans  les  relations  (o)  :  les  segments  y  ont 
nécessairement  des  sîgi^es  (2)  ]  par  conséquent  ils  en  ont 
aussi  nécessairement  dans  Téquation  que  nous  avons  dé'^ 
duite  de  celles-là. 

132.  Autrement,  Soient  sur  les  deux  droites  les  points 
I  et  J'  dont  le  premier  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde, 
et  le  second  à  Finfini  de  la  première  ;  on  aura 

lOT.J'/?i'  =  const.    (120). 
Or 

I/»=:am~aI,     et     J'w' =  6'/w'— ô'J'; 
donc 

(flW— al)(^'/w'—  à'J')=i:const., 

am,b' m'  —  am.b'V —  b^ m\  al  =  const. 

c.    Q.    F.    D. 

133.  Pour  déterminer  l'expression  géométrique  de  la 
constante,  supposons  que  le  point  m  coïncide  avec  a,  et 
soit  a'  la  position  correspondante  du  point  m!\  on  aura 

—  b' a  ,  al:=i  const.; 

ou  bien ,  en  supposant  que  m'  coïncide  avec  i',  et  m  avec  i, 

—  ab.b'y  =.  const. 

L'équation  devient  donc 

am.b' m'  —  am.b' i'  —  b' m' .  al -k-  al,b' a'  :=o^ 

ou,  indifféremment, 

am.b' m'  —  am.b' V  —  b' m' ,  al  H-  b'V ,  ab  =  o. 

134.  Réciproquement  :  Si  Von  prend  sur  deux  droites ^ 
à  partir  de  deux  points  fixes  a,  b',  deux  segments  am, 
b'm'  ayant  entre  eux  la  relation  constante 

am.b' m'  -f-  "k.am  -^  u,b'm' -h  >>  =  o, 
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les  deux  points  m ,  m'  formeront  deux  dit^isions  homo^ 

graphiques. 

En  eflet,  supposons  le  point  m  à  Tinlini,  et  soit  J'  la 

position  correspondante  du  point  m',  Téquation  divisée  par 

am  =  00  se  réduit  à 

6'J'-f->  =  o; 
d'où 

Pareillement,  en  supposant  que  le  point  m^  soit  à  Tinfîni , 
et  en  appelant  I  le  point  m  qui  lui  correspond  sur  la  pre- 
mière droite ,  on  trouve 

f*  =  — ûl. 

L'équation  proposée  devient  donc 

am.b' m' —  b'V ,  am  —  a\,b^m'  -f-  v  =  o, 
ou 

[am^al)  [b' m' -^  b'V)  —  ûI.^'J'h-  v  =  o. 
Or 

am  —  alz=lm^     et     b' m' —  b'V  =  V  m'-j 

donc 

I/7i.J'm'  =  «I.A'J'  — V. 

Le  second  membre  est  constant.  Donc  les  deux  points  m, 
m'  marquent  deux  divisions  homographiques  (120). 

135.  Autrement.  Représentons  par  r  ex  p  les  deux  seg- 
ments am^  h' m'\  l'équation  devient 

ou 

r  (p  4-  X)  4-  pip  -f-  V  =  o. 

Pour  que  les  deux  points  variables  m ,  m'  marquent  deux 
divisions  homographiques,  il  faut  que  quatre  points  m 
aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  correspondants  m'.  Soient  r,  r',  /•",  r"'  les  segments 
relatifs  aux  quatre  points  m,  et  p,  p',  p",  p'"  les  segments 
correspondants  b'm'\  Tégalité  des  deux  rapports  anharmo- 
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nic[ues  s^exprimera  par  Inéquation 

Or  on  a,  par  la  relation  entre  r  et  p, 

pp-f-v 
r  — r-> 

et  pareillement 
d'où 

(P  H- ^)  (?"-»->) 
De  même 

-     -,_(»-V)(p-p*) 

-   (p^-X)(p»'H-i)- 
Donc 

r-^^p-^     p"+; 
r-r*""p-p-'p"  +  >' 

On  a  semblablement 


^  —^  — P  — P     P  -^^ 


r'— r*'       p'— p"     p"-H^ 
Par  conséquent 

/•  /•  ^    /•  p  p  p    p 

Ainsi,  il  est  démontré  directement  que  Téquation 

exprime  la  division  homographique  de  deux  droites. 

136.  Nous  avons  trouvé  les  expressions  géométriques 
des  trois  coefficients  X,  jui,  v,  en  partant  de  Téquation 
1  m .  J'm'=  const.  (132),  mais  on  les  détermine  aussi  direc- 
icment.  Soit  I  le  point  de  la  première  droite  qui  correspond 
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à  rinfini  de  la  seconde  ;  on  aura ,  en  faisant ,  dans  l'équa- 
tion ,  b'm!  infini , 

al-f-p==:0,      fjt  =  —  a\. 

Et  pareillement  X  =  —  i' J',  J' étant  le  point  de  la  seconde 
droite  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première.  L'équa- 
tion devient  donc 

am.b' m' —  b'V .  am  —  «I.^'/«'-4-  y  =  o. 

Quant  à  la  constante  v,  nous  avons  vu  (133)  comment  on 
trouve  ses  deux  expressions  a\.h' a'  et  W .  ah.  De  sorte 
que  l'équation  devient 

am.b' m! —  b' S' ,  am  —  al,b' m' ->(-  a\,b'a'  (ou  b'V ,ab)  =  o. 

n  est  facile  de  véjrîfier  l'égalîté  des  deux  valeurs  de  v,  et 

d'en  voir  l'origine;  car  Téquation  al.  A'a'=  i'J'  ab.  s'é- 

,    al       b'ï  r  11  •  1 

crii-T  =  T7-7  7  et,  sous  cette  forme,  elle  exprime  que  le 

rapport  anbarmonique  des  quatre  points  a ,  &,  1 ,  00  est  égal 
à  celui  des  quatre  points  correspondants  a',  b'^  00  ,  .F. 

V.  Équation  homogène  à  qaatre  termes. 

137.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homographi- 
quementy  si  Von  prend  sur  la  première  deux  points  fixes 
quelconques  a ,  c ,  et  sur  la  seconde  deux  points  fixes 
quelconques  b',  d',  la  division  homo graphique  sera  expri- 
mée par  la  relation  homogène 

\      ,  ,  am    b' m'       ^  am  b'm' 

I      '  cm     d' m  cm        '^  d' m' 

Première  démonstration.  —  Soient  p  et  q*  les  points 
situés  à  l'infini  sur  les  deux  droites  respectivement  ;  l'é- 
quation peut  s'écrire 

\rw      cp  J  \d'm'    d  q'  j  \  cm     cp  J  \d'm'    d' q'  ] 
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Celte  équation  étant  formée  de  rapports  anharmoniques , 
on  peut  dire  qu'elle  dérive  de  Téquation  (i) ,  même  quand 
les  points  p  et  q'  sont  pris  à  des  dislances  finies  (%);  de 
sorte  que  si  Téquation  (i)  exprime  la  division  liomogra- 
phîque  de  deux  droites,  Téquation  (a) ,  dans  laquelle  a,  <?, 
p  sont  trois  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  une  pre- 
mière droite,  et  />',  d\  q'  trois  points  fixes  pris  arbitrai- 
rement sur  une  seconde  droite,  exprimera  aussi  la  divi- 
sion homographique  des  deux  droites.  Mais  dans  celle-ci 
on  peut  supposer  que  les  deux  points  c  et  (V  soient  à  Tin- 
fini  ,  et  alors  elle  devient 

am     h' m'  am  h'  m' 

(3)  —  •  -77-7  +  ^ ^  V-  Lf~f  ■+•  ^  =  <>- 

^  ap       0  ff  ap         *    b  (f 

Donc,  si  la  division  homographique  de  deux  droites  est 
exprimée  par  Téquation  (i) ,  elle  le  sera  aussi  par  l'équa- 
tion (3). 

Et  réciproquement,  on  remonte  de  celle-ci  à  l'équa- 
tion (i).  Mais  Féquation  (3)  exprime  la  division  homogra- 
phique de  deux  droites  (131  ).  Donc  Téquation  (i)  l'exprime 
aussi.  c.    Q.   F     D. 

i38.  Les  trois  constantes  X ,  |^,  v  ont  des  expressions  géo- 
métriques très-simples ,  dépendantes  des  quatre  points  don- 
nés a,  c,  h\  d'  et  des  quatre  a',  c',  i,  ^qui  leur  corres- 
pondent dans  les  deux  divisions.  Supposant  que  le  point  m 
se  confonde  avec  c ,  et  par  conséquent  m'  avec  c',  on  conclut 
de  r équation  cette  valeur  de  X , 

b*c' 

Et  pareillement,  en  faisant  coïncider  le  point  m'  avec  d\ 

ad 
^  =  ^7d' 

Puis,  en  supposant  que  le  point  m  se  confonde  avec  a. 


« 
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et  ensuite  avec  &,  on  en  conclut  ces  deux  expressions 
diflërentes  de  v, 

ad    b'a'  ab    b' </ 

cd     d'à'  cb     d'c' 

L'équation  (i)  devient 

...     am    b' m'        b'c'     am       ad    b' m'       ab    c' b'  

^^^    ail  '  ^w  "^  ^v  '  ^  ""  ^  ■  5w  "^  ^  *  7^  ■"  ®' 

et  le  dernier  terme  peut  être  remplacé  par  -77-7  •  —  • 

D'après  les  expressions  des  trois  constantes  X,  |ul,  v,  on 
voit  que  quand  ces  coefficients  sont  donnés  numérique- 
ment, on  peut  en  conclure  immédiatement  la  position  des 
quatre  points  a',  c',  i,  d  qui  correspondent  respective- 
ment aux  quatre  points  donnés  a^  c,  V ^  d! . 

139.  Remarquons  que  Féquation  (4)  peut  s'écrire  de 
manière  que  tous  ses  termes  soient  formés  de  rapports  an- 
harmoniques  ,  ce  qui  nous  permettra  de  l'appliquer  à  deux 
faisceaux  bomographiques  (l'tô)*  U  suffit  de  la  diviser  par 

ad    b'c'       11     1 

--- .  ---;  ;  elle  devient 

cd    d  c 

(arn    ad\    fb'm'  ^b'(^\        lam    ad\ 
\cm''êdl    [d^'d^j'^  \cm'cd)  '^ 

^^^       W^'/h'     b'c'\        /ab    ad\  /b'a'     b't/\ 

[d^^''dr^')^U'7d)  ^^"  iz;?^^')  =  ^- 

On  peut  déduire  de  cette  équation  générale  toutes  celles 
à  deux ,  à  trois  et  à  quatre  termes  données  précédemment  ; 
mais  il  est  inutile  d'entrer  dans  ces  détails. 

140.  Deuxième  démonstration.  —  L'équation  (4)  se 
peut  conclure  de  la  relation  fondamentale 

am       ^     a' m'     ,    .^, 
au  moyen  des  formules  pour  le  changement  d'origines  (25). 
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En  effet ,  qu'où  prenne  sur  les  deux  droites  respective- 
ment deux  points  fixes  c  et  rf',  et  qu'on  remplace  les  deux 

am    a' m!  am       d' m!  ,       ,         - 

rapports  —  »   - — -  par  —  et  77—7  9  au  moyen  des  deux  for- 
mules 

hm       bc       ah    cm 

am       ac       ac     am  .    ,_„. 

a  m'       a'd'       b' a'     d' m*    ' 

4-T7-7Ï  •  T. 75 


b'm'       b'd'       b'd'    b'm' 

l'équation  devient 

b'a'     d'm'\  ___!_ 


/  bc       ab    cm  \    f  a' d' 
\ac       ac     am  )  \b' d' 


ac    a'  c 


Qu'on  remplace  X  par  7-  :  -77— if  en  vertu  de  l'équation  d'où 

Ton  part,  et  qu'on  observe  qu'il  existe  entre  les  quatre 
points  a',  b\  c\  d'  la  relation 

a'd'       a'c'       a'b'    c' d' 


b'd'       b'c''~  c'b''  b'd' 
l'équation  devient 


(2t), 


am   b^  bc  a^    ^      am   bc   l/a^       bW_    ab    a^       ab    bW 
cm  '  d'm''âc'7b'  '  ¥1'  "^  TiH  '  ac'T^'  "^  1^'  'Hi'Vd''^'^'  b'd' 

Divisant  par  le  coeflBcient  du  premier  terme ,  et  ayant  égard 
à  l'égalité 

f^.^—fli'    ^'        H'   ^      —    a'd',c'b'_       ad 
Tb'  cd'^'?V''7d^'  "^     7b'  a'b' .  c'd'^       cd^ 

on  a  enfin 

am    b'm'        b'd     am       ad    b'm'        ab    c'b' 


=  0. 


-l-Tr--7-r,  =  o; 


cm     d' m'       d' c'  '  cm        cd     d' m'       cb     d  d' 
ce  qui  est  l'équation  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

VI.  Équations  à  plusieurs  termes. 
141.  Soient  A,  C,  E,  G,.  .  .  des  points  fixes  sur  une 
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première  droite,  et  B',  D',  F',  H',. .  .  des  points  fixes  sur 
une  seconde  droite j  si  sur  ces  deux  droites  on  prend  deux 
points  variables  ra ,  m',  de  manière  quon  ait  la  relation 
constante 


a.Aw.B'/7i'H-e.C//i.D'/7/  +  .  .  .  4- e.E/w  +  (p.F'm' 

CCS  deux  points  m,  m'  formeront  deux  divisions  homo- 
graphiques. 

En  effet,  celte  équation  se  ramène  à  l'équation  à  quatre 
termes 

Afw.B'/w'-f-X.A/w-f-  fA.B'w'-h  5  =  0     (151). 

U  suffit  d'exprimer  tous  les  segments  en  fonction  de  deux 
seuls,  comptés  à  partir  de  deux  origines,  telles  que  A  et  B', 
en  faisant 

C/7i=Aw~  AC,  lym'  z=iWm'—  B'D', 

E/7*  =  Km  —  AE,  F'//i'  =  BV/i'  —  B'F', 


La  proposition  est  donc  démontrée. 

142,  Ce  qui  distingue  la  forme  de  cette  équation  à  plu- 
sieurs termes,  de  même  que  toutes  les  précédentes,  c'est 
qu'il  n'y  entre  pas  le  produit  de  deux  segments  relatifs  au 
même  point  mo\x  m'\  d'où  il  résulte ,  qu'à  un  point  m  ne 
répond  qu'un  point  m\  et  réciproquement. , C'est  là  la  pro- 
priété fondamentale  et  caractéristique  des  divisions  homo- 
graphiques. 

§  II.  —  Faisceaux  homo graphiques. 

143.  On  peut  exprimer  l'homographie  de  deux  fais- 
ceaux, en  le«  coupant  par  une  ou  deux  transversales,  et  en 
exprimant  qu'ils  font  sur  ces  droites  deux  divisions  homo* 
graphiques.  Mais  on  peut  aussi  se  servir  de  relations  géné- 
rales entre  les  sinus  des  angles  que  deux  rayons  homologues 
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font  avec  des  axes  fixes.  Ces  relations  seront  de  diverses 
formes,  de  même  que  celles  relatives  aux  divisions  homo- 
graphiques  de  deux  droites. 

» 

I.  Équations  à  deux  termes. 

Soient  quatre  rayons  A,  B,  C,  M  du  premier  faisceau, 
et  les  quatre  rayons  correspondants  A',  B',  C,  M'  du 
second  faisceau^  on  aura  (51) 

sin(A,  M)  ^  8in(A,C)  _  sinjA^lvr)  ^  sin(A',  C) 

sin(B,  M)  •  sin(B,  C)  ~"  sin(B',  ivrj  *  sin(B',  C')' 
ou 

sip(A,  M)_sin(ASM^)     rsin(A,  C)    sin(ASC)1 

sin(B,  M)"~sin(B',M')     Lsin(B,  C)  '  sin(B',  C)  J' 

ou,  en  représentant  par  X  le  facteur  constant  du  second 

membre , 

sin(A,  M)_     sin(ASM^) 

sin(B,  Mj  ""     sin(B',  M')' 

Ainsi ,  cette  équation  exprime  que  les  deux  rayons  M ,  M', 
.    qui   tournent  autour  de  deux  points  fixes ,  forment  deux 
faisceaux  homographiques. 

144.  Si  les  deux  droites  fixes  A,  B  sont  rectangulaires, 

le  rapport -7-4^-~rrr   devient  tang(A,  M)^  et  scmblable- 

mcnt,  si  les  dc?Ux  droites  A',  B'  sont  aussi  rectangulaires. 
De  sorte  que  l'équation 

(2)  tang(A,M)=rX.tang(A',  M') 

exprime  que  les  deux  droites  M,  M'  forment  deux  fais- 
ceaux homographiqucs. 

Dans  cette  équation  où  la  direction  de  chaque  rayon 
OM  ou  (y M'  se  détermine  par  rapport  à  une  seule  droite 
OA  ou  O' A',  il  faut  convenir  du  sens  dans  lequel  on  comp- 
tera les  angles  positifs  autour  dos  deux  centres  O  et  O'. 


r 
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145.  Cas  particulier. — Deux  faisceaux  y  dans  lesquels 
les  angles  de  Vun  sont  égaux ,  respectiuement,  aux  angles 
fie  r  autre,  sont  honio  graphiques , 

Cela  est  évident,  car  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
rayons  du  premier  faisceau  est  égal  à  celui  des  quatre 
rayons  homologues  du  second  faisceau ,  puisque  les  angles 
du  premier  faisceau  sont  égaux  à  ceux  du  second. 

Ainsi  Thomographie  s^exprimera  par  Féquation 

;3j  angle  (  A,  M  )  =  ±  angle  (  A',  M'  ) . 

Les  deux  faisceaux  peuvent  présenter  deux  cas  diilërents , 
relativement  au  sens  dans  lequel  tournent  leurs  rayons  res- 
pectifs. Si  les  rayons  tournent  dans  le  même  sens,  les  deux 
faisceaux ,  que  nous  supposons  avoir  le  même  centre ,  peu- 
vent être  rendus  coïncidents,  par  une  simple  rotation  de 
Tun  d'eux.  Et  si  les  rayons  tournent  en  sens  contraire,  il 
existe  toujours  deux  rayons  dont  chacun ,  considéré  comme 
appartenant  au  premier  faisceau,  est  lui-même  son  homo- 
logue dans  le  second  faisceau  :  ces  deux  rayons  sont  rec- 
tangulaires ,  et  les  deux  faisceaux  sont  placés  .^métrique- 
ment  de  part  et  d'autre  de  chacun  d'eux.  Nous  dirons , 
dans  le  premier  cas ,  que  les  deux  faisceaux  sont  sembla- 
tfles,  et,  dans  le  second,  qu'ils  sont  symétriques. 

II.  Équations  à  trois  termes. 

146.  On  a  entre  les  quatre  droites  A,  B,  C,  M  et  leurs 
homologues  A',  B',  C,  M'  Féquation 

siD(A,M)    sin(A,  C)       sin((y,  M^)    sin(C,  A^)  _ 
sin(B,M/'sin{B,C)"^sin(B',  M')"sin{B',A')""^     '     ^' 

p.  sin(B»C)       .         sin(B',A')  .,     . 

raisons    .    ;/^;=:  A   et  -.—rT^r-rr  =  F^'-,  "  vient 
sin(A,CJ  siniC,  A  )       '   ' 

.  sin(A,  Mj       ^  sii]M[CVM^  __ 
^  '  sin(B,  M    "^'"^Mni  B',  M' 
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Ainsi ,  étant  données  deux  droites  fixes  A ,  B,  deux  autres 
droites  fixes  C,  B',  et  deux  constantes  X  et  |:jl,  cette  équa- 
tion exprime  que  les  deux  droites  M ,  M'  forment  deux 
faisceaux  homographiques.  Dans  ces  deux  faisceaux,  les 
droites  B,  B'  sont  deux  rayons  correspondants  5  mais  les 
rayons  A  et  C  ne  se  correspondent  pas  et  sont  pris  arbi- 
trairement. 

On  peut  prendre  A  perpendiculaire  à  B,  et  C  perpendi- 
culaire à  B'^  Téquation  devient 

taDg(  B.  M  )  "*"  tang  ( B',  M'  )  ""  '  ' 

On  peut  encore  écrire 

(6)  X  tang  (  A,  M )  -^  fi  Uing  (  C ,  M'  )  =  1 . 

Mais  ici  il  faut  bien  observer  que  quand  les  deux  fais- 
ceaux sont  donnés,  A  et  C  ne  sont  pas  deux  droites  quel- 
conques^ car  il  faut  que  les  perpendiculaires  B  et  B'  à  ces 
deux  droites,  respectivement,  soient  deux  rayons  corres- 
pondants des  deux  faisceaux. 

m.  L'équation  (5)  donne  lieu  à  cette  propriété  de  deux 
faisceaux  homographiques  :  Étant  pris  un  rayon  du  pre^ 
mier  faisceau,  on  peut  toujours  déterminer  deux  autres 
rayons  faisant  as^ec  celiddà  deux  angles  égaux,  respecti- 
i^ementj  à  leurs  homologues  dans  le  second  Jaisceau , 
mais  l'un  a\^ec  le  même  signe,  et  Vautre  avec  un  signe 
contraire. 

En  eUet,  les  deux  angles  formés  à  partir  du  rayon  R  et 
satisfaisant  à  la  question,  seront  déterminés  par  Téquation 

tang(B,  M)=  A±:p. 

III.   Equations  à  quatre  termes. 
148.  LVquation  homogène  à  quatn^  termes  (138)  qui 
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exprime  la  division  homographique  de  deux  droites ,  donne 
lieu  à  une  équation  semblable  entre  les  sinus  des  angles  de 
deux  faisceaux  hocnographiques  (139).  Ainsi,  A,  B,  C,  D 
étant  quatre  rayons  fixes  du  premier  faisceau,  A',  B',  C,  D' 
les  rayons  correspondants  du  second  faisceau,  et  M,  M' 
deux  rayons  correspondants  variables ,  on  aura  l'équation 

sin(A,M)    sin(B%  M^)      sin(A,M)    sin(BSC) 
sin  (C,  M )  *  sin(D',M')  ""  sin(C,  M)  '  sin(D',C') 

siD(BSMO    siii(A,  D)       sin(A,D)    ânpBVA^)  __ 
sin(D',  M'j  *  sin  (C,  D)  "^  sin(C,  D)  '  sin(  D',  A')  ~"  ^' 

dont  le  dernier  terme  peut  ôtre  remplacé  par 

sin  (ESC)    sin(A,  B) 
sin(D',C')'sin(C,  B)* 
On  peut  écrire 

sin  (A,  M)    sin(B\M^)         sin  (A,  M) 
sin(C,  M)*sin(D',M')"^    sin"(C,  M) 


sin  (  B',  M'  ) 
•^  sin(D  ,  M  j 


Cette  équation  exprime  donc  que  les  deux  rayons  M,  M' 
forment  deux  faisceaux  homographiques. 

Les  deux  droites  A ,  C  du  premier  faisceau  sont  prises 
arbitrairement,  ainsi  que  les  deux  B'  et  D'  du  second  fais- 
ceau. 

149.  Si  A  et  C  sont  rectangulaires ,  ainsi  que  B'  et  D', 
Téquation  devient 

SSl  Ung(A,  M)tang(B',  M')-f.X.tang(A,  M) -f- pi.  tang(B',  M')  4- v  =  o. 

IV.  Cas  où  i'un  des  deux  faisceaux  a  son  centre  à  Tinfîni. 

150.  Si  Tun  des  faisceaux  est  composé  de  droites  pa- 
rallèles^ on  remplacera  dans  les  formules  précédentes  les 
sinus  des  angles  relatifs  à  ces  droites  par  les  segments 
qu'elles  déterminent  sur  une  transversale,  comme  nous 
avons  fait  pour  exprimer  Fégalité  des  rapports  anharmo- 
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niques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites ,  dont  l'un  est 
formé  de  quatre  droites  parallèles  (53). 

D'après  cela,  l'homographie  des  deux  faisceaux  s^ ex- 
primera par  les  équations  suivantes  : 

Equations  à  deux  termes, 

sin  (  A,  M  ) a'  m' 

siii(B,  M)""      Vm^' 

sin(A,  M^       ^     ,    , 
sin(B,  M) 

sin  (A,  M) \ 

sin(B,  M)""  Vm'' 

Équations  à  trois  termes, 

sip(A,  M)  rW  _ 

sin(B,  Mj'^^'^W"^' 

sin  (A,  M)  ,    , 

sin(B,  M)       ^ 

sin  (  A,  M  )    ^      pt 


sin(B,  M)       b'm' 

Équations  à  quatre  termes, 

sin  (A,  M)    b'm'  sin(A,  M)  b'm'  _ 

sin(C,  M)\/'/7j'"*"    5in(C,  M)"^'*"rf'/w'"^''""^' 

sin  (A,  M)     ,,    ,       ^  sin  (A,  M)  ,,    , 

sm(C,  M)  sin(C,  M) 

sin(A,M)        I  sin  (A,  M)  fx 

sin(C,  M)    d'm'^    sin(C,M)        d'm'    ^ 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  107 


CHAPITRE  VIII. 

SUITE  DU  PRÉCÉDENT.  —  DIVISIONS  HOMOGRAPHIQOES  FORMÉES 

SUR    UNE    MEME    DROITE     FAISCEAUX     HOMOGRAPHIQUE5 

AYANT  LE  MEME  CENTRE. 


J  I.  —  Dwisions  homo graphiques  formées  sur  une  même 

droite,  — Points  doubles, 

151 .  Quand  deux  droites  dii^isées  homo graphiquement 
sont  superposées  l'une  sur  l'autre,  il  existe  deux  points 
(réels  ou  imaginaires)  dont  chacun,  considéré  comme 
appartenant  à  la  première  division,  coïncide  as^ec  son 
homologue  dans  la  seconde  diifision , 

En  effet,  la  division  homographique  de  deux  droites 
s'exprime  par  l'équation 

am,b'm'  -f->.fl/?i— h  fx.  6'/»'  -f-  v  =  o, 

dans  laquelle  a  et  h'  sont  deux  points  fixes  quelconques 
pris  sur  les  deux  droites  respectivement  (131  ).  Quand  ces 
deux  droites  coïncident  en  direction ,  on  peut  prendre  pour 
J>'  le  point  a ,  et  l'équation  devient 

ani , am'  -}-  ^ . cim  -h  ^ , am'  H-  v  =  o. 

Si  Ton  veut  que  les  deux  points  homologues  /w ,  w'  coïn- 
cident, on  déterminera  leur  position  commune  par  Téqua- 
tion 

am  -f- (X -h  |x)fl/7i -f- V  =  0, 

Uquelle  donne  deux  valeurs  de  am,  Conséquemînent  il 
existe  deux  points  qui  satisfont  à  la  question;  et  il  ne  peut 
pas  y  en  avoir  plus  de  deux. 
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Nous  donnerons  à  ces  deux  points  remarquables  le  nom 
de  points  doubles^  pour  indiquer  que  chacun  d'eux  repré- 
sente deux  points  homologues  coïncidents.  Ces  points  peu- 
vent être  imaginaires. 

152.  Le  milieu  des  deux  points  doubles  est  le  milieu 
des  deux  points  qui  y  dans  les  deux  dis^isions^  correspon- 
dtîit  à  V infini. 

En  effet,  soit  I  le  point  de  la  première  division  qui  cor- 
respond à  l'infini  de  la  seconde,  et  J'  le  point  de  celle-ci 
qui  correspond  à  Tinfîni  de  la  première  \  l'équation  prend 
la  forme  (133) 

am .  am'  —  a  J' .  am  —  al.  am'  H-  «  I .  aa'  =  o . 
Quand  les  deux  points  /w,  m'  se  coafondent,  on  a 


am  — (al -h /iJ')  fl/w -h  fll.aa' =  o. 

La  somme  des  distances  du  point  a  aux  deux  points 
doubles,  est  donc  (al  -ha  J')  5  ce  qui  prouve  que  le  point 
milieu  des  deux  points  doubles  coïncide  avec  celui  des  deux 
points  I,  J'.  c.  Q.  F.  D, 

Désignant  par  O  ce  point  milieu ,  on  a 

aH-«J' 
aO  = \ 

et  l'équation  qui  détermine  les  deux  points  doubles  devient 

am  —  2  a  0 .  am  -haï  aa'  zzz  o. 

153  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  première 
div^isioriy  aux  deux  points  doubles  y  est  au  rapport  des 
distances  du  point  correspondant  de  la  seconde  dwision 
aux  deux  mêmes  points  y  dans  une  raison  constante. 

En  cfiet  5  soient  e ,  f  deux  points  de  la  première  divi- 
sion, et  e',y"'  leurs  homologues  dans  la  seconde  division i 
l'homographie  des  deux  divisions  sera  exprimée  par  l'équa- 
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tiou 


em         .   c' m' 


/m  f  m!  ' 

Et  si  Ton  prend  pour  les  deux  points  e ,  y  les  deux  points 
doubles,  lesquels  coïncident  avec  leurs  homologues,  cette 
équation  devient 

cm        .  cm' 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  vérifie  aisément  que  dans  les  deux  divisions  homo- 
graphiques  déterminées  par  cette  équation  les  deux  points 
^j/sont  des  points  doubles.  Car  si  Ton  suppose  que  le 
point  m  se  confonde  avec  le  point  e ,  on  a  me  =  o ,  et  par 
conséquent  aussi  /w'e=ro5  c'est-à-dire  quew'  se  confond 
aussi  avec  le  point  e  :  ce  qui  prouve  que  celuj-ci  est  un 
point  double.  Et  pareillement  du  point  y*. 

Observation.  —  Quand  la  constante  X  est  égale  à  —  i, 
les  deux  points  m,  ///'  divisent  harmoniquement  le  seg- 
ment ef  (56).  Ce  cas  particulier  se  rapporte  à  la  théorie  de 
\involution  des  six  points,  que  nous  exposerons  plus  loin. 

154.  Construction  des  deux  points  doubles.  —  Pre- 
nons Véquation  qui  détermine  ces  deux  points ,  savoir, 

L'origine  a  est  arbitraire-,  plaçons-la  au  point  O  :  il  suffit 
défaire  aO  ==  o  -,  l'équation  devient 


Om  4-01.00'=  o. 


0'  est  le  point  qui  correspond ,  dans  la  seconde  division  , 
au  point  O  de  la  première.  Ce  point  O  étant  le  milieu  du 
seçmentlJ',  on  a  01  =  —  OJ'-,  on  peut  donc  écrire 


0/w  —  0J'.00'  =  o. 
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D'où  

0/n=±:v^OJ'.00'. 

Ainsi  les  points  doubles  sont  de  part  et  d'autre  du  point  0, 

à  des  distances  égales  à  VOO'.  OJ'.  De  sorte  que  leur  re- 
cherche se  réduit  à  construire  une  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  lignes. 

Quand  les  deux  points  O'  et  J'  ne  se  trouvent  pas  du 
même  côté  du  point  O,  les  deux  segments  00',  OJ'  sont 
désignes  contraires;  leur  produit  est  négatif,  et  les  deux 
points  doubles  sont  imaginaires. 

155.  Cette  construction  des  deux  points  doubles  est  fon- 
dée sur  la  connaissance  des  deux  points  I  et  J',  dont  la 
détermination  est  toujours  extrêmement  facile,  de  sorte 
que  la  construction  a  toute  la  simplicité  désirable.  Mais 
on  peut  demander  de  construire  les  deux  points  doubles 
immédiatement,  au  moyen  des  seules  données  qui  ser- 
vent à  déterminer  les  deux  divisions  homographiques ,  les- 
quelles sont ,  en  général ,  trois  systèmes  quelconques  de  deux 
points  correspondants.  Nous  reviendrons  sur  cette  question 
(Chap.  Xni,263). 

156.  La  notion  des  points  doubles  de  deux  divisions  ho- 
mographiques est  très-importante  \  elle  sera  fort  utile,  no- 
tamment pour  la  résolution  des  problèmes,  où  elle  procurera 
des  solutions  uniformes  et  très-simples  de  beaucoup  de 
questions  qui  conduisent  à  des  équations  du  second  degré 
parfois  très-compliquées.  Par  exemple,  les  trois  problèmes 
de  la  section  de  V espace,  de  la  section  de  raison  ^  et  de  la 
section  déteiminécy  qui  ont  été  le  sujet  de  trois  traités  diffé- 
rents d'Apollonius ,  se  résoudront  immédiatement  par  cette 
méthode  [i^oir  Chap.  XIV  et  XV). 

157.  Cas  ou  l'un  des  points  doubles  est  a  l'infini.  — 
Ce  cas  est  celui  de  deux  divisions  semblables^  car  si  le 
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point  double /'est  à  Finfini,  l'équation  générale 

/m         fm' 


devient 

em 


em 


7=>. 


équation  qui  exprime  deux  divisions  semblables  {H8). 

158.  CowsTRucTiOK  DU  POINT  DOUBLE  6.  — Quand  le  coef- 
ficient de  proportionnalité  X  est  donné ,  un  seul  système  de 
deux  points  liomologues  a ,  a'  suffit  pour  déterminer  le  point 

double  e  ^  par  le  rapport  -y-  =  A. 

Quand  les  deux  divisions  sont  déterminées  par  deux 
couples  de  points  homologues  a,  a'  et  i,  /»',  on  a  pour 
deux  autres  points  homologues  quelconques  m ,  m!  \b.  rela- 
tion 

a  m  ah 

=  const.  =  -r-r,\ 


a  m  a  0 

et,  pour  déterminer  le  point  double,  Téquation 

ae  ab 

On  portera  sur  deux  droites  parallèles  menées  par  les  points 
a  et  a\  deux  segments  a£,  a' 6'  égaux  à  ah^  a'h\  et  diri- 
gés dans  le  même  sens,  ou  en  sens  contraires,  suivant  que 
ab  et  ah'  seront  de  même  signe  ou  de  signi's  différents;  la 
droite  66'  déterminera  le  point  e. 

Autrement.  Sur  les  deux  segments  ah\  a' h  on  décrira 
deux  circonférences  de  cercles  passant  par  un  même  point 
g  quelconque;  elles  se  couperont  en  un  second  point  ^ ^  et 
leur  corde  commune  gg^*  passera  par  le  point  double  e.  Car 

Féquation 

ae         ah 


a!  e       fl'  // 


112  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


»  ' 


s  ecnt 


ae  a!  t 


ae  —  he       a*  e  —  b'  e  ' 
d'où  Ton  lire 


ae      a'  e 


7-  =  -77-  ï      ou     ea .  eh*  =  ea' .  eh  ; 
be       b'  e 

ce  qui  prouve  que  le  point  e  est  sur  la  corde  commune  aux 
deux    circonférences  décrites  sur  les  segments  aV ^  a! h. 


159.  Quand  dans  l'équation  — -,  =  X ,  le  coefficient  X  est 

égal  à  —  1 5  le  point  double  se  trouve  au  milieu  de  chaque 
segment  mm!  formé  par  deux  points  homologues^  de  sorte 
que  les  deux  divisions  sont  égales  ou  les  mêmes,  mais 
formées  en  sens  contraires. 

Si  le  coefficient  X  est  égal  à  -h  i ,  l'équation  — -,  =  i 

montre  que  le  point  e  est  à  l'infini-,  de  sorte  que  les  deux 
points  doubles  coïncident  à  l'infini.  Alors  on  a 

ab 

ce  qui  montre  que  les  segments  homologues  sont  égaux  et 
dirigés  dans  le  même  sens.  On  peut  dire  que  les  deux  divi- 
sions sont  égales  et  dirigées  dans  le  même  sens. 

§  U.  — Disperses  manières  d'exprimer  deux  divisions  homo- 

graphiques  sur  une  même  droite, 

I.  Equation  am .  b' m'  -h  a  [am  —  ^'/w'  )  -+-  v  1=  o . 

160.  Quand  deux  di^^isions  homo graphiques  sont  mar- 
quées sur  une  même  droite,  on  peut  les  exprimer  par  une 
équation  telle  que 

(x)  am,b' m' -{-'kiani  —  ô'/w')  4- v  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  segtnents  ame^b^m' 
sont  égaux  et  de  signes  contraires. 


r 
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Pour  obtenir  cette  équation,  on  peut  prendre  à  volonté 

le  point  a ,  et  l'on  détermine  le  point  b'  et  la  constante  X  \ 

ou  bien  on  peut  se  donner  la  constante  A  et  déterminer  les 

deux  points  fixes  a  et  b' . 

En  effet,  Téquation  générale  est 

am,i/ m'  —  b' y .  am  -^  al.b' m'  -^  al  b' a' =z  o     (155). 

Donc  si  le  point  a  est  donné ,  il  suffit  de  prendre  le  point 
i'  de  manière  que  W  =,  —  al.  Cette  relation  fait  voir  que 
les  deux  points  a  et  b'  sont  à  égale  distance  des  deux  points 
I,  J'  respectivement,  et  tous  deux  sur  le  segment  IJ'  ou 
tous  deux  au  dehors. 

Si  la  constante  X  est  donnée ,  on  prendra  les  points  a  et 
b'  distants  de  I  et  J',  respectivement,  d^une  longueur  égale 
à  X,  mais  de  manière  que  les  deux  segments  al,  b'V  soient 
de  signes  contraires. 

IL  ÉquatioQ  am .  fc'  m'  -|-  7 .  mm'  -4-  lî  =  o. 

161.  Deux  dwisions  homographiques  sur  une  même 
droite  s'expriment  par  Véquation 

(2)  am .  6'  /w'  -f-  7 .  mm'  4-^=0. 

En  effet,  en  prenant  le  point  b*  comme  il  vient  d'être 
dit ,  on  a  Téquation 

am,b' m' '\-  al.am  —  al.  6' m' H-  al,b'a'  =  0. 

Qu^on  remplace,  dans  le  troisième  terme,  b^m'  par 
{am'  —  ai'),  il  vient 

am.b'm''\-al{am  —  am')  H-  al(ab'  -h  b'a')z=i  o, 
ou 

(2')  am,b'ml  —  al,mm'  -\-al.aa'  =:o; 

ceqni  démontre  le  théorème. 

Corollaire  l. — Si  le  point  a  coïncide  avec  l'un  des 
points  doubles  e,  le  point  b*  coïncidera  avec  le  second  point 

8 
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double  /^^  le  segment  aa!  sera  nul,  et  Fëquation  deviendra 

(3)  em.fm' — el»mm'  :=.  o. 

Corollaire  II.  —  Si  le  point  a  est  le  milieu  O  des  deux 
points  I,  J',  le  point  b'  coïncide  avec  ce  même  point  mi- 
lieu ,  puisque  b'J'  =  —  al ,  et  Téquation  devient 

(4)  0/w.O/w'  — OI./iiw'-|-OI,00'  =  o, 

O'  étant  le  point  de  la  seconde  division  qui  correspond  au 
point  O  considéré  comme  appartenant  à  la  première. 


III.  Équation  Ow  -h  Im.mm*  -f-  v  =  o. 

162.   Deux  dii^isïons   homo  graphique  s  sur  une   même 
droite  s*  expriment  par  F  équation 

^'  Cm    -t- Im.  wm' -h  V  =r  o, 

V  étant  une  constante. 

En  effet,  que  dans  Téquation  précédente  on  remplace 
Om'  par  Om-f-m/n',  il  vient 


Om  -f-(0/?î  — 01)  m/w'-^- 01.00' =  o, 
ou 


(5') 


Om  -hl/w.wm'-h  0I.00'  =  o. 


§  III.  —  Cas  oii  les  deux  points  doubles  coïncident. 

i63.    Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  points 
doubles  y  dans  F  équation 

am .  am'  H-  a  .  am  H-  /x .  am'  -i-  v  =  o, 

se  confondent  en  un  seul. 

Les  deux  points  doubles  sont  déterminés  par  la  relation 

am  H-  {>  -h  ^)  rt/w  4-  V  =  o. 
La  condition  d*égalité  des  deux  racines  est 

(>4_  ^Y^  4v=:  O. 


J 
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Remplaçons  les  constantes  par  leurs  expressions  géomé- 
triques 

;  =  — aJ',     pi  =  — al     (155). 
On  a 

X-hpi  =  — {fll-+-«J')  =  —  2fl0; 

0 étant  le  point  milieu  du  segment  IJ'.  Il  en  résulte  que 

V  =  aO  5  et  réquation  qui  détermine  le  point  double  de- 
vient 

7  7 

am  —  iaO,am  4-  aO  =  o. 

D'où 

Ainsi  le  point  de  coïncidence  des  deux  points  doubles  est 
le  point  O,  c'est-à-Kiire  le  milieu  des  deux  points  I,  J'  qui 
ont  leurs  homologues  à  1  infini. 

L'équation  qui  exprime  l'homographie  des  deux  divisions 
devient 


1 


(a)  am,am'  —  aV.am — al.a/w'-f- aO  =  o. 

4 

4 64-.  Dans  cette  équation  le  point  a  est  pris  arbitraire- 
ment. Supposons  qu'il  coïncide  avec  le  point  O;  Téquation 

devient 

0/w,0/w'—  OJ'.  Om  —  OI.O/w'=:  o, 

ou ,  parce  que  OJ'  =  —  OI , 

[b)  O/w.O/w'  —  01. mm'  =  o. 

Cette  équation  peut  encore  se  conclure  de  l'équation  (3) 
dans  laquelle  on  exprimera  que  les  deux  points  doubles  e^J 
coïncident  en  O,  ou  bien  de  l'équation  (4  )  dans  laquelle  on 
supposera  le  segment  OO'  nul. 

CoKOLLAïRE.  —  L'équatiou  [h)  prouve  que  le  rapport 

; —   est  constant  5  on  aura  donc ,  en  prenant  deux 

m7n 

points  homologues  a  ^  a\ 

Om.Om'       Ofl.Ofl' 

^     *  mm  aa' 

8. 
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165.  Cette  équation  donne 

0/w'  —  Ow  _  Oa'  -~  Otf 

Oiw.O/iï'   ~"    Oa.Oa'  ' 
ou 

■  r  1  V 


Om       0/iî'       O^ï       Oa' 


Expression  la  plus  simple  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  dont  les  points  doubles  coïncident.  On  peut  aussi 
tirer  cette  équation  directement  de  Téquation  générale  à 
trois  termes  (7, 123). 

166.  En  écrivant  [c)  ainsi 


1 

1 

1 

1 

Om 

Oa 

0/w' 

Oa' 

> 

0/w 

am 

•  Oa 

O/w' 
fl'/w' 

Oa'. 

on  en  conclut 

Corollaires.  — Dans  ces  deux  équations  [c  eid)  on  peut 
supposer  le  point  a'  à  Finfini ,  et  elles  deviennent 


I 
0/w 

I 
Owï' 

I 

01' 

0/w 

.  Ofl  = 

0/w'. 

i/w 

167,  Qu'on  remplace  Om'  par  (Oi«-f-mfn')  dans  l'é- 
quation (i),  elle  devient 


Owi  -I-  (0/w  —  01)  mm'  =  o, 
ou 

{é)  0/w -i- I/w./w/w' =  o. 

Cette  équation  se  conclut  aussi  de  Téquation  précédente  (5') 
où  Ton  suppose  le  segment  OO'  nul. 

168.  On  peut  encore  exprimer  les  deux  divisions  par 


-j 
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récjuation 

•^  '  Ont -. — -,  mm\  — -  =  o. 

a  m'  aa 

En  eflet,  prenons  Téquation  (e)  et  écrivons-la  ainsi  : 

Om     0/w  _ 
\m     m' m         ' 

ou,  en  désignant  par  V  le  point  de  la  seconde  division  situé 
à  Tinimi , 

/ow  or\  /Oot    or  \  _ 

Comme  le  premier  membre  est  formé  de  deux  rapports 
anharmoniques ,  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  V  à  distance  finie,  le  point  I  étant  son 
homologue  dans  la  première  division.  Ainsi  Téquation 


•2 


0/n    Im.m'm 

^~//i'r.ir' 

ou  Téquatiou  (y),  puisque  I  et  I'  sont  deux  points  corres- 
pondants quelconques  des  deux  divisions,  exprime  deux 
divisions  homographiques  dont  les  deux  points  doubles  se 
confondent.  c.  q.  f.  d. 

169.  Cas  ou  les  deux  points  doubles  sont  a  l'infini.  — 

Dans  Féquation 

Om.Om'       Oa.Oa' 

} —  = } — î 

////»  aa 

a  et  a'  sont  deux  points  correspondants ,  et  O  le  point  de 
coïncidence  des  deux  points  doubles  (165).  Si  ce  point  est 

à rinflnî,  les  rapports -p— 9  -jr-7  sont  égaux  à  Tunité,  et 

l'équation  devient 

mm^  =  aa'. 

Ainsi ,  le  segment  compris  entre  deux  points  correspondants 
quelconques  est  de  grandeur  constante^  il  s'ensuit  que 
a'm^^=am\   c'est-à-dire  que  deux  segments  homologues 
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des  deux  droites  sont  toujours  égaux,  ou,  en  d'autres 
termes ,  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  égales , 
une  à  une ,  respectivement ,  et  dirigées  dans  le  même  sens. 
Et,  en  effet ^  nous  avons  déjà  vu  que  dans  ce  cas  les  deux 
points  doubles  sont  situés  à  l'infini  (159). 

170.  D  résulte  de  là  que,  quand  on  a  sur  une  même 
droite  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  dou- 
bles coïncident ,  on  peut  en  faire  la  perspective  ,  de  manière 
que  les  segments  homologues  deviennent  égaux  entre  eux.  Il 
suffit  que  dans  la  perspective  le  point  double  des  deux  divi- 
sions proposées  passe  à  Tinfini. 

§  IV.  —  Propriété  de  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  sont  imaginaires. 

171.  Quand  deux  divisions  homographiques  formées 
sur  une  même  droite  n'ont  pas  de  points  doubles^  il  existe, 
de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  un  point  d*ou  fort 
voit  sous  des  angles  égaux  et  formés  dans  le  même  sens 
de  rotation,  tous  les  segments  compris  entre  les  points  de 
la  première  div^ision  et  leurs  homologues  respectifs. 

L'homographie  des  deux  divisions  s'exprime  par  l'équa- 
tion 

Om.Om'  —  01. mm'  -h  01.00'  =  o     (161,  équat.  4), 
ou 

0/w.Om'-4-OI.O/7i  — Ol.O/w'-hOI.OO'rrro, 

Les  deux  points  doubles  étant  imaginaires,  par  hypothèse, 
les  deux  points  O'  et  J'  sont  de  cotés  différents  par  rapport 
au  point  O  (1S4)  ;  par  conséquent  O'  et  I  sont  d'un  même 
côté,  et  le  produit  OI. 00'  est  positif.  Prenons  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  par  le  point  O  le  segment 

OP  =:=  v^OI.OO'. 
L'équation  s'écrit 

0/71    Om' 


OP      OP 


01  /Ow       Ow'\ 
ÔP  \ÔP"""T)P'/ 


H    7^     T^TT 7C^      "h  »  =  o» 
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ce  qui  donne 

UDgOPm.tan^OPm'  -f-  ^(JangOPm  —  tangOP/»')  -hi  =0, 

ou 

Ung  OP m'  — -  tang  OP  m    _  OP 
1  -h  tangOPm.tangOPw'  ~~  Ôï 

Le  premier  membre  est  égal  à 

tang  (OP  m'  —  OP  m)  =  tang  m  P  m\ 
et  le  second  à  iangOIP;  on  a  donc 

angle  m^m!  -=.  angle  OIP  =  const. 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Autrement,  Quand,  dans  deux  faisceaux  homogVaphi- 
ques ,  les  angles  formés  par  trois  couples  de  rayons  homo- 
logues sont  égaux  et  dans  le  même  sens  de  rotation,  il  en 
est  de  même  des  angles  formés  par  tous  autres  rayons  ho- 
mologues. Ainsi  A,  B,  C,  D  étant  quatre  rayons  du  premier 
faisceau,  et  A',  B',  C,  D'  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau,  si  les  trois  angles  (A,  A'),  (B,  B')  et  (C,  C)  sont 
^aux  et  formés  dans  le  même  sens  de  rotation ,  à  partir 
de  leurs  origines  respectives  (6) ,  le  quatrième  (D,  D')  sera 
égal  à  ceux-là  et  formé  dans  le  même  sens  de  rotation. 

En  effet ,  en  faisant  tourner  le  second  faisceau  autour  du 
centre  commun,  on  pourra  faire  coïncider  les  trois  rayons 
A',  B',  C  avec  leurs  homologues  A ,  B,  C  respectivement  \ 
et,  par  conséquent,  deux  autres  rayons  homologues  quel- 
conques D,  D'  seront  aussi  coïncidents. 

Cela  posé,  menons  par  le  point  P  déterminé,  comme 

il  a  été  dit,  parla  relation  OP  =  \/OI.OO',  la  parallèle 
P  00  à  la  droite  OI.  Le  point  P  est  le  sommet  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  déterminés  par  les  deux  divisions 
proposées.  Les  rayons  PO,  Pm,  PI  et  Poe  du  premier  fais- 
ceau ont  pour  homologues  dans  le  second,  IK)',  Pm',  Poe 
iîl  PJ"  prolongement  de  P.V.  î^es  deux  angles  IP  oc  et  oc  PJ" 
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sont  égaux  et  dans  le  même  sens ,  parce  que  les  deux  points 
I  et  J'  sont  à  égale  distance  du  point  Q.  L'angle  IPoo  est 
aussi  égal  à  Tangle  OPO';  car  l'expression  de  OP  donne 

0P_00[ 
OI  "^  OP  ' 

ce  qui  prouve  que  les  angles  OPO'  et  OIP  sont  égaux.  Or 
celui-ci  est  égal  à  IP  oo  ,  donc  les  angles  IP  oo  et  OPO'  sont 
égaux  ^  et  il  est  évident  que  ces  deux  angles  sont  dans  le 
même  sens.  Ainsi  Içs  trois  angles  que  les  trois  rayons  PO, 
PI  et  P  00  du  premier  faisceau  font  avec  leurs  homologues 
PC,  P  00  et  PJ'^  respectivement,  sont  égaux  et  dans  le  même 
sens^  et  par  conséquent  Taugle  mVm\  formé  par  deux 
autres  rayons  homologues  quelconques  ^  est  égal  à  ceux-là 
et  dans  le  même  sens.  c.  q.  f.  d. 

\  72.  Les  points  doubles  des  deux  divisions  homogra- 
phîques  que  nous  considérons,  ont  pour  milieu  le  point 
G ,  et  pour  carré  de  leur  distance  à  ce  point ,  le  produit 

OC.  OJ'  (1S4)  ou  —  00'.  01  =  —  ÔP\  de  sorte  que  ces 
points  (imaginaires)  ne  dépendent  pas  de  la  grandeur  de 
Tangle  sous  lequel  on  voit  du  point  P  les  segments  oa', 
bb\  etc.,  mais  seulement  de  la  position  de  ce  point.  On 
conclut  de  là  ce  théorème  singulier,  qui  aura  des  applica- 
tions : 

Sly  autow  d'un  point  P,  comme  sommet ,  on  fait  tourner 
un  angle  (A,  A')  rfe  grandeur  constante,  ses  deux  côtés 
marqueront  y  sur  une  transversale  fixe,  tleux  divisions 
homo graphiques  qui  auront  toujours  les  mêmes  points 
doubles  {imaginaires) y  quelle  que  soit  la  grandeur  de 
l'angle  (A,  A'). 

173.  Trois  segments  sur  une  même  droite ,  a/i\  bb\  cc\ 
déterminent  deux  divisions  homographiques  dans  lesquelles 
fl,  i,  c  seront  trois  points  de  la  première,  et  a',  b\  c'  les 
trois  points  rorrespondants  de  la  seconde.  Quand  les  points 
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doubles  de  ces  deux  divisions  soat  imaginaires,  il  existe, 
de  part  et  d'autre  de  la  droite ,  un  point  P  d'où  Ton  aperçoit 
les  trois  segments  sous  des  angles  égaux  (171  )•  Par  consé- 
quent on  conclut  de  ce  qui  précède  une  solution  très-simple 
de  cette  question  : 

Etant  donnés  trois  segments  aa',  bb',  ce'  sur  une  même 
droite  y  troui^er  un  point  d'où  on  les  aperçoive  tous  les 
trois  sous  des  angles  égaux. 

§  V.  —  Cas  particulier  des  dii^isions  homo graphiques  sur 
une  même  droite.  —  Div^isions  en  in\^olution. 

Mk.  Si  dans  l'équation  générale 

les  deux  coefficients  X  et  fjc  sont  égaux  et  de  même  signe, 
les  deux  divisions  ne  sont  plus  générales,  elles  jouissent  de 
cette  propriété  particulière,  qu'i/w  même  point  quelconque, 
considéré  comme  appartenant  j  soit  à  la  première  dii^ision , 
soit  à  la  seconde^  a  toujours  le  même  homologue, 
V41  effet,  Téquation  est  alors 

am.am'  -h  X [am  H-  am' )  -f-  v  =  o. 

Les  deux  segments  am,  d^i'  y  entrent  de  la  même  manière  : 
par  conséquent,  si  l'on  change  am  en  am'  et  réciproque- 
ment ,  l'équation  subsiste  \  ce  qui  prouve  que  le  point  m', 
étant  regardé  comme  appartenant  à  la  première  division, 
a  pour  homologue  dans  la  seconde  le  point  m.  Donc ,  etc. 

Réciproquement ,  quand  cette  propriété  a  lieu  pour  un 
point,  quel  qu'il  soit,  les  deux  coefficients  X  et  fx  sont  égaux 
et  de  même  signe ,  et ,  par  suite ,  la  propriété  a  lieu  pour 
tout  autre  point. 

En  effet ,  soit  m  un  point  qui ,  considéré  comme  appar- 
tenant à  la  première  division ,  a  pour  homologue  dans  la 
seconde  le  point  m\  et  considéré  comme  appartenant  à  la 
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seconde  division,  a  pour  homologue  dans  la  première  le 
même  point  Tn!\  on  aura  les  deux  équations 

am .  am'  -h  \ . am  -|-  ^ .  am*  -f-  v  =  o, 
am' .  am  -f-  X.a/n'-l-  p.a/w  4-  v  =  o, 

desquelles  on  tire  ,en  retranchant  Tune  de  Tautre , 

\(^am  —  am')  -4-  [*(«/«'  —  a/w)  =  o, 

ou 

(>  —  ^)  m' m  =0. 

Or  les  deux  points  m ,  m'  ne  sont  pas  coïncidents ,  par 
conséquent  il  faut  que  Ton  ait  X  =  fx.     c.   q.   f.  d. 

175.  Ces  deux  divisions  homographiques ,  qui  pré- 
sentent cette  particularité,  qu'un  point  quelconque  consi- 
déré comme  appartenant  à  la  première  ou  à  la  seconde ,  a 
toujours  dans  l'autre  division  le  même  point  homologue,  se 
présenteront  fréquemment,  surtout  dans  la  théorie  des  sec- 
tions coniques.  Elles  se  rattachent  à  la  théorie  de  Xinvolu- 
iion  que  nous  allons  bientôt  exposer,  et  nous  les  appellerons 
alors  divisioîis  homographiques  en  ÎFH^olution, 

§  Vf.  —  Faisceaux  homographiques  qui  ont  le  même 

centre,  — Rayons  doubles. 

176.  Ce  que  nous  avons  dit  des  deux  points  doubles  de 
deux  divisions  homographiques  superposées  doit  s'entendre 
des  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  qui 
ont  le  même  centre. 

Il  existe  dans  les  deux  faisceaux  deux  droites,  dont  cha- 
cune, considérée  comme  appartenant  au  premier  faisceau, 
est  elle-même  son  homologue  dans  le  second.  Ce  sont  ces 
deux  droites  que  nous  appelons  les  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux. 

(icla  rsl  évident,  <*ar  si  Ton  mène  une  transversale  quel- 
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conqae,  les  deux  faisceaux  détermineront  sur  cette  droite 
deux  divisions  homographiques  qui  auront  deux  points 
doubles,  auxquels  correspondront  les  deux  rayons  doubles 
I       des  deux  faisceaux. 

En  désignant  par  E ,  F  ces  deux  rayons ,  on  peut  expri- 
mer rhomographie  par  l'équation 

siD(E,  M)_    siD(E,M^) 
sin(F,M)'~"    sin(F,  M')     ^        ^' 

Quand  les  deux  rayons  doubles  sont  rectangulaires ,  cette 
équation  devient 

Ung  (E,  M)  =  >  tang (E,  M'). 

177.  Supposons,  dans  Téquation  générale  de  l'art.  148, 
que  les  deux  rayons  B',  D',  qui  sont  arbitraires,  coïn- 
cident respectivement  avec  les  deux  A  et  C  ;  et  appelons  I 
et  J^  les  deux  rayons  qui  correspondent ,  dans  la  première 
et  la  seconde  division ,  respectivement ,  au  même  rayon  C 
considéré  comme  appartenant  successivement  à  la  seconde 
et  à  la  première  division;  ce  qui  se  réduit  à  remplacer  D 
et  C  par  I  et  J'5  l'équation  devient 

sin(A,M)    sin(A,M^)       sin(A,JM    sin(A,  M) 
sin  (C,  M  )  *  sin  (C,  M')       sin  (C,  J'  )  '  sin  (C,  M  ) 
sin(A,I)    sin(A,MO       sin(A,I)    sin(A,  A^)_ 
""sin(C,  I)*sin(C,  M'j  "^  sin(C,  I)  '  sin  (C,  A')"*"^' 

Les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  se  détermineront  par 
l'équation 

'sin(A,M)"]'     rsin(A,I)     sin(A^'|sin(A^)     sin(A,I)  sin(A,AO 
àn^C,M)J  ~'Lsin(C,I)'^sin(C,  J'jJsin(C,  M)"^sin(C,  Ij 'sin(C,  A') 

178.  Les  deux  rayons  fixes  A ,  C  sont  pris  arbitraire- 
ment ;  le  second  peut  être  perpendiculaire  au  premier  -,  on 
en  conclut  que  l'homographie  de  deux  faisceaux  s'exprime 
par  l'équation 

lang(A,  M)tang(A,  M')  — Ung(A,J')Ung(A,  M^ 
— -laog^A,!)  fang(A,  M'}  H- tang(A,A')  lang(A,  I    -  o. 


=  o. 
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Et  les  rayons  doubles  sont  déterminés  par  la  suivante 

tang'  (A,  M)  —  lang  (A,  M)  [tang  (A,  J')-f-tang  (A,  I)]-htang  (A,  A')  tang  (A,  l)=t 

i  79.  Substituant  à  la  droite  Â  sa  perpendiculaire  C ,  on 
exprimera  Thomographie  par  l'équation 

cot(C,  M)  cot(C,  M')  —  cot(C,  J')  cot(C,  M) 
—  cor  (C,  I)  cot  (C,  M')  -+-  cet  (C,  I)  cot  (C,  A')  =  o  ; 

C  est  une  droite  fixe  quelconque;  cette  droite,  considérée 
comme  rayon  du  premier  faisceau,  a  pour  homologue, 
dans  le  second  faisceau,  J\  et  considérée  comme  rayon  du 
second  faisceau,  a  pour  homologue  dans  le  premier,!; 
A'  est,  dans  le  second  faisceau,  l'homologue  du  rayon  du 
premier  faisceau  perpendiculaire  à  la  droite  C. 
Les  rayons  doubles  se  déterminent  par  Téquation 

cot>(C.M)  — [cot(C,I)^-cot(C,  J')]cot(C,M)-hcot(C,I)cot(C,  A')=<i 

§  VIL  —  Propriétés  de  deux  faiscecuix  homo graphiques 
dont  les  rayons  doubles  sont  imaginaires, 

180.  Quand  deux  faisceaux  homo  graphiques  de  même 
centre  n'ont  pas  de  rayons  doubles,  on  peut  les  considérer 
comme  étant  la  perspective  de  deux  faisceaux  dans  les- 
quels les  rayons  homologues  font  entre  eux  des  angles 
égaux  et  dirigés  dans  le  même  sens  de  rotation. 

En  eifet ,  coupons  les  deux  faisceaux  par  une  transver- 
sale quelconque  L ,  on  aura  deux  systèmes  de  points  a,  6, 
c, . . .,  a\  i',  c', . . .,  formant  deux  divisions  homogra- 
phiques  qui  n'auront  pas  de  points  doubles  :  par  conséquent 
on  pourra  déterminer  un  point  P  d'où  Ton  verra  tous  les 
segments  aa\  bb\  cc\  etc.,  sous  des  angles  égaux  aPa', 
A  Pi',  etc.  (171  ).  Qu'on  fasse  tourner  le  plan  de  ces  angles 
autour  de  la  droite  L ,  de  manière  à  élever  le  point  P  en  P' 
au-dessus  de  la  figure ,  et  qu  on  conçoive  la  droite  menée 
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da  centre  commun  O  des  deux  faisceaux  proposés  au  point 
P'.  n  est  clair  que  pour  un  œil  placé  en  un  point  quel- 
conque de  cette  droite  OP',  même  à  Tinfini,  les  angles 
aP'û',  &P'  i',  etc.,  ^aux  entre  eux  et  formés  dans  le  même 
sens  de  rotation,  seront  les  perspectives  des  angles  aOa\ 
bOb\  etc.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  projection  pourra  être  faite  sur  tout  autre  plan  pa- 
rallèle au  plan  (P',  L),  ce  qui  permettra  de  placer  Toeil  au 
point  P'  lui-même. 

18t.  Considérons  deux  faisceaux  homographiques  for- 
més par  les  deux  côtés  A ,  A'  d'un  angle  de  grandeur  con- 
stante ,  tournant  autour  de  son  sommet.  Les  rayons  doubles 
de  ces  deux  faisceaux,  qui  sont  imaginaires,  évidemment, 
se  déterminent  par  Téquation  générale  {177)«  Ici  cette 
équation  se  simplifie ,  car  on  a 

aiigle(C,  I)  =  —  angle(A,  A');  aDgle(C,  J')  =  angle  (A,  A'); 
angle  (A,  I)  =  —  angle(C,  A'  );    angIe(C,  I)  =  —  angle  (A,  A')  ; 

et  l'équation  devient 

sin(A,M)'1»      sin(A,r)--sin(A,I)    sin(A,  M)         _ 
sin(C,M)J  sin(A,  A')  '  8in(C,  M)"^  *  ""  ^' 

Or 

sin  (A,  J')  —  sin  (A,  I)  =  sin(AC  4-  a')  —  sin(AC  —  IC) 
=  sin  ( AC  H-  AA')  —  sin(  AC  —  AA'  )  =  2 cos  AC.sin  AA'. 

L'équation  devient  donc 

rsin(A,M)"l»  ^^    sin  (A,  M)  _^ 

.    )^\J^     —  2C0SAC  •   .    ;^  .,;-4-  I  =0. 
L8m(C,  MjJ  sin(C,  M) 

Les  racines  sont 

^i^=cos(A.C)d=sin(A.C)^. 

Et  leur  produit  est  -H  i ,  quelle  que  soit  la  direction  des 
axes  fixes  A  et  C  -,  c'est-à-dire  que  si  Ton  désigne  par  E  et  F 


[ 
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les  directions  imaginaires  des  deux  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux,  on  a 

8in(A,  E)    sin(A,  F)_ 
sin(C,  E)'sin(C,  F)"""*"'' 

Et ,  en  supposant  Taxe  C  perpendiculaire  à  A  ^ 

iang(A,  E)  tang(A,F)  =  +  i. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  expressions  des  directions  ima* 
ginaires  des  rayons  doubles  des  deux  faisceaux,  sont  indé-* 
pendantes  de  la  grandeur  de  langle  (A,  A')  dont  les  deux 
côtés  décrivent  les  deux  faisceaux.  Ces  résultats  trouve- 
ront leur  application  dans  la  théorie  des  coniques  planes  et 
sphériques. 


r 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE    DE    l'iNVOLUTION. 


§  I.  —  ln\'olution  de  six  points.  —  Relations  entre  ces 

points . 

182.  Définition.  —  Quand  trois  systèmes  de  deux  points 
conjugués,  situés  en  ligne  droite,  sont  tels,  que  quatre  de 
ces  points ,  pris  dans  les  trois  systèmes ,  aient  leur  rapport 
anharmonîque  égal  à  celui  des  quatre  points  qui  leur  sont 
conjugués,  nous  dirons  que  les  six  points  sont  en  im^o-- 
/ution. 

Ainsi,  soient  a,  «';  i,  i'  et  c,  c'  les  trois  systèmes  de 
deux  points ,  qui  se  correspondent  ou  sont  conjugués  deux 
à  deux,  savoir,  a  et  a',  h  et  i',  c  et  c';  si  le  rapport  anhar- 
monîque de  quatre  de  ces  points ,  tels  que  a ,  i ,  c  et  c',  est 
égal  à  celui  des  quatre  points  conjugués  a\  b\  c'  et  c,  ces 
six  points  seront  dits  en  insolation. 

183.  Quand  six  points  sont  en  ini^olution,  de  quelque 
manière  quon  en  prenne  quatre^  appartenant  aux  trois 
couples  de  points  conjugués^  leur  rapport  anharmonique 
sera  toujours  égal  à  c^lui  de  leurs  conjugués. 

Soient  les  trois  couples  de  points  conjugués  a,  a';  &,  b' 
ete,  c'-,  il  faut  démontrer  que  si  le  rapport  auliarmoniquc 
de  quatre  de  ces  points ,  tels  que  /z ,  6,  c,  c',  est  égal  à  celui 
des  points  conjugués  a\  b\  c\  c,  il  en  sera  de  même  pour 
tout  autre  système  de  quatre  points,  pris  dans  les  trois 
couples,  comparés  à  leurs  conjugués. 

On  formera  un  autre  système  de  quatre  points  en  chan- 
geant soit  l'un  des  points  e ,  c'  en  a\  ou  b\  soit  Tun  des 
points  a ,  &  en  son  conjugué. 
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i".  Si  Ton  change  c'  en  a',  on  aura  le  système  a^b^c^a 
comparé  ka\  b\  c\  a.  Je  dis  que  les  rapports  anharmo- 
niques  de  ces  deux  systèmes  de  quatre  points  sont  égaux. 
En  effet,  les  deux  systèmes 

a,   by  c,  c\ 
fl',   *',  c\  c, 

ayant  leurs  rapports  anharmoniques  égaux ,  on  a 

c' c     bc        cd     b'd 
cf a*  ba       ca'  '  b' a' 

et,  en  introduisant  dans  les  deux  membres  le  segment  a' a 
à  la  place  du  segment  c'c , 

a'c     bc       ac'     b*  d 

équation  qui  prouve  que  les  quatre  points  a ,  b  ^  c^a!  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués 
a\  b\  c',  a. 

2°.  Si  l'on  change  l'un  des  deux  points  a ,  &  en  son  con- 
jugué ,  par  exemple  i  en  &',  on  aura  les  deux  systèmes  a,  V^ 
c,  c'  et  a\  b^c\  C5  je  dis  que  leurs  rapports  anharmo- 
niques sont  égaux.  En  effet ,  l'égalité  des  rapports  anhar- 
moniques des  deux  systèmes  û  ,  i,  c ,  c'  et  a',  b\  c\  c  s'ex- 
prime par  l'équation 

ca    (fa       d  a'     ca* 

7b'' 71"' TV 'W 
Or  on  peut  écrire 

ca      c'a       c'a'    ca' 


cb''  c'b'"  c'b  '  cb  ' 

et  sous  cette  forme ,  l'équation  exprime  que  les  quatre  points 
a^b^c^c*  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  a',  i,  c',  c.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

184.  Quand  trois  systèmes  de  deux  points  conjugués 
rt,  a';  ft,  b'  et  c^  c'  sont  en  involutiony  il  existe  entre  ces 


r 
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points  les  sept  équations  suivantes ^  et  réciproquement, 
chacune  de  ces  équations  exprime  V insolation  et  comporte 
les  six  autres  : 

ib.ab'       a'b.a'b' 


ac.ac'        a'c.a'c' 


t 


bc.b</  _  b'c  b'c' 


ca,ca'        </a,c?a' 


(b) 


cb.cb'   ""  cb.db'^ 

ab' .bc* .ca! z=.  —  a' b,b' c  c' a^ 
ab' ,  bec' a!  =  —  a'b.b'c^ .  ca, 
ab  .b'  c\  ca!  ■=:  —  a'  b'  .bcé  a^ 
ab,  b' c, c'a'  =  —  a'  b' .  bc' .  ca. 


En  effet ,  chacune  de  ces  équations  peut  s'écrire  de  manière 
à  exprimer  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  des  six 
points  est  égal  à  celui  des  quatre  points  conjugués.  Or 
cette  égalité  a  lieu,  puisque,  par  hypothèse,  les  six  points 
sont  en  involution.  Donc  les  équations  sont  vraies. 

Réciproquement,  chacune  de  ces  équations  exprime, 
en  vertu  de  cette  égalité  des  rapports  anharmoniques ,  que 
les  six  points  sont  en  involution  (i82) ,  et,  conséquem- 
ment,  comporte  les  six  autres,  d'après  le  théorème  (183). 
Donc,  etc. 

185.  Première  remarque,  —  Chacune  des  équations  [a) 
s'écrit ,  de  deux  manières ,  sous  forme  d'égalité  de  deux  rap- 
ports anharmoniques  \  et  chacune  des  équations  (^),  de  trois 
manières. 

Ainsi,  la  première  des  équations  (a)  s'écrit 

ab    a'b        a'b'    ab' 
ac  '  €^  c       aV  *  ac'  ' 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  &,  c,  a^  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a\  b\ 
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c\  a  ^  ou  bien 

ab     a' h        a'b'    ah' 


f  '     t  /  —     /     •         î 
ac      a  c         a  c      ac 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  i,  c',  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a\  //, 


c,  a. 


Pour  les  équations  (&),  prenons  la  seconde 
ah' .  bc.c'a*  =  —  a' b,b'c' ,  ca , 

et  introduisons  dans  les  deux  membres  le  facteur  aa\  1  e- 
quation  pourra  s'écrire 

a' a     ca       aa'    é  a' 


a'b'  ch'^  aV  db" 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  i,  c,  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  a  celui  des  quatre  a\  b\  c\  a. 

Pareillement,  en  introduisant  le  facteur  ii'  dans  l'équa- 
tion ,  on  récrit  de  manière  à  exprimer  que  les  quatre  points 
a,  é,  c,  i'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de 
leurs  conjugués  a\  b\  c\  b. 

Et  enfin  si  l'on  introduit  le  facteur  cc\  l'équation  ex- 
prime que  les  quatre  points  a,  ft',  c,  c'  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a',  J,  <*',  c  (*) . 

186.  Deuxième  remarqua.  —  On  voit  aisément  com- 
ment se  forment  les  équations  [a  )  entre  huit  segments.  Pour 
former  les  équations  (b)  entre  six  segments,  on  prend  un 
segment  tel  que  ab  ;  puis  le  segment  compris  entre  le  con- 

(*)  Quand  on  introduit  dans  Péquaiion  un  facteur  t<*l  que  ec'^  ce  sont 
les  deux  points  <i|  6'  du  segment  où  n''entrent  pas  c  et  c\  dans  le  premier 
membre,  qui  formeront  avec  r  et  c'  les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  &  celui  de  leurs  conjugués.  Pareillement,  quand  nous 
avons  introduit  le  facteur  aa\  ce  sont  les  deux  points  b^  c  du  segment  hc 
où  nVntrrnt  pas  a  et  a',  dans  It*  premier  membre,  qui  ont  forme  avec  a 
et  a'  les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  relui  Ac 
ieursi  conjugués. 
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jugué  b'  du  point  b  et  un  des  deux  points  du  troisième 
couple,  tel  que  b'c\  puis  le  segment  compris  entre  le  con- 
jugué c'  du  point  c ,  et  le  conjugué  a!  du  point  du  pre- 
mier couple.  Le  produit  de  ces  trois  segments  ab,b' ce' a* 
forme  le  premier  membre  de  Féquation  ;  et  pour  former 
le  second  membre,  il  suffit  de  changer  les  accents  et  le 
signe  de  ce  premier  produit,  c'est-à-dire  qu'on  ôte  les 
accents  aux  lettres  qui  en  ont,  et  qu'on  en  donne  aux 
lettres  qui  n'en  ont  pas;  on  a  ainsi  a'h' ,  bc' ,  ca  avec  le 
signe  — . 

187.  Quand  deux  segments  sont  placés  de  manière  que 
l'un  se  trouve  en  partie  sur  l'autre,  et  en  partie  au  dehors, 
nous  dirons  qu'ils  empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Quand  trois  segments  aa\  bh\  ce'  sont  en  involution, 
si  FuH  d'eux  empiète  sur  un  autre,  il  empiète  également 
sur  le  troisième. 

En  effet,  si  aa'  empiète  sur  bb\  l'un  des  points  a,  a' 
sera  sur  le  segment  if  lui-même,  et  l'autre  au  dehors; 
conséquemment  les  deux  produits  ab.ab'  et  a'b.ab'  se- 
ront de  signes  différenls;  donc,  d'après  la  première  des 
équations  (i),  les  deux  produits  ac.ac'  et  a'c.a'c'  seront 
aussi  de  signes  différents  ;  ce  qui  prouve  que  l'un  des  deux 
points  a,  a'  est  sur  le  segment  ce',  et  l'autre  au  dehors , 
ou,  en  d'autres  termes,  que  le  segment  aa'  empiète  sur  ce'. 

Il  suit  de  là  naturellement  que  si  le  segment  aa'  n'em- 
piète pas  sur  bb'^  il  n'empiétera  pas  non  plus  sur  ce  , 

c  II.  —  Cas  particuliers  de  Fin  solution  de  six  points, 

188.  Les  quatre  points  a^  a'^b  et  b'  étant  donnés,  le 
point  c  peut  être  pris  arbitrairement,  cl  la  position  de  son 
conjugué  c'  se  détermine  par  l'une   des   sept  équations 

(a  et/»). 

L'indétermination  du  point  t  donne  lieu  à  deux  cas  par- 

9- 
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ticuliers  dans  lesquels  les  relations  d'involution  ont  lien 
entre  cinq  points  seulement ,  au  lieu  de  six  -,  c'est  quand  le 
point  c  est  pris  à  l'infini ,  ou  bien  quand  ce  point  coïncide 
avec  son  conjugué  c'. 

I. 

189.  Supposons  le  point  c  à  l'infini ,  et  appelons  0  le 
point  conjugué  c';  les  équations  deviennent 


(') 


ab. 

ab' 

«0 
a'O' 

a'b. 

,a'b' 

ba 
b'a, 

,ba' 
b'a" 

bO 
b'O' 

Oa, 

Oa'  - 

Ob.Ob'. 

Oa 
Ob 

ab' 
-ba'' 

Oa' 

a'b 
h' a' 

Oa 

ab 

Oa' 

a'b' 

/Ob'"  b'a''     Ob  ~   ba 

Il  est  facile  de  vérifier  directement  que  chacune  de  ces 
équations  exprime  que  le  point  O  forme,  avec  les  deux 
couples  a,  a'  et  i,  ft',  une  involution  dans  laquelle  le  con- 
jugué de  ce  point  est  à  Tinfini ,  et  que  chacune  des  équa- 
tions comporte  toutes  les  autres.  Prenons  les  trois  équations 
de  forme  différente, 
(i)  0a,0a'  =  0b.0b', 

,  ,  Oa'       a'b' 

.^  ab,ab'   Oa 

^  ^  a'b  a'b'  "  Ô^' 

La  première  s'écrit 

O^Ob' 

Ôb'^Oa'' 

ou«,  en  désignant  par  O'  le  point  situé  à  Tinfini  j 

O5    O^  _  O^'    Oa^ 
Ob'  Wb"  ÔH/  'ÔJ'' 


r 
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Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a,  i,  O,  O' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
a',  b\  0\  O;  et,  par  conséquent,  que  les  trois  couples 
a,  a!'^  ft,  i'  et  O,  O'  sont  en  involution.  Il  s'ensuit  que  l'on  a 

^^^  C'a  •  ba  ^Oa'''  b'a'' 

,  O'O    O'O  ,  ,  „     .  , 

ou,  parce  que  les  rapports  --7-  ?  -^7-7;  sont  égaux  a  i  unité, 

Oa'  _a'b\ 
Ob  '^   ba  ' 

ce  qui  est  Féquation  (  2) . 

Pour  obtenir  Téquation  (3),  remplaçons  dans  l'équa- 
tion (4)  ï®  segment  O'O,  facteur  commun  aux  deux  mem- 
bres ,  par  aa';  on  a 

«'O    ^O      aO'    b'O' 

a' a  *  ba        aa'  '  b'  a' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a ,  &,  O,  a' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a\ 
y ^  0%  a.  Par  conséquent ,  on  a  cette  autre  égalité 

ab^    a^_a!J^     ab' 
aO'VÔ"  a'O''  aO'' 

ou ,  parce  que  le  rapport  -7^--,  est  égal  à  l'unité , 

ab»ab'         aO 


a'b.a'b''^  a'O' 

ce  qui  est  l'équation  (  3  ) . 

190-  Autrement.  On  peut  encore  déduire  les  équations 
IWe  de  l'autre  sans  se  servir  des  rapports  anharmoniques. 
L*équation  (i)  s'écrit 

Oa'  _0b 
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d'où 

Oft'  — Ofl'"~0«  — O^'      ^^     Ob'"  ba' 
ce  qui  est  Téquation  (  st  ) . 

On  a  pareillement  jrj-,  =  ^7-  ;  et,  en  multipliant  membre 

a  membre  ces  deux  équations,   X'/^Typ  == — r — tt'  ^^^^ 

Ob.Oh' =:0a,0a'\  Téqualion  se  réduit  donc  à 

Oa         ab,ab' 

ce  qui  est  T équation  (3). 

.  Réciproquement,  on  remonte  de  l'équation  (2)  à  l'équa- 
tion (i)  5  car  l'équation  (2)  s'écrit 

Oa'        Ob'  Oa'  O^ 


ou 


a'b'        ba  Ob'—Oa'       Oa  —  Ob 

d'où 

Oa'       Ob 


Ob'       Oa 


ou     Ofl.Ofl'  =  0^.06'. 


Pour  conclure  l'équation  (i)  de  Téquation  (3),  nous  di- 
rons: si  l'équation  (i)  n'avait  pas  lieu,  on  pourrait  déter- 
miner un  point  H  satisfaisant  à  l'équation 

CiaAla'  =  LLb,ilb', 

Mais  de  cette  équation  on  conclut 

ab.ab'         il  a 
a'b.a'b'  "■  5^'  ' 

j  da        Oa  1  •       rfc      '     . 

on  a  donc  — ;  =:  pr-yj  ce  qui  prouve  que  le  point  il  n  esl 

pas  autre  que  le  point  O.  Ainsi,  Téquation  (i)  est  une 
conséquence  de  l'équation  (3),  et  par  conséquent  l'équa- 
tion (2)  s'ensuit  aussi. 

\di  .   L'é(juation  Oa.Oa' zzzOh.Oh^  fait  voir  que  si  les 
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deax  points  a ,  a*  sont  d'un  même  côté  du  point  O ,  auquel 
cas  les  deux  segments  Oa,  Oa'  sont  de  même  signe,  il  en 
est  de  même  des  deux  points  h^  V\^  et  que  si  les  deux 
points  a^a*  sont  situés  de  part  et  d'autre  du  point  O ,  il  en 
est  de  même  encore  des  deux  points  h^b' . 

D'après  cela,  si  les  deux  segments  aa* ^  hV  empiètent 
l'un  sur  l'autre ,  le  point  O  est  nécessairement  situé  sur  la 
partie  qui  leur  est  commune;  car  s'il  était  situé  au  delà  des 
deux  segments,  l'un  des  deux  produits  Oa.Oa',  Ob.Ol/ 
serait  plus  grand  que  l'autre. 

Si  l'un  des  deux  segments  est  entièrement  sur  l'autre, 
le  point  O  est  évidemment  au  delà  des  deux. 

Enfin ,  si  les  deux  segments  n'ont  aucune  partie  com- 
mune ,  le  point  O  est  situé  entre  les  deux  ;  car  il  ne  peut 
être  sur  l'un  des  deux ,  parce  qu'alors  les  deux  produits 
n'auraient  pas  le  même  signe  -,  et  il  ne  peut  être  au  delà  des 
deux  segments ,  parce  que  l'un  des  produits  serait  évidem- 
ment plus  grand  que  l'autre. 

IL 

492.  Supposons  que  les  deux  points  c,  c',  qui  forment 
avec  les  deux  systèmes  a,  a'  et  i,  b^  une  involution,  coïn- 
cident en  un  seul ,  que  nous  désignerons  par  e  ;  nos  sept 
équations  se  réduiront  aux  quatre  suivantes  : 


(^) 


au 

MO- 

ae 

a'b 

,a'b''^ 

a'c 

ba. 

ba' 

3 

bif 

b'a 

,b'a' 

b'e 

ab'. 

be.ea'  : 

-       a' 

b. 

b' 

e 

.ea 

ab.b'e.ea'  =  —  a' b\  be,ea. 

Chacune  de  ces  équations  exprime  que  le  point  e  forme 
avec  les  deux  systèmes  a  ^  a'  et  A,  b'  une  involution  dans 
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laquelle  le  conjugué  de  ce  point  coïncide  avec  ce  point  lui- 
même.  La  position  des  points  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété est  déterminée  par  chacune  des  quatre  équations, 
lesquelles,  étant  du  second  degré,  donnent  deux  solutions, 
c*est-à-dire  deux  positions  du  point  e. 

193.  Le  premier  de  ces  deux  points   restant  désigné 
par  e ,  appelons  f  le  second  \  on  aura 


ah  ,ab' 

-  «/    . 

a' h, a' h' 

"'f 

Par  conséquent 

• 

a 

ae 

af 

ae 

«/ 

— -» 

et      -;-  = 
a'e 

a'f 

JNous  donnons  le  signe  —  au  second  membre ,  parce  qu'avec 
le  signe  -h  les  deux  points  e,y*seraient  nécessairement  coïn- 
cidents ^  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

On  a  de  même  rr-  =  —  tt-^- 

b'  e  b^f 

Ces  relations  prouvent  que  les  deux  points  dont  chacun 
coïncide  avec  son  conjugué ,  dit^isent  fiarmoniquement  les 
deux  segments  aa',  bb'. 

La  détermination  de  ces  deux  points  dépendant  d^une 
équation  du  second  degré,  ils  peuvent  être  imaginaires , 
ce  qui  a  lieu  quand  les  deux  segments  aa\  bb'  empiètent 
l'un  sur  l'autre ,  comme  on  Ta  vu  dans  la  théorie  du  rap- 
port harmonique  (59) . 

194.  Réciproquement  :  Si  deux  points  e,  f  divisent  fiar- 
moniquement à  la  fois  deux  segments  aa',  bb',  chacun 
de  ces  points  formera  ai^ec  les  deux  couples  a ,  a  '  et  b,  b 
une  in^^olution  dans  laquelle  ce  point  sera  lui-même  son 
conjugué. 
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Eq  effet,  on  aura  les  deux  équations 

ef      ea       ea  ef       eb       eb 

d'où  Ton  déduit 

ea       eb  \ea!       eb' )^ 

eb  —  ea  eb'  —  ea' 

ea.eb  ea' ,  eb' 

ab    __  a'b' 

ea.eb  ea' .  eb' 

ou 

ab.b' e,ea'  =  —  a' b' .  be.ea\ 

ce  qui  est  Tune  des  équations  [d).  Donc,  etc. 

m. 

195.  Le  point  e  peut  être  à  l'infini;  alors  les  équa- 
tions [d)  deviennent 

ab,ab'=za'b,a'b', 

ba.ba'^b'a.b'a', 

ab  =z  b'a',     ab'  =  ba'y 

et  le  second  point  f  se  trouve  au  milieu  de  chacun  des 
deux  segments  aa\  bb\ 

On  vérifie  aisément  que  les  deux  couples  de  points  a ,  a' 
et  6,  b'  font  une  involution  soit  avec  le  point  e  à  Tinfini, 
soit  avec  le  point  y*.  Car  la  première  équation ,  par  exemple, 

s'écrit 

ab      aco  a' b'    a' co 

a' b'  a' QO        ab'  '  aco 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a\  &,  00  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
a%  a,  b\  00  ,  Donc  les  deux  couples  a,  a'  et  b^  b\  et 
deux  points  coïncidents  à  Tinfini ,  forment  une  involution. 
De  même  à  Tégard  du  point/*;  car,  puisque  a/=  —  a'j\ 
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la  même  équation  se  peut  écrire 

a' y  a! f^  ah'  '  a/' 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a\  bj  f  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a',  a ,  b\  f] 
et  par  conséquent  que  les  deux  couples  a,  a'  et  6,  b\  et 
deiuc  points  coïncidents  en  y,  sont  en  involution. 

§  III.  — Propriétés  de  six  points  en  im^olution.  —  Point 

central,  —  Points  doubles. 

I.  Proposition  générale. 

196.  Quand  six  points  a,  a';  b,  b'^  c,  c'  sont  en  invo- 
lution y  si  Fon  prend  deux  autres  points  d ,  d'  formant 
as^ec  les  deux  premiers  couples  a,  a'  et  b,  b'  une  inuolu- 
tiony  ces  deux  mêmes  points  formeront  aussi  une  invo- 
lution avec  le  troisième  couple  et  l'un  des  deux  premiers. 

En  effet,  les  trois  couples  a,  a';  6,  i'  et  c,  c'  étant  en  invo- 
lution, les  quatre  points  a,  i,  b'^  c  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à  celui  des  quatre  a',  i',  è,  c';  ce  qu'on 
exprime  par  l'équation 

ab     cb  _a'h'    dh' 
ab'''  cb'^  a'b  '  (^h 

De  même,  les  trois  systèmes  a,  a'\  i,  b'\  d^  d'  étant  en 
involution ,  on  a 

ab''  db'~"7b''d^' 

De  ces  deux  équations  se  déduit  la  suivante  : 

cb_    db^_  c'b'    d'b' 
^'WVb'd'b' 

laquelle  prouve  que  les  quatre  points  i,  é',  c,  rf  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  b\  b^  c%  d*. 
Donc  les  trois  systèmes  b^b'^^c^c'  el  d^  d'  forment  une  in- 
volution. c.    Q.    F.    D. 
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II.  Point  central. 

i97.  Le  point  O  déterminé  par  la  relation 

0a.0a'  =  0b,0b' 
forme  avec  les  deux  couples  a,  a'  et  i,  fc'  une  involution 
dans  laquelle  le  conjugué  de  ce  point  est  à  Tinfini  (189). 
Donc,  d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré,  ce 
point  jouit  de  la  même  propriété  à  F  égard  des  deux  couples 
i,  £'  et  c,  c',  et  satisfait,  par  conséquent,  à  l'équation 

0b.0b'=:0c.0c\ 

On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  sont  en  inyolu- 
tiony  il  existe  toujours  un  certain  point  dont  les  distances 
à  deux  points  conjugués  quelconques  donnent  un  produit 
constant. 

Nous  appellerons  ce  point  remarquable  le  point  central 
de  l'involution.  Ce  point  central  formant,  avec  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  points ,  une  involution  dans  la- 
quelle son  conjugué  est  à  l'infini ,  il  existe,  entre  ce  point  et 
deux  quelconques  des  trois  couples  en  involution ,  toutes  les 
relations  exprimées  parles  équations  (c,  189). 

198.  Réciproquement  :  Quand  trois  couples  de  points 
a,  a';  b,  b';  c ,  c'  sont  liés  par  les  relations 

0a.0a'=0b,0b'  =  0c.0c', 

ces  six  points,  conjugués  deux  à  deux,  sont  en  inuolution. 
Cette  réciproque  dérive  immédiatement  de  la  proposi- 
tion directe;  car  si  le  point  c'  ne  formait  pas  avec  les  cinq 
autres  a,  a\  i,  i'  et  c  une  involution,  il  existerait  un 
autre  point  c'^  qui  ferait  l'involution,  et  Ton  aurait,  à  l'é- 
gard du  point  O  déterminé  par  l'équation 

0a.0a'  =  0b.0b\ 
cette  seconde  relation , 
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d'où  Ton  conclut 

Oc"  =  Oc'. 

Donc  les  six  points  a,  a\  &,  V ^  c,  c*  sont  en  involution. 

Autrement.  Appelons  O'  le  point  situé  à  Tinfini  ;  Féqua- 
tion Oa.Oa'=  Oh,OV  prouve  (189)  que  les  trois  couples 
a ,  a';  i,  V  et  O,  O'  sont  en  involution.  Pareillement,  l'é- 
quation 0a.0a'=0c.0c'  exprime  que  les  trois  couples 
a^a'\  CjC  et  O,  O'  forment  une  involution.  Donc ,  d'après 
le  théorème  (196),  les  trois  couples  a ,  a';  i,  i'  et  c,  c'  for- 
•ment  une  involution.  c.  q.  f.  d. 

Autrement.  L'équation  Oa.Oa'=0A.Oi'  donne  (190) 

Ofl  _  ab 

L'équation  06.0t'==  Oc.Oc'  donne  pareillement 

Ob'  _b'c 
Oc'  '^  c'b' 

et  l'équation  Oc.Oc'  =  Oa.Oa', 

Oc'       c'a' 
Oa         ac 

Multipliant  ces   trois  équations  membre  à  membre ,  on  a 

ab,b'c,c*a'  =.  —  a' b\  be\  ca  ; 

équation  qui  prouve  que  les  six  points  a,  a';  i,  i'  et  c,  c' 
sont  en  involution.  c.  q.  f.   d. 

On  peut  aussi  déduire  des  égalités  proposées,  les  équa- 
tions d'involution  à  huit  segments. 

En  effet,  on  a 

Oa  __   ab  Oa  _^ab' 

oT'^VTP    ^*    ô^  ~"  w  ' 

ou 

Oa  ab,ab' 

Ob  Ob'  "^  a'b.a'b'' 
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Pareillement 

3 

Oa  acatf 


Or 


on  en  conclut  donc 


0^.0ô'  =  0c.0c'; 
ab,ab'  acad 


a! h, a  h'        alca'c*^ 
ce  qui  est  une  des  équations  (a)  à  huit  segments. 

199.  La  propriété  du  point  central  (197)  caractérise 
d'une  manière  très-simple  le  système  de  six  points  en  invo- 
lution.  Toutefois  cette  propriété  ne  me  paraît  pas  être  la 
plus  propre  à  définir  Finvolution,  parce  qu'elle  repose  sur 
la  considération  d'un  point  étranger  au  système  des  six 
points  dont  il  faut  exprimer  les  relations  mutuelles  ;  tandis 
que ,  par  la  notion  du  rapport  anharmonique ,  ou  exprime 
immédiatement  ces  relations,  en  ne  considérant  que  les  six 
points  eux-mêmes.  Une  autre  raison  peut  nous  porter  à 
écarter  la  définition  résultante  de  la  propriété  du  point 
central;  c'est  que  cette  propriété  est  rarement  celle  qui 
donne  lieu  aux  applications  de  la  théorie  de  Tinvolution , 
applications  qui  se  présenteront  fréquemment  dans  la  re- 
cherche des  propriétés  des  figures  rectilignes,  et  surtout 
dans  la  théorie  des  sections  coniques. 

200.  Sisitrdeux  segments  aa',  bb'  on  décrit  deux  cir-- 
conférences  de  cercle  quelconques  ^  leur  corde  commune 
passera  toujours  par  le  point  central  O. 

En  efiet,  soit  g  l'un  des  points  d'intersection  de  ces  deux 
circonférences;  je  dis  que  la  droite  Og  passe  par  leur  se- 
cond point  d'intersection  ;  car,  si  l'on  désigne  par  g*  et  g'^ 
les  points  où  cette  droite  rencontre  les  deux  circonférences, 
on  aura 

0^.0^=  Ofl.Ofl',     et     Qg.Og"=zOb.Qb'. 
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Or 

0a,0a'=0b.0b'; 
donc 

c'est-à-dire  que  les  deux  points  g^^  g"  coïncident.  Donc,  etc. 

201 .  Il  suit  de  là  que  : 

Si  sur  trois  segments  en  involution  on  décrit  trois  cir- 
conférences de  cercle  passant  par  un  même  point  quel- 
conque, ces  circonférences  passeront  toutes  trois  par  un 
second  point,  et  leur  corde  commune  passera  par  le  point 
central  de  Vinvolution. 

202.  On  conclut  encore  que  : 

Les  circonférences  décrites  sur  trois  segments  en  info- 
lution,  pris  pour  diamètres,  passent  toutes  trois  par  deux 
mêmes  points. 

En  efiet,  les  cordes  communes  à  ces  circonférences  prises 
deux  à  deux  ,  passent  toutes  trois  par  le  point  central  (200)  ; 
mais  elles  sont  perpendiculaires  à  la  droite  sur  laquelle  sont 
situés  les  trois  segments;  donc  elles  coïncident.  Donc,  etc. 

203.  Les  points  d'intersection  des  trois  circonférences 
peuvent  être  imaginaires ,  ce  qui  aura  lieu  si  les  segments 
n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre;  on  dit  alors  qu'elles  ont 
le  même  axe  radical. 

Ou  bien,  si  l'on  veut  spécifier  ce  cas  par  une  propriété 
qui  lui  est  propre ,  on  dira  que  : 

Les  tangentes  menées  du  point  central  aux  trois  circon- 
férences sont  de  même  longueur. 

204.  Quand  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois 
segments  aa\  bb\  cc\  comme  diamètres,  se  coupent,  les 
droites  menées  d'un  des  points  d'intersection  aux  extrémi- 
tés de  chaque  segment  sont  rectangulaires  ;  on  peut  donc 
dire  que  : 

Quand  trois  segments  en  ligne  droite  foiment  une  invo- 
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lution,  il  existe  deux  points  {réels  ou  imaginaires)  de  chacun 
desquels  on  voit  les  trois  segments  sous  des  angles  droûs. 

D'où  il  suit,  réciproquement,  que: 

Si  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  comme 
pivot,  les  segments  qu'il  intercepte  sur  une  droite  fixe, 
dans  trois  quelconques  de  ses  posàions,  ont  leurs  extré- 
mités en  invfolution, 

III.  Points  doubles. 

S05.  Considérons  maintenant  les  deux  points e,/^ dont 
chacun  forme  avec  les  quatre  a,  a'  et  ft,  b'  une  involution 
de  cinq  points  dans  laquelle  ce  point  e  ou  y  coïncide  avec 
son  conjugué  (192).  D'après  la  proposition  (196),  ces  deux 
points  jouissent  de  la  même  propriété  à  l'égard  des  deux 
systèmes  b,  b'  et  c,  c^  Donc  ils  divisent  harmonique- 
ment  à  la  fois  les  trois  segments  aa^^  bb\  ce' ,  On  a  donc 
ce  théorème  : 

Quand  trois  systèmes  de  deiix  points  a,  a'^  b,  b'  et 
c,  c'  sont  en  inuolution,  il  existe  deux  points  {réels  ou 
imaginaires)  qui  divisent  harmoniquement  les  trois  seg^ 
ments  aa',  bb',  ce'; 

Nous  appellerons  ces  deux  points ,  dont  la  considération 
sera  souvent  utile,  les  points  doubles  de  Tinvolution. 

n  existe,  entre  chacun  de  ces  points  et  deux  quelconques 
des  trois  couples  de  points  en  involution ,  toutes  les  rela- 
tions exprimées  par  les  équations  (^,  192)  ;  et  chaqune  de 
ces  équations  pourra  servir  pour  déterminer  les  deux  points 
en  question. 

206.  Les  deux  points  doubles  sont  de  part  et  d* autre 
et  à  égale  distance  du  point  central. 

En  effet,  le  point  e  formant  une  involution  avec  les  quatre 
a,  a'et  ft,  b\  on  a 

0a.0fl'=r06.0//  =  Oe, 
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et  pareiilemenl  à  l'yard  du  point/;  donc 

Il  est  clair  qu'il  faut  prendre  le  signe  — ,  puisque  avec  le 
signe  +  les  deux  points  e ,  /'  se  confondraient.  Les  deux 
points  sont  donc  de  part  et  d'autre  du  point  O ,  à  égale 
distance  de  ce  point. 

La  relation  Oe  =  O  a.  O  a' montre  que  ces  deux  points 
seront  imaginaires  quand  le  point  O  se  trouvera  sur  les 
segments  €ta\  bb^\  ce  qui  a  lieu  quand  ces  deux  segments 
empiètent  l'un  sur  l'autre  (191). 

Au  contraire ,  les  deux  points  doubles  sont  réels  quand 
deux  segments  sont  compris  Tun  sur  l'autre ,  ou  n'ont  au- 
cune partie  commune. 

207.  Les  points  doubles  de  rinuoluU'on  à  laquelle  ap" 
partiennent  les  deux  couples  de  points  conjugués  a ,  a'  cf 
b,  b',  forment  une  involution  de  six  points  av^ec  les  deux 
couples  a,  b'  e£  a',  b. 

En  efîet,  on  a  les  deux  équations 

ea.eb'  __       ah'       fa.fh'  _       ah' 

ca'.eh"       a'h'     fa'./h"       a' h     ^     ^' 
Donc 

ea.eh'  /a./b' 


ea 


'.eh^fa'fh' 


ce  qui  .exprime  que  les  trois  segments  ai',  a*b  etef  sont 
en  involution. 

autrement.  Les  deux  points  e,  /divisent  harmonique- 
ment  chacun  des  deux  segments  aa\  bb\  de  sorte  qu'on  a 


./ 


ae  a' e  be  h'e 

Donc 

a^  ^_h^    bf 
af  '  a' f      h'  e  '  be  * 
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ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a^  a\e^f  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  &',  &, 
y,  e.  Donc  les  trois  couples  a,  i'^  û',  i,  et  e,  y  forment 
une  inyolution.  c.  q.  f.  d. 

Ce  que  nous  disons  des  deux  segments  ab' ^a^b  s'entend 
des  deux  ai,  a'i'5  de  sorte  que  les  deux  points  e, y  appar«- 
tiennent,  comme  points  conjugués,  à  deux  involutions 
difierentes,  dans  chacune  desquelles  les  quatre  autres  points 
sont  a,  a\  i,  b\  mais  accouplés  différemment. 

S  rV.  —  Construction  du  point  central  y  des  deux  points 
doubles  et  du  sixième  point  d'une  inv^olution. 

208.  Deux  systèmes  de  points  conjugués  a^  a'  et  b^  b' 
suffisent  pour  déterminer  le  point  central  et  les  deux  points 
doubles  d'une  involution. 

I.  GonstrnctioD  du  point  centra). 

Si  les  deux  segments  aa'^  bb'  empiètent  Tun  sur  Tautre , 
on  pourra  décrire  sur  ces  segments,  comme  diamètres, 
deux  cercles  dont  la  corde  commune  déterminera  le  point 
central. 

Si  les  deux  segments  n'empiètent  pas  Tun  sur  l'autre, 
on  mènera  par  un  même  point  quelconque  g^  pris  au  de- 
hors de  la  droite  ai,  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respec- 
tives les  deux  segments  aa\  bb'.  Ces  deux  cercles  se  coupe- 
ront en  un  second  point  g',  et  la  droite  gg'  déterminera  sur 
ab  un  point  O  qui  sera  le  point  central  ;  car  on  aura 

0^.0^  =  Oa.Oa'  =  0^.0^'. 
autrement.  Le  point  O  est  déterminé  par  Téquation 

Oa       ab'     ,.^, 

Par  conséquent,  si  Ton  mène,  par  les  points  a  et  i,  deux 

10 
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droites  parallèles  aa^bë^  égales ,  respectivement,  aux  deux 
segments  ab\  ha\  la  droite  aS  qui  joindra  leurs  extrémités 
déterminera  le  point  O. 

Les  deux  segments  aa^  hë  seront  pris  dans  le  même 
sens ,  ou  en  sens  contraire,  selon  que  les  deux  ab\  ba!  aux- 
quels ils  sont  égaux,  seront  eux-mêmes  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraire. 

Cette  construction  est  toujours  praticable,  qudle  que 
soit  la  position  relative  des  deux  segments  aa\  bb', 

209.  Segments  relatifs  au  poiwt  central.  —  De  l'équa- 

Qa       ab'  ,.,    . 

tion  TTr'^T—,^  on  déduit 
Ob       ba 

Oa        __        ab'  Ofl  _       ab' 

Ob-^Oa  "^  ba'  —  ab'  '      ^"      ab  ""  ba'  -hb'a 

Donc 

^  ab,ab' 

ab'  -f-  a  b 

Et,  en  appelant  a ,  ë  les  milieux  des  deux  segments  aa\  bb\ 

^       ab.ab' 

Pareillement 

a'b.a'b' 


a'O  — 


2a€ 


i^           /\       aO  -\-  a  O    j^ 
On  a  aO  = Donc 

ab.ab'^a'b.a'b' 
,0= ^-—        . 

Ces  expressions  de  aO  et  «0  permettent  de  supposer  les 
deux  points  b^  b'  imaginaires.  Nous  donnerons  plus 
loin  (276)  une  construction  du  point  O  qui  s'applique  au 
cas  où  les  deux  points  a ,  a'  sont  aussi  imaginaires. 

II.  Construction  des  deux  points  doubles. 
210.  Nous  avons  vu  (205)  que  les  deux  points  doubles 
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se  peuvent  déterminer  par  chacune  des  équations  (  J,  492). 
La  première  donne 


,     ^ab,ab' 


ae 


«'<?  Sla'b.a'b' 


II  s^agit  donc  de  diviser  le  segment  tia'  en  raison  donnée. 
On  mènera  par  les  points  a,  a'  deux  droites  parallèles 

ak^  a'k\  égales  respectivement  à  ^ab.ab'  et  \ja'h,a!V\  la 
droite  qui  joindra  leurs  extrémités  marquera  le  point  e.  Et 
si  Ton  prend  a^V^  égale  à  «'A',  mais  en  sens  contraire,  la 
droite  AA'' marquera  le  pointai 

Pour  déterminer  les  longueurs  des  deux  lignes  àk^  ak\ 
il  suffira  de  décrire  sur  le  segment  bb\  comme  diamètre, 
une  circonférence  de  cercle,  et  de  mener  par  les  points  a, 
a'  soit  les  tangentes  à  cette  circonférence ,  soit  ses  demi- 
cordes  perpendiculaires  au  diamètre  bb' . 

Si  les  deux  segments  aa\  bb'  empiètent  Tun  sur  l'autre , 
Fun  des  deux  produits  ab.ab\  a'b.a'b'  est  négatif,  et 

ne 
l'expression  de  -7-  imaginaire  5  la  construction  n'a  plus  lieu, 

et  les  deux  points  cherchés  sont  imaginaires. 

autrement.  Par  un  point  g,  pris  arbitrairement,  on 
mènera  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respectives  les  deux 
s^ments  ab\  a'b.  Ces  deux  cercles  se  couperont  en  un 
second  point  g^.  Par  le  même  point  g  on  fera  passer  deux 
autres  cercles  ayant  pour  cordes  les  deux  segments  afc,  a'b'^ 
lesquels  se  couperont  en  un  autre  point  g".  Le  cercle  mené 
par  lei  trois  points  g^  g'',  g"  passera  par  les  deux  points 
cherchés  e,/. 

Eja  effet,  les  trois  segments  ab\  a'b  et  ef  sont  en  invo- 
lution  (207).  Il  s'ensuit  que  le  cercle  mené  par  le  point  g 
et  ayant  pour  corde  le  segment  ef^  passe  par  le  point  d'in- 
tersection g'  des  cercles  qui  ont  pour  cordes  les  deux  seg- 

10. 
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ments  ab'^  a*  h  (201).  Pareillement  ce  cercle  passe  par  le 
point  g".  Donc,  etc. 

Si  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  g^  g! -^  s"  ^^ 
rencontre  pas  la  droite  a&,  les  deux  points  doubles  seront 
imaginaires. 

Autrement,  Sur  les  deux  segments  aVela'b^  comme 
diamètres ,  on  décrira  deux  circonférences ,  et  sur  les  deux 
segments  ab^  a^V  deux  autres  circonférences  -,  par  les  points 
d^intersection  de  ces  deux-ci  et  les  points  d'intersection  des 
deux  premières ,  on  fera  passer  une  circonférence,  laquelle 
déterminera  les  deux  points  e ,  f.  Cela  résulte  de  ce  que  les 
trois  segments  ab\  a'  b  et  ef  sont  en  involution ,  ainsi  que 
les  trois  ai,  a*b'  et  ef, 

21 1 .  Remarque,  —  Quand  les  deux  points  doubles  sont 
imaginaires,  il  existe  une  certaine  difierence  entre  cette 
dernière  construction  et  la  précédente.  Dans  celle-ci,  le 
cercle  qui  détermine  les  deux  points  cherchés  est  toujours 
constructible^  mais  il  peut  ne  pas  rencontrer  la  droite  aa'\ 
ce  qui  arrive  quand  ces  points  sont  imaginaires.  Dans  la  se- 
conde construction,  le  cercle  qui  doit  déterminer  ces  deux 
points  cesse  d'être  constructible  quand  ils  sont  imaginaires. 

212.  Segments  relatifs  aux  poihts  doubles.  —  Après 
qu'on  a  construit  le  point  central ,  on  peut  déterminer  les 
points  doubles  par  les  expressions 

qtd  permettent  de  supposer  les  deux  couples  de  points  a^a' 
et  i,  b'  imaginaires. 

La  première  donne,  en  vertu  des  expressions  de  O a  et 

Ofl'(209),  

^  .   Jab . ab' .a!b,a'b\ 

2  ao 


r^ 
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et  par  conséquent 


^      Jab.ab\a'b.a'y 
^-^=    ^6 


On  a  ae  =  aO  —  eO,  ou,  d'après  les  expressions  de 
«0  et  eO 


Gte 


ab.ab''\'a'h,a'b'  _^Jab,ab'.a'b.a!b' 

±  I • 

4a6  2aê 


Les  deux  signes  dz  répondent  aux  deux  points  doubles  e ,  f. 
Cette  expression  de  ae  montre  que  ces  deux  points  sont 
réels  quand  le  produit  ab,ab' ,  a'b.a'b*  est  positif;  et  Ton 
reconnaît  aisément  que  cela  a  toujours  lieu  quand  les  deux 
segments  aa\  bb'  sont  l'un  entièrement  sur  Tautre,  ou 
l'un  au  delà  de  l'autre ,  et  qu  au  contraire  le  produit  est 
toujours  négatif  quand  les  deux  segments  empiètent  Tim 
sur  l'autre. 

L'expression  de  a  e  se  met  sous  la  forme  plus  simple, 


a.e 


{)/ab  ab'±sla'b,a'b')\ 
4a6 


On  peut  y  supposer  les  deux  points  b^b'  imaginaires, 
paice  que  les  produits  ab.aV^  a'b.a'b'  et  le  point  6,  mi- 
lieu du  segment  bb\  sont  toujours  réels. 

Nous  donnerons  plus  loin  (222,  coroll.  I)  une  relation 
qni  peut  servir  à  déterminer  les  deux  points  doubles  dans 
le  cas  où  les  segments  cui\  bb'  sont  tous  deux  imaginaires. 

On  a  semblablement  pour  Se  T expression 


{yjba.ba':z:sjb'a.b'a'y 
46a 

Nous  écrivons  qp ,  parce  qu'on  doit  avoir  entre  les  trois 
points  a,  6  et  e  la  relation  ae  +  eë-f- Sa  =  o,  qui  se 
trouve  ainsi  satisfaite. 
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Le  rapport  des  deux  segments  ae,  6e  est 

^'"{^ba  ba'zps/b'a.b'a'f 

Il  peut  prendre  une  forme  plus  simple.  Qu'on  chasse  les 
radicaux  dans  le  numérateur,  en  multipliant  les  deux  termes 

par  i^ab.ab^zf.  ^a^b.a^b^Yy  on  obtient 

ae  iab.ab'—a'b.a'b'Y 


^e       [[ab-'i'a'b'))]ab'.a'bzç.{a'b-^ab')\Jab.a'b'\ 
Or,  d'une  part , 

--  =  aO     et     -— =  a'0     (209; 

2a6  2a6 

d'où 

ab.ab'—a'b,a'b'=!ia^{aO  —  a'0)  =  2a6.afl'. 

Et  d'autre  part, 

ab-ha'b'  =  2a^     et     a'^-+-ay  =  2a6     (»). 
Il  vient  donc 


^^        {^ab'.i/bqp)/ab.a'b'f 
L  un  des  signes  convient  au  rapport  —  »  et  1  autre  a  ^' 

III.  Construction  du  sixième  point  d'une  involution. 

213.  Soient  a,  a'  et  6,  i'  deux  couples  de  points  con- 
jugués et  c  un  cinquième  point  d'une  involution ,  dont  on 
veut  trouver  le  sixième  point  c'.  Par  un  point  g  pris  arbi- 
trairement, on  fera  passer  deux  circonférences  de  cercles 
ayant  pour  cordes  respectives  les  deux  segments  aa',  bb' : 
elles  se  rencontreront  en  un  second  point  ^5  et  la  circon- 
férence menée  par  les  trois  points  g^,  g"'  et  c  coupera  la 
droite  abc  en  un  second  point  c'  qui  «sera  le  sixième  point 
de  Finvolution  (201  ). 


■«■wi«iv^B^Hi«Haviiav 
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Cette  construcûoii  subsiste  quand  l'un  des  segments  aa'^^ 
bV^  ou  tous  deux  sont  imaginaires  \  parce  que  Ton  peut 
mener,  par  un  point  donné ,  un  cercle  qui  ait  pour  points 
d'intersection  imaginaires  avec  une  droite,  deux  points 
imaginaires  déterminés  par  leurs  éléments  (88),  ainsi  que 
nous  le  verrons  dans  la  théorie  des  cercles. 

Autrement.  Après  qu*on  a  déterminé  le  point  central  O, 

on  peut  prendre 

^  ,      Ofl.Oû' 

Oc'=:-— 

Or 

Cette  formule  s'applique  d'elle-même  au  cas  où  les  couples 
de  points  a^  a^  elb^b'  sont  imaginaires. 

Nous  donnerons  plus  loin  (276)  une  construction  géné- 
rale indépendante  du  point  central  et  dans  laquelle  on  n'a 
à  déterminer  que  des  centres  de  moyennes  harmoniques 
relatifs  à  deux  points ,  ce  qui  se  fait  par  une  même  construc- 
tion ,  soit  que  ces  points  soient  réels  ou  imaginaires  (77). 

§  V.  —  Relation  entre  six  points  en  immolation ,  dans 
laquelle  entre  un  point  arbitraire 

214.  Lemme.  Étant  pris  sur  une  droite  trois  segments 
fixes  quelconques  aa',  bb',  ce',  dont  les  milieux  sont  a  y 
6,  y,  et  un  point  m,  la  fonction 

ma,ma' .  67  -h  mb.mb\  7a  -f-  ific.mc' .  «6 

a  toujours  la  même  valeur  y  quel  que  soit  ce  point, 
Eln  effet,  soit  M  un  autre  point;  on  a 

ma  =  Ma  —  M/w,     /wfl'  =  Ma'  —  Mm; 
et 

ma ,  ma*  :=^Ma  .fAa*  —  2Ma.M.m  -H  M  m. 

Pareillement , 


/né  .i?t6' =  M^.M  ^' —  2  Mê.M/it -i- M 


w, 


mc\mc'  =  Me. Me'  —  2  M 7 . M /?i  H-  Mm. 


] 
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Or 


6r  = 


et,  le  point  c'  étant  à  l'infini ,  y  est  aussi  à  Tinfini ,  et  Ton  a 

y  a  ay  6  c  êc'  67         i         . 

67  €7  *     me'         *     me'         *     me'       2 

Par  conséquent  Téquation  générale  devient 

ma, ma'  ^  mb.mb'  '\-  2a6.iitO  =  o. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Étant  pris  sur  une  droite  deux  segments  aa',  bb',  ainsi 
que  leur  point  central  O  déterminé  par  F  équation 

Oa.Oa'  =  0*.0*', 

et  leurs  points  milieux  a^  ë,  on  a,  pour  un  point  quel- 
conque m  de  la  droite,  la  relation 

ma, ma'  —  mb.mb' -h  2a6.mO  =  o. 

Autrement*  Soient  e,  /  les  deux  points  doubles;  leur 

milieu  est  le  point  central  O  ;  de  sorte  qu'on  a  les  deux 

équations 

mtf.m/-f-  ma,ma'  =.  ama.mO, 

mcm/-^  mb.mb'  =1  ^m^.mO     (68), 

qui ,  retranchées  l'une  de  l'autre ,  membre  à  membre ,  don- 
nent 

ma. ma'  —  mb.mb'  =  2  6z./nO. 

c.    Q.    F.    D. 

Corollaire.  —  Si  le  point  m  coïncide  avec  le  point  a ,  il 
vient 

ab.ab 

(4)  __=aae, 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  directement  (209). 

217.  CowsTRL'CTiow  Dv  i»oi HT  CENTRAL.  —  Laformule(3) 


r" 
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pei^t  seirir  pour  construire  le  point  central  d'une  involu- 
tion  déterminée  par  deux  segments  aa\  hh\  et  la  construc- 
tion s'applique  au  cas  où  les  deux  segments  sont  imagi- 
naires ,  comme  il  pourrait  arriver  s'ils  provenaient  des  in- 
tersections d'une  droite  par  deux  cercles  ou  deux  sections 
coniques  \  car  les  produits  ma .  nw!  et  mh  •  mV  restent  réels , 
ainsi  que  les  points  milieux  a ,  6  des  deux  segments. 

Quand  les  points  a,  a\  ou  &,  h\  sont  réels,  on  peut 
placer  le  point  m  en  l'un  de  ces  points ,  et  se  servir  de  la 
formule  (4)« 

§  VI.  — Manières  d^ exprimer  rin^olution  parles  éléments 
ou  les  équations  des  trois  couples  de  points, 

218.  L'équation  (i)  s'écrit 
ma.ma'  {m€  —  my)  -+-  mb.mb'[my  —  m  a) -h  mcmc^  {ma  — /w6)=o. 

Supposons  que  les  trois  couples  a,  a'-j  b^  V  et  c,  c'  (réels 
ou  imaginaires)  soient  représentés ,  respectivement,  par  les 
trois  équations 

X»  H-  Ax   -f-  B  =  o, 

x'-^-Alx  -I-B'  =  0, 

x«-f-A"a:-t-B"  =  o     (87), 
de  sorte  qu'on  ait 

mcLzzz ,     ma; . /iMt  ==  B,    etc.; 

la  condition  d'involution  s'exprimera  par  la  relation  sui- 
vante, entre  les  six  coefficients  A,  B,  etc., 

(a)  B(A'~A")  +  B'(A'^  — A)+B"(A  — A')=o. 

2i9.  On  peut  substituer  à  cette  relation  unique  trois 
équations  renfermant  deux  coefficients  indéterminés,  savoir, 

B  -hv  — A>    =ro, 
B'  -4-  V  —  AO  ==  o, 

B"-Hv-  A"X  =  o; 
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car  ces  équations  expriment  (93)  que  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à  deux  points  fixes  déterminés  par  Téquation 

lesquels  seront  les  points  doubles  de  Tinvolution. 

Et ,  du  reste ,  en  éliminant  v  et  X  dans  les  trois  équa- 
tions ,  on  trouve  l'équation  (a). 

220.  Si  les  équations  des  deux  premiers  couples  de  points 

conjugués  sont 

x'  +  Ax  -h  B  =  o, 

j:»-4- A'x-hB'  =  o, 

celle  du  troisième  couple  sera  de  la  forme 

(j7»-f-  A*  -hB)  4-X(jr»-h  A/x  +  B')  =  o; 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  l'équation  du  troisième 
couple  seront 

A"  =  '^±J^    et    B"=l-±^. 

En  effet,  en  éliminant  X,  on  retrouve  Féquation  [a). 

Autrement.  On  peut  démontrer  directement  que  les  trois 
équations  représentent  trois  couples  de  points  en  involu- 
tion.  Appelons  a ,  a\  b,  &^  et  c ,  c'  les  distances  de  ces  points 
à  Torigine  commune  \  on  a 

ar'  4-  Ax  4-  B  =  (j:  —  «)  (jp  —  «'  ), 
x^-hA'x  -h  B'  =  (or  —  b)  (x  —  6'), 

et  Téquation  du  troisième  couple  devient 

(x  —  ^)(x  —  a')  -h\{x  —  à)  {x  —  6')  =  o, 
ou 

(x  —  a)(x  —  a')  __^ 

(or— *)(.r— è')"" 

Or,  e  et  c'  étant  les  racines  de  cette  équation ,  on  a 

(c-a)(c-a')_{c'-a){c'-a')_ 
(c—b)(c-b')~(r'  —  b){c'—b')~         ' 
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on,  en  représentant  maintenant  par  les  mêmes  lettres 
a,  a\  etc.,  les  points  dont  ces  lettres  expriment  les  dis** 
tances  à  Torigine  commune , 

ca.ca*       cfa,</a 
TbT^b'  ~  TbTTb'' 

Cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points  sont 
en  involution.  Donc,  etc. 

§  VU.  —  Relations  oii  entrent  les  points  milieux  des  trois 

segments  aa\  bb\  ce', 

I. 

221 .  //  existe  entre  trois  couples  de  points  en  inx^o- 
lution  a,  a';  b,  b'  et  c,  c',  et  leurs  trois  points  milieux 
a ,  6,  y,  les  relations 


ab.ab' 
ac.ad 

a6 
«7 

a'b.a'b' 
a'c.a'd 

a6 

—  9 
ay 

bcM 
ba .  ba' 

^67 

b'c.b'd 
b'a.b'a' 

67 

6a' 

ca.ca' 

ya 

76 

da.da' 
c^b.c'b' 

_ï« 

cb . cb' 

-76' 

Pour  démontrer  ces  équations,  la  première,  par  exemple, 
supposons  dans  l'équation  (i,  215)  que  le  point  m  coïn- 
cide avec  le  point  a ,  le  premier  terme  devient  nul ,  et  Té- 
quation  se  réduit  à 

ab.ab' .  ya  -f-  acatf .  «6  =  o; 

ou ,  parce  que  y  a  =  —  «y, 

ab^aV       aê 

L  =r  — •  c.    Q,    F.    D. 

ac.ac        a.y 

Ces  équations,  remarquables  par  leur  simplicité,  donnent 
immédiatement  les  sept  équations  fondamentales  (a  et&,  184) . 
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En  effet,  les  deux  premières ,  par  exemple ,  qui  ont  le  même 
second  membre,  donnent  la  première  des  équations  (a). 
Et  quant  aux  équations  (i),  qu'on  fasse  le  produit  des  trois 
équations  de  la  première  colonne ,  multipliées  membre  à 

membre  )  on  a 

fl6'.  bc' ,  ca' 

ac' .  cb' .  ba' '^  '' 
ce  qui  est  l'une  des  équations  [b). 

n. 

222.  On  a  entre  trois  segments  en  involution  aa',  bb 
et  ce',  et  leurs  points  milieux  a^S^y^  la  relation 

— a  — a  — a 

En  effet,  prenons  Téquation  (i,  215),  et  observons  que 

ma. ma  z=z  ma  —  au, 


elle  devient 

a  —1  —a  / — a  — a  1       \ 

171a.67-J-m6.7aH-/117.a6  —  \aa.67-|-6^.7a-f-7C.a6j=o; 
ou,  d'après  la  Note  relative  à  la  proposition  (214), 

afl.67-h6^.7a-}-7C.a6H-a6.67.7a=:o. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  — Si  les  deux  points  c,  c'  coïncident  en 
l'un  des  points  doubles  e,  l'équation  devient 

—  a  — a 

aa.6<f-h6^.tfa-f-a6.6^.ea=o, 
ou 

ae        6e 

Cette  relation  peut  servir  pour  déterminer  les  points  dou- 
bles d'une  involution ,  et  s'applique  au  cas  où  les  deux  seg- 
ments aa\  bh'  sont  imaginaires. 
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Corollaire  II.  —  Si  a ,  6^  y  représentent  les  centres  des 
moyennes  harmoniques  d'un  même  point  /i,  par  rapport 
aux  trois  s^ments  aa\  bV  et  cc\  on  aura  l'équation 

— »  •  — ï  ——1 

aa       67       tb      7a       7c      a€       a6.67.7a 

~.      na       ~T'     /16       "TI'     /17       na.A6  /Î7 
1141  A9  ne         '  ' 

En  effet  «  en  multipliant  par    ^'      '      ,  on  peut  écrire  l'é- 

*  *      a6.b7.7a         '^ 

quation  de  manière  qu'elle  ne  renferme  que  des  rapports 
anharmoniques  ,   car  le  premier    terme ,  par  exemple , 

,,     .  /aa    a6\   /aa    avX     .,  ,     ,  n  /  • 

S  écrit  —  I  —  ;  —s  I  I  —  :  — =^  i-  Il  en  resuite  que  1  equaUon 
\na    n^J  \na    117/  *  ■* 

sera  vraie  pour  toute  position  du  point  n ,  si  elle  Test  pour 

une  seule.  Or  l'équation  est  vraie  quand  le  point  n  est  à 

Tinfini,   car  elle  se  réduit  à  la  précédente  dans  laquelle 

a,  6y  y  sont  les  milieux  des  trois  segments  aa\  bV  et  ce'. 

Donc  Féquation  a  lieu  pour  toute  position  du  point  n, 

§  VIII.  —  Relations  div^erses. 

I. 

223.  Dans  chacune  des  équations  où  entrent  les  points 
milieux  ûc,  6,  7  des  trois  segments  aa'^  bb\  cc\  on  peut 
remplacer  ces  points  par  ceux  de  Tinvolution  a,a',  etc., 
au  moyen  des  expressions 

ab'-ha'b        .  bcf-\-b'c  ca'-ht/a     ,^, 

a6  = ?      67=  ,      7a  = (o  . 

2  2  '  2  ^     ' 

Les  formules  (221  )  deviennent 

ab.ab'       ab^ -h  a* b 

—————  ^^3  ■  ■   ■    ^ 

ac.ai/       ac'-^a'c 


Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  relations. 
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n. 

224.  L'involution  de  six  points  étant  réalité  de  deux 
rapports  anharmoniques ,  on  peut  l'exprimer  par  des  équa- 
tions à  trois  termes  (47).  On  trouve  que  ces  équations 
sont  de  deux  formes  différentes  représentées  par  les  deux 
équations  suivantes,  qui  expriment  l'égalité  des  rapports  an- 
harmoniques  des  deux  séries  de  quatre  points  a,  &,  c,  a 
et  a\  b\  c\  a  : 

.       ah.afc      ab' ,  a! c' 

ab.a'c       aa' .  b' c' 
aca!  b       ab' ,  a!  c* 

On  formera  toutes  les  autres  équations  semblables ,  soit 
en  remplaçant  chaque  lettre  par  sa  conjuguée ,  soit  en  rem- 
plaçant deux  lettres  conjuguées  par  deux  autres  lettres  con- 
juguées ,  et  vice  versa, 

m. 

225.  La  formule  à  trois  termes  où  entre  un  point  arbi* 
traire ,  par  laquelle  on  exprime  Tégalité  des  rapports  an- 
harmoniques  de  deux  séries  de  quatre  points  (48) ,  donne 
aussi  des  relations  entre  six  points  en  involution.  Prenons 
Féquation 

ca    .  cb  cd 

r— 7  bd, ma'  •+-  -r-n da.mb'  -^  -j-r,  ^b . md'  =  o, 

V  c  b'  cd' 


c 


et  supposons  que  les  points  d^  d^  coïncident  avec  les  deux 
c'  et  c  respectivement,  Féquation  devient 

ca    ,,         ,        cb     , 

-,-  ,  oc  .  ma  H — r—  c  a .  ma  —  ab .  me  =  o. 

ca  c  b' 

Elle  exprime  que  les  trois  couples  de  points  a ,  a';  i ,  i'  et 
c,  c'  sont  en  involution. 


r 
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En  faisant  coïncider  les  points  d^  (V  avec  h'  et  h  respec- 
tiveqieut,  on  a  cette  équation  différente, 

—r—i  oh  .  ma'  H — rr;  o'  a .  mb'  H-  -7-7  «^  •  'wo  =  o. 
r  a'  ch'  d  h 

Si  Ton  suppose  dans  ces  équations  le  point  m  à  l'infini ,  elles 
deviennent 

ca    .  .       cb     ,  .  ... 

ca   ,,,        cô    ,,  cb'     , 

-7-7  00  -f-  -TT7  oa  -^  -r-r  ab  =  o. 
c  a  c  h  c  b 

IV. 
226.  Que  dans  l'équation 

a€4-67-+-7a  =  o     ou     7^H--4=ï> 

00c        oc  o 

o  *y      oc*y 

on  remplace  les  deux  rapports  r-^9  -~  par  les  expressions 

précédentes  (221  ) ,  on  aura 

bcbcf       ac.acf 
ba.ba'       ab.ab'         ' 

ou 

ac ,  ad       bc .  bc* 


ab=z 


aW  ba^ 


On  formera  des  expressions  semblables  de  ab\  bc^  etc., 
par  la  permutation  des  lettres. 

V. 

227.  Observation  générale, — On  peut  supposer,  dans 


{^*)  On  peut  encore  déduire  eette  équation  de  Tideutité  entre  les  quatre 
points  €i,b,  Cy  O,  savoir, 

db,cO  -hoc.Ob-^  aO.hc  r=Of 

dans  laquelle  il  suffit  de  remplacer  les  rapports  ^9  ^  par  leurs  valeurs 

1  r 
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toutes  les  formules  précédentes ,  que  deux  points  conjugués, 
tels  que  c  et  c',  coïncident  et  forment  un  point  double  *,  et 
de  même  à  Tégard  d'un  second  couple  de  points  conjugués. 
On  obtiendra  ainsi  diverses  relations  qu'il  nous  suffit  d^in- 
diquer  sans  les  reproduire  ici. 

§  IX.  — Relations  ou  entrent  deux  points  arbitraires, 

228.  Reprenons  Téquation  (i^  215),  sous  la  forme 

ma. ma'    67       mh,mh'    «7 

—  1=0. 


me,  me'    6  a        me, me'     a  6 


Soit  n  le  point  situé  à  Tinfini;  on  l'introduit  dans  l'équa- 
tion ,  de  la  manière  suivante , 

(ma  na\  (ma!  na'\f^i    njK       Imb   nb\  fmb'   nb'\  (^,'^y\_  _, 
me'  ne)  \mc^  '  nc^  J  \ôa'  naj       \mc  '  ne  J  \  me'  '  ne'  )  \a  6  *  w  6/ 

Tous  les  facteurs  étant  des  rapports  anharmoniques ,  on  en 
conclut  que  l'équation  a  lieu,  quelle  que  soit  la  position 
du  point  n  à  distance  finie ^  seulement  alors  le  point  a 
n^est  plus  le  milieu  du  segment  aa\  mais  bien  le  point  con- 
jugué harmonique  du  point  n  par  rapport  aux  deux  points 
a,  a'\  et  de  même  des  points  ë  et  y. 
L^équation  peut  s'écrire 

ma.  ma'     .  mb.mb'  .       me,  me'       . 

na  .na  no,  no  ne,  ne 

Cette  équation  exprime  donc  Tinvolution  de  six  points ,  au 
moyen  dedeuic  points  arbitraires  m  et  n. 

CoKOLLAiRE.  —  SI  Ic  poiut  m  coïncidc  avec  a,  on  a  l'é- 
quation suivante  qui  exprime  Tinvolution  au  moyen  d'un 
seul  point  arbitraire, 

*  ab,ab'    ae,ac'     ■  aS    /16 

nb,nb'  '  ne, ne'       af    «7 

On  donne  aux  équations  une  expression  plus  simple  en 
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y  introduisant  les  points  milieux  des  trois  segments  aa\ 
bVy  ce'.  Soient  cci ,  6]  et  yi  ces  trois  points ,  on  aura 

na,naiz=z  na.na\. , ,  (70), 
et  il  vient 

ma.ma  .  — —h  mo,mo' ,  -—■  -h  me. me  .  —  =  o; 

et 

ab,ab'       a€    /16, 

ac.ae'        ay    /171 

229.  Si ,  dans  les  équations  précédentes ,  on  suppose  le 
point  m  à  l'infini ,  elles  deviennent 

67. /la        7a. /16        a€./Z7 
na,na^       nb,nb'       nc.nc^  ' 

67         7a         a€ 

-^-h-^-H =0. 

ncK,x       /z6|       /171 

Ce  sont  de  nouvelles  équations  avec  un  seul  point  arbi- 
traire. 

230.  Si  dans  Féquation  générale  (228)  on  suppose  le 
point  </  i  l'infini,  le  point  c  devient  le  point  central  O,  et 
Ion  a  Téquation 

ma.ma\  ma.mb'  _       mO 

7  67. /la  H 7 — 77  7a. /i6  H —.  a6./i7=:o; 

na.na     '  nb.nb'  /lO 

a ,  S  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rap- 
port aux  deux  segments  aa\  bb\  et  le  point  y  est  situé  de 
manière  que  le  point  O  se  trouve  le  milieu  du  segment  ny. 
Corollaire.  —  Faisant  coïncider  le  point  m  avec  a ,  et 
observant  que  ny=^  2  nO ,  on  a 

ab.ab' aO    a6 

nb.nb'  /16     a7 

231 .  Il  est  à  remarquer  que  toutes  ces  équations  à  un  ou 
i  deux  points  arbitraires  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux 
cas  où  les  points  en  involution  sont  imaginaires  ;  parce  que 

1 1. 
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les  deux  points  de  chaque  couple  sont  représentés  dans  les 
unes ,  et  peuvent  être  remplacés  dans  les  autres  par  des  élé- 
ments réek  (96). 

§  X.  — Étant  donnés  deux  segments  aa',  bb'  et  le  mUieu 
y  dun  troisième^  déterminer  celui-ci. 

232.  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on  fera  passer 
deux  cercles  qui  aient  pour  cordes  respectives  les  deux 
segments  aa*^  bb'\  ils  se  rencontreront  en  un  second  point 
g'.  Par  les  deux  points  g,  g'  on  mènera  un  cercle  qid  ait 
son  centre  sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  ab^  élevée  par 
le  point  7  5  ce  cercle  déterminera,  par  ses  intersections 
avec  la  droite  «fe,  les  deux  points  cherchés  c,  c'  (201). 
S'il  ne  rencontre  pas  cette  droite,  ces  points  seront  imagi- 
naires. 

Quand  les  deux  segments  aa',  bb'  empiètent  l'un  sur 
l'autre ,  la  construction  se  simplifie,  car  il  suffit  de  décrire 
deux  circonférences  sur  ces  segments  comme  diamètres,  et 
de  mener  par  leurs  points  de  rencontre  un  cercle  qui  ait 
pour  centre  le  point  y  \  ce  cercle  détermine  sur  la  droite  ab 
les  deux  points  cherchés  c,  c',  lesquels,  dans  ce  cas,  sont 
toujours  réels. 

233.  Expressions  nu  segment  yr.  —  i^.  Soit  O  le  point 
central  de  Tinvolution;  le  segment  yc  se  déterminera  par 
Féquation 

fc  =  07  —  Oa.Oa'j 

qui  dérive  de  Oa.Oa'  =  Oc. Oc'. 

Quand  les  deux  segments  aa',  bb'  empiètent  Fun  sur 
Fautre,  le  produit  Oa,Oa'  est  négatif,  et  le  segment  yc 
se  trouve  toujours  réel. 

Mais  quand  les  deux  segments  oa',  bb'  n'empiètent  pas 
Tun  sur  l'autre,  le  produit  Oa.Oa'  est  positif ,  et  alors  yc 


r 
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est  réel  ou  imaginaire,  selon  que  Ton  a 

07>     ou     <0a.0fl'. 
Or  e  et  y*  étant  les  points  doubles  de  Tinvolution ,  on  a 

Oa.Oa'=:Ôtf'=0/ 

On  peut  donc  dire  que  le  segment  yc  est  réel  ou  imaginaire, 
selon  que  O y  est  >  ou  <^0e\  c'est-à-dire  selon  que  le 
point  milieu  y  est  situé  au  delà  du  segment  ef^  ou  sur  ce 
segment ,  entre  les  deux  points  doubles  e ,  J\  En  eifet ,  les 
deux  points  cherchés  c ,  c'  devant  être  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  doubles  e ,  f^  leur  point 
milieu  y  doit  être  extérieur  au  segment  €f[^l). 

Cette  construction  s'applique  d'elle-même  au  cas  où 
les  deux  segments  aa!  et  bb'  sont  imaginaires. 

a°.  Soit  Y  l<î  point  qui  forme  une  involution  avec  y  et  les 
deux  couples  a,  a'  et  &,  £';  on  aura 

•yc  =  77' .  7  O. 

En  effet,  on  a  Oy.O/  =  Oa.Oa';  donc  Texpression  pré- 

— > 
cédente  de  yc  devient 

77  =  Ô7'—  O7 .O7'  =  O7  (O7  —  O7' )  =  77'.  7O. 

3^.  L'équation  (1 ,  215)  fait  connaître  le  rectangle  me .  me' 
qui ,  avec  le  point  y,  suffit  pour  déterminer  les  deux  points 
c,  c'.  On  simplifie  la  solution  en  prenant  pour  le  point  m  le 
point  y  lui-même;  l'équation  devient 

yc.a^  :=:  ya,ya^    67 -f- 7^.7^'.  7a. 
4**.  On  peut  se  servir  de  l'équation 

OLO-^f  H-6A.7a+-7C.a6-+-a6.67,7a  =:o     (W5), 

dans  laquelle  tous  les  segments  sont  connus ,  excepté  yc  que 
l'équation  fait  connaître. 
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Cette  équation  s'applique  d'elle-même  ^  ainsi  que  les  pré- 
cédentes ,  au  cas  où  les  deux  couples  de  points  a^a'  etb^b' 
sont  imaginaires. 

234.  Si  Ton  suppose  le  point  b'  à  Tinfini ,  la  question 
devient  celle-ci  : 

Étant  donnés  deux  points  conjugués  a,  a'  d'une  in^o* 
lution ,  /e  point  central  O ,  et  le  milieu  y  de  deux  autres 
points  conjugués,  on  demande  de  déterminer  ces  points. 

On  décrira  un  cercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  a,  a\  et  Ton  mènera  par  le  point  O  une  droite  quel- 
conque rencontrant  ce  cercle  en  deux  points  g^  g^\  puis  on 
fera  passer  par  ces  deux  points  un  cercle  qui  ait  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  aa'  menée  par  le  point/. 
Ce  cercle  déterminera  sur  aa'  les  deux  points  cherchés 
c,  c'  (200) ,  lesquels  peuvent  être  imaginaires. 

Quand  le  point  O  est  situé  entre  les  deux  a,  a',  la  con- 
struction se  simplifie.  On  décrira  une  circonférence  de 
cercle  sur  le  segment  aa'  comme  diamètre  ;  on  élèvera  par 
le  point  O  la  perpendiculaire  à  la  droite  Oa,  et  par  les 
points  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  cir- 
conférence ,  on  fera  passer  un  cercle  ayant  son  centre  en  75 
il  déterminera  sur  la  droite  aa'  les  deux  points  cherchés. 

235.  Obsen^ation,  —  Nous  verrons  que  la  plupart  des 
relations  concernant  six  points  en  involution ,  démontrées 
dans  ce  chapitre,  se  peuvent  appliquer  à  un  système  de 
trois  couples  de  points  non  en  ligne  droite,  savoir,  aui 
quatre  sommets  et  aux  deux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d*un  quadrilatère  ;  ce  qui  donnera  lieu  à  des  pro- 
priétés nombreuses  du  quadrilatère.  Mais  la  théorie  de  Fin- 
volution  aura  beaucoup  d'autres  usages  qui  justifieront  Vex* 
tension  que  nous  avons  cru  devoir  lui  donner  ici. 
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CHAPITRE  X. 


SUITE    DU    PRÉCÉDENT.  DIVISIONS    UOMOGRAPHIQUES    EN 

INVOLUTIOJEf. 


1236.  Etant  donnés  deux  couples  de  points  a ,  a'  et  i,  &', 
on  peut  déterminer  une  infinité  de  couples  c,  c';  d^  d'-^  etc. , 
formant,  chacun,  une  involution  avec  a,  a'  et  b^  b'. 

Tous  les  points  a,  b,  c,  d,  e  , . . . ,  et  les  points  a',  b', 
c',  d',  e', . . ,,  forment  deux  di\fisions  liomo graphiques. 

Et  si,  dans  ces  deux  di^isionSy  on  regarde  un  point  & 
fie  la  seconde  comme  appartenant  à  la  première ,  son  lio^ 
mologue  dans  la  seconde  sera  le  point  c. 
'  En  effet,  les  quatre  points  a,  &,  a\  c  auront  leur  rapr 
port  anharmonîque  égal  à  celui  des  quatre  a\  b\  a^  c'. 
Or,  clans  ces  deux  séries  de  quatre  points,  les  trois  a,  &,  a' 
de  la  première,  et  les  trois  a\b\  a  de  la  seconde  sont 
fixes;  donc  les  deux  points  variables  c^c*  forment  deux 
divisions  homc^rapbiques  (100).  Mais  les  trois  systèmes 
a,  a'\  by  y  et  c^  c^  étant  en  involution,  les  quatre  points 
a,  b,  a'j  c'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  a\  6',  a,  c;  ce  qui  prouve  que  le  point  c\ 
regardé  comme  appartenant  à  la  première  division,  a  pour 
homologue  dans  la  seconde  division  le  point  c.  Donc,  etc. 

Autrement ^  On  peut  démontrer  le  théorème  très*sim- 
plement  en  se  servant  du  point  central  \  car  on  aura 

Oa.Ofl'  =  Oc. Oc'  =  const.; 

donc  les  deux  points  c ,  c'  forment  deux  divisions  homo*- 
graphiques  { 1 21  ) . 

Mais  Téquation  subsiste  quand  on  y  change  r  eu  c'  et  c^ 
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en  c.  Donc  si  le  point  c  est  regardé  comme  appartenant  i 
la  première  division,  son  homologue  dans  la  seconde  divi^ 
sion  est  le  point  c.  Donc ,  etc. 

Ces  deux  divisions  sont  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées comme  cas  particulier  des  divisions  homographi- 
ques  (174).  Nous  avons  dit  alors  que  nous  les  appellerions 
dwisions  en  iwolution^  on  en  voit  ici  la  raison. 

237.  Pour  que  deux  divisions  homo graphiques  formées 
sur  une  même  droite  soient  en  im^olution ,  il  suffit  quun 
seul  point  quelconque  de  cette  droite,  considéré  comme 
appartenant  successii^ement  aux  deux  divisionSy  ait  le 
même  point  homologue  dans  les  deux  cas. 

C'est-à-dire  que  quand  cela  aura  lieu  pour  un  point, 
tous  autres  points  jouiront  de  la  même  propriété. 

Cette  propriété  importante  a  été  démontrée  dans  la  théo- 
rie générale  des  divisions  homographiques  (174)  ;  en  voici 
une  seconde  démonstration  fondée  sur  la  seule  notion  de 
l'involution. 

Soient  a^  b^  c  trois  points  de  la  première  division,  et 
a\  b\  c'  leurs  correspondants  dans  la  seconde  division; 
nous  supposons  que  le  point  c  étant  considéré  comme  ap- 
partenant à  la  seconde  division ,  ait  pour  homologue  dans 
la  première  le  point  c'\  il  s'agit  de  prouver  qu'il  en  sera  de 
même  du  point  a ,  c'est-à-dire  que  si  on  le  considère  comme 
appartenant  à  la  seconde  division,  son  homologue  dans  la 
première  sera  le  point  a' . 

En  eflcîl,  les  quatre  points  a,  b^  c^  c'  de  la  première 
division  ayant,  par  hypothèse,  pour  correspondants,  dans 
la  siîcondc  division,  les  quatre  a',  b\  c'  et  c,  les  rapports 
anharmoniques  de  ces  deux  séries  de  quatre  points  sont 
égaux ,  et  par  conséquent  les  trois  couples  de  points  con- 
jugués a,  a';  i,  &'  et  c,  c'  sont  en  involution  (182).  Donc 
les  deux  séries  de  quatre  points  a,  a',  A,  c  et  a',  a,  A',  c 
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ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (183).  Donc  le 
point  a ,  quand  on  le  considère  comme  appartenant  à  la 
seconde  division ,  a  pour  homologue  dans  la  première  le 
point  a'.  Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

238.  Deux  droites  divisées  homo graphiquement  peuvent 
toujows  être  placées  l'une  sur  l'autre,  de  manière  que  les 
deux  divisions  soient  en  ini^olution. 

En  eiTet,  soient  a,  a'  deux  points  homologues  des  deux 
divisions ,  nous  avons  vu  qu'on  pourra  déterminer  deux 
autres  points  homologues  &,  b^  tels ,  que  les  segments  ab^ 
a^h'  soient  égaux  (127).  Qu'on  place  la  seconde  droite  sur 
la  première  eu  faisant  coïncider  le  point  &'  avec  a,  et  a' 
avec  b.  Alors  le  point  a,  considéré  comme  appartenant  à 
la  première  division ,  aura  pour  homologue  dans  la  seconde 
le  point  a\  et  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde 
division ,  aura  pour  homologue  dans  la  première  le  même 
point  a'\  et  par  conséquent  il  en  sera  de  même  pour  tout 
autre  point  (237) ,  c'est-à-dire  que  les  deux  divisions  seront 
en  involulion,  c.  q.   f.  d. 

239.  Il  résulte  de  là  que  deux  divisions  homographiques 
en  involution  ont  toute  la  généralité  de  deux  divisions  ho- 
mographiques quelconques,  et  que  les  relations  qui  ont 
lieu  entre  trois  systèmes  de  deux  points  conjugués  sont 
ducs  seulement  à  la  manière  particulière  dont  les  deux 
droites  sur  lesquelles  on  peut  concevoir  les  deux  divisions 
formées,  se  trouvent  placées  Tune  sur  l'autre. 

2i0.  Mahièbes  d'exprimer  de€X  divisions  en  involu- 
TiON.  —  Chacune  des  relations  entre  six  points  en  involution 
a,  a';  é,  i'  et  c,  c'  exprimera  deux  divisions  homographi- 
ques en  involution ,  si  Ton  y  regarde  les  quatre  points  a ,  a 
et  i,  6' comme  fixes,  et  les  deux  c,  c'  comme  variables  et 
appartenant  respectivement  aux  deux  divisions. 
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On  peut  aussi  se  servir  des  différentes  formules  par  les- 
quelles nous  avons  exprimé  deux  divisions  homograpkiques 
quelconques ,  en  y  donnant  aux  coefficients  constants  des 
valeurs  telles,  que  les  deux  divisions  soient  en  involution. 
A  cet  effet ,  il  suffira  d'exprimer  par  une  relation  de  condi- 
tion entre  les  coefficients  de  l'équation  générale,  qu'un 
même  point,  qu'on  pourra  prendre  arbitrairement,  a  le 
même  conjugué,  étant  considéré  conmie  appartenant  i 
l'une  ou  à  Fautre  division.  Par  exemple,  si  c'est  le  point 
situé  à  l'infini,  que  l'on  prend,  on  exprimera  que  les  deux 
points  que  nous  avons  appelés  I  et  J'  sont  coïncidents. 

Appliquons  ces  considérations  à  l'équation  générale 

am ,b' m'  -\-\, ani  -h  pt .  A' w'  4-  v  =  o* 

Le  point  I  de  la  première  division,  qui  correspond  à  l'infini 
de  la  seconde ,  est  déterminé  par  al  =  —  fz,  et  le  point  J'  de 
la  seconde  division,  correspondant  à  l'infini  de  la  première, 
par  W  =.  —  \.  La  condition  pour  que  ces  deux  points 
coïncident  s'exprime  par  l'équation 

aI  =  aJ'     ou     al  — ^'J'  =  a6'. 

On  aura  donc 

>  -  fx  =  ah*. 

Telle  est  la  condition  pour  que  les  deux  divisions  soient 
en  involution. 

241 .  Si ,  dans  l'équation  qui  exprime  les  divisions  homo- 
graphiques ,  les  deux  points  variables  m ,  nJ  sont  rappor- 
tés a  la  même  ou  aux  mêmes  origines,  alors  il  faut,  et  il 
suffit,  pour  que  les  deux  divisions  soient  en  involution, 
que  l'équation  soit  symétrique  par  rapport  à  ces  deux 
points,  parce  qu'alors  on  pourra  changer  l'un  dans  l'autre, 
ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  de  l'involution. 

C'est  ainsi  qu'on  voit  immédiatement  que  chacune  des 


r 
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équations 

em  em* 

Jik^'^  fm'" 
Om.Om'  =  vy 
am .  am! 


a  m. a  m 

am .  am*  +  >  [am  H-  am'  )  -H  v  =  o , 

exprime  deux  divisions  homographiques  en  involution. 

242.  Cas  particulier  ou  lVn  des  points  doubles  est  a 
l'ikfini.  — Nous  avons  vu  (125)  que  quand  deux  divisions 
bomographiques  ont  un  point  double  à  Finfini ,  elles  s*ex- 
priment  par  l'équation 

am  -f-  \.h'm'  :=  v. 
On  peut  écrire 

am  4-5^.<i/w'=  (v  -|->.«6'). 

Et  sous  cette  forme ,  on  voit  que  les  deux  divisions  seront 
en  involution  si  X  est  égal  à  i  \  car  on  pourra  changer  m  en 
m!  et  réciproquement,  et  Téquation  ne  changera  pas. 
Ainsi  Téqitation 

am  -f-  b*  m'  =  v 

exprime  deux  divisions  en  involution  qui  ont  un  point 
double  situé  à  Tinfini.^ 

L'autre  point  double  /  est  le  milieu  de  chaque  segment 
compris  entre  deux  points  conjugués,  puisque  les  deux 
points  doubles  divisent  harmoniquement  ces  segments. 
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CHAPITRE  XI. 

SUITE    DES    PRÉCÉDENTS.  — FAISCEAUX    EN    INVOLUTIOW 


§  I.  — Faisceau  de  six  droites  en  irwolution. 

243.  Définition. — Nous  dirons  que  six  droites  issues 
d'un  même  point  et  conjuguées  deux  à  deux  sont  en  itwo- 
lution,  ou  forment  un  faisceau  en  inv^olution^  quand  quatre 
droites ,  prises  dans  les  trois  couples,  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  conjuguées. 

Il  est  évident  que  ce  faisceau  de  six  droites  jouit  de  la 
propriété  de  rencontrer  toute  transversale  en  six  points  en 
inuolution  ;  et  que  toutes  les  relations  concernant  ces  points 
et  dans  lesquelles  n^entrent  que  des  rapports  anharmo- 
niques ,  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux  six  droites. 

De  cette  remarque ,  aussi  bien  que  de  la  définition  même 
du.  faisceau  en-inv^olution^  on  conclut  immédiatement  que 
les  six  droites  ont  entre  les  sinus  de  leurs  angles  les  rela- 
tions à  huit  et  à  six  facteurs ,  telles  que 

sin(A,B)sin(A,  B^)  __  sin  (  V,  B  )  sin  (M,  W  ) 

sin(A,C)sin(A,C')  ~"  sin  (A  C)  sin  (A',  C')' 

sin(A,B)  5in(B',  C)sin  (C,  A')  =  —  sin  (A',  B')  stn  (B,  C)  sin(C,  A  : 

et  que  chacune  de  ces  équations ,  qui  sont  au  nombre  de 
sept,  comporte  les  autres  et  suffit  pour  définir  Tinvolution 
des  six  droites. 

244.  Aux  deux  points  doubles  considérés  dans  Tinvolu- 
tion  d'un  système  de  points,  correspondent  ici  deux  rayons 
doubles,  lesquels  peuvent  être  imaginaires.  Ces  deux  rayons 
jouissent  de  la  propriété  de  former  un  faisceau  harmonique 
avec  deux  rayons  conjugués  quelconques. 
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Mais  il  n'existe  pas  de  rayon  correspondant  au  point  cen- 
tral de  Tinvolution  de  six  points ,  et  Ton  en  conçoit  bien  la 
raison  -,  car  ce  qui  distingue  le  point  central ,  c'est  que  son 
conjugué  est  situé  à  Tinfini  et  disparait  de  l'équation^  et  à 
ces  deux  points  correspondent,  dans  un  faisceau,  deux 
rayons  conjugués  qui  n^ont  rien  de  distinctif  et  dont  aucun 
ne  peut  disparaître  de  Péqualion. 

Toutefois  il  existe  toujours  deux  droites  rectangulaires 
telles ,  que ,  en  désignant  Tune  d'elles  par  O ,  Ton  a 

tmg (0,  A)  tang  (O,  A'  )  =  tang  (0,  B)  tang  (0,  B'  )  =  tang  (0,  C)  lang  (0,  C )  ; 

équations  analogues  à  celles  du  point  central.  Ces  équa- 
tions seront  démontrées  plus  loin  (2oâ,  3^). 

245.  L'équation  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
m  (215)  ne  se  compose  pas  de  rapports  anharmoniques , 
de  sorte  qu'elle  n'a  pas  lieu  entre  les  sinus  des  angles  d'un 
faisceau  en  involution.  Mais  l'équation  qui  contient  deux 
points  arbitraires  m  et  n  (228)  s'applique  aux  sinus  des 
angles  de  six  droites  en  involution . 

Ainsi ,  l'on  aura  l'équation 

■n(M,A)sin(M,A')  .,„,.,.     v      sin(M,B)sîn(M,B')  .    .^  ^.   .    .       . 

.""(W'^)"°(^'^-)sio(N„)sin(a,6)  =  o. 


"^8in(N,C)  sin{N,  C) 

Les  deux  rayons  M,  N  sont  pris  arbitrairement,  a  est  le 
rayon  conjugué  harmonique  du  rayon  N  par  rapport  aux 
deux  Â  et  A^  et  ainsi  des  deux  autres  S,  y. 

Si  l'on  prend  les  deux  rayons  M ,  N  rectangulaires ,  il 
viendra 

sin(6,7)sin(N,  a)  sin(7,  g)  sin(N, 6) 

tang(N,A)tang(N,A')  "   tong(N,B)  tang(N,  B') 

sin  (a,  6)8in(N,  7)      

"^  tang  (N,C)  tang  (N,C')~"''' 
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ou  bien 

taDg(M,  A) tang(My  A')  sm(6y7)  co6(Mya) 

+  taDg(M,  B)  taDg(M9  B')  sin(7,  a)  coft(M,  6) 

-h  tang(M,  C)  tang (M,  C )  sin  (a,  6)  co» (M,  7)  =  o. 

246.  Dans  un  faisceau  de  six  droites  en  inv^olution, 
quand  deux  droites  sont  perpendiculaires  à  leurs  conju- 
guées respectivement,  les  deux  autres  droites  conjuguées 
sont  aussi  à  angle  droit. 

En  effet,  une  transversale  coupera  les  six  droites  en  des 
points  a,  a',  J,  b\  c,  c'  en  involution ,  et  les  circonférences 
décrites  sur  les  deux  segments  aa\  bb*  comme  diamètres, 
passeront  par  le  sommet  du  faisceau,  puisque  les  deux 
rayons  OA,  OA'  sont  supposés  rectangulaires,  ainsi  que 
les  deux  OB,  OB'.  Donc  la  circonférence  décrite  sur  le  troi- 
sième segment  ce'  passe  aussi  par  le  point  O  (302) ,  et ,  par 
suite ,  les  deux  rayons  OC ,  OC  sont  rectangulaires. 

Autrement,  On  démontre  la  proposition  directement  au 
moyen  des  équations  d'involution ,  lesquelles  se  vérifient 
immédiatement  pour  trois  systèmes  de  deux  droites  rectan- 
gulaires. 

Ainsi  Ton  peut  dire  que,  quand  trois  angles  droits  ont  le 
même  sommet ,  leurs  six  côtés  foiment  un  faisceau  en  ini^o- 
haion, 

247.  Dans  un  faisceau  en  involution,  si  les  angles  que 
deux  rayons  font  as^ec  leurs  conjugués  y  respectivement, 
ont  la  même  bissectrice,  cette  droite  est  aussi  la  bisseC' 
trice  de  V angle  formé  par  les  detix  autres  rayons  con- 
jugués. 

Les  deux  angles  AOA',  BOB'  ont  la  même  bissectrice, 
il  faut  prouver  que  Tangle  COC  est  aussi  divisé  en  deux 
également  par  cette  droite.  En  effet,  cette  droite  et  sa  pei* 
pendiculaire  divisent  harmoniquement  à  la  fois  les  deux 
angles  AOA,  BOB'  (80)-,  par  conséquent  elles  sont  les 
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rayons  doubles  de  l'involution  (244),  et,  par  suite,  elles 
divisent  harmoniquement  le  troisième  angle  COC;  et,  puis- 
qu'elles sont  rectangulaires ,  elles  sont  les  bissectrices  de 
cet  angle  et  de  son  supplément.  Donc ,  etc. 

§  n. — Faisceaux  homo graphiques  en  involution. 

248.  Si  d^un  point  on  mène  des  droites  aux  points  de 
deux  divisions  homograpbiques  en  involution ,  elles  forme- 
ront deux  faisceaux  homograpbiques  que  nous  appellerons 

faisceaux  en  im^olution.  Leur  propriété  est,  évidemment, 
qu'une  droite ,  considérée  successivement  comme  rayon  des 
deux  faisceaux ,  a ,  dans  les  deux  cas ,  le  même  rayon  con- 
jugué. 

Par  exemple,  si  des  droites  forment  un  premier  faisceau, 
et  qu^on  leur  mène ,  par  leur  point  de  concours ,  des  per- 
pendiculaires,  celles-ci  formeront  un  second  faisceau  en 
involution  avec  le  premier;  car  une  droite,  considérée 
comme  appartenant  au  premier  faisceau,  aura  pour  conju- 
guée ,  dans  le  second,  la  droite  perpendiculaire,  et  consi- 
dérée comme  appartenant  au  second  faisceau,  elle  aura 
encore  pour  conjuguée ,  dans  le  premier,  la  même  droite 
perpendiculaire  ;  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  des 
faisceaux  en  involution. 

249.  Dans  deux  faisceaux  en  int^olutiony  il  existe  tou- 
jours un  système  de  deux  rayons  conjugués  rectangulaires^ 
et  il  n'en  existe  quun. 

En  effet,  qu'on  mène  une  transversale  qui  rencontrera 
les  rayons  des  deux  faisceaux  en  des  points  conjugués  deux 
à  deui:,  a,  a'\  6,  b'\  c,  &\  etc.  Les  circonférences  dé- 
crites sur  les  segments  aa\  hb\  etc.,  comme  diamètres, 
passeront  toutes  par  deux  mêmes  points ,  réels  ou  imagi- 
naires (202)  *,  or  par  le  centre  du  faisceau  on  pourra  tou- 
jour  s  mener  une  circonférence  passant  par  ces  deux  points , 
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laquelle  déterminera  sur  la  transversale  deux  points  con- 
jugués; et  les  rayons  menés  à  ces  deux  points  seront,  dans 
les  deux  faisceaux  en  involution ,  deux  rayons  conjugués. 
Mais  ils  sont  à  angle  droit;  le  théorème  est  donc  démontré. 

250.  n  résulte  de  là  que  « ,  dans  deux  jaisceaux  en  in- 
solution  y  deux  rayons  de  l'un  sont  perpendiculaires,  res- 
pectwement ,  à  leurs  conjugués,  il  en  est  de  même  de  tous 
les  autres  rayons. 

Il  est  évident  que  dans  ce  cas  particulier  de  deux  fais- 
ceaux en  involution,  les  rayons  doubles  sont  imaginaires. 

251.  Dans  deux  faisceaux  homograplâques  en  invo- 
lution^ il  existe  toujours  deux  rayons  homologues  égale- 
ment inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'en  existe  que 
deux. 

En  eôet,  une  droite  transversale  perpendiculaire  au 
rayon  donné,  rencontre  les  rayons  homologues  des  deux 
faisceaux  en  des  points  a,  a';  &,  &';  etc.,  qui  forment  deux 
divisions  en  involution,  et  le  rayon  donné  en  un  point  y. 
Or  il  existe  un  système  de  deux  points  conjugués  c ,  c',  et  un 
seul  y  dont  ce  point  y  est  le  milieu ,  et  il  est  clair  que  les 
rayons  des  deux  faisceaux  aboutissant  à  ces  deux  points 
c ,  c'  satisfont  à  la  condition  d^ètre  également  inclinés  sur 
le  rayon  donné.  Donc,  etc. 

Remarque,  — Nous  venons  de  dire  qu'un  point  y  n'est  le 
milieu  que  d'un  seul  segment  ce'  formé  par  deux  points 
conjugués;  toutefois,  dans  un  cas  particulier  de  Tinvolu- 
tion ,  ce  point  peut  être  le  milieu  de  tous  les  segments  (195). 
Alors  la  droite  proposée  sera  la  bissectrice  de  tous  les  angles 
formés  par  deux  rayons  conjugués.  C'est  un  cas  particu- 
lier des  faisceaux  en  involution. 
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§  111.  —  Manières  d* exprimer  que  deux  faisceaux  honio- 

graphiques  sont  en  ins^olution. 

252.  Le  caractère  des  faisceaux  homographiques  en  in^ 
t^lution ,  c*est  que  chaque  rayon,  considéré  comme  appar- 
tenant à  l'un  ou  à  Tautre  des  deux  faisceaux ,  a  toujours  le 
même  conjugué  (248).  Pour  que  deux  faisceaux  soient  en 
inyolution ,  il  suffit  que  cette  condition  ait  lîeu  pour  un 
rayon  donné  quelconque;  car  alors  elle  aura  lieu  pour  tous 
les  autres.  Cela  résulte  évidemment  de  la  proposition  ana- 
logue ,  relative  aux  divisions  homographiques  en  involu- 
tion  (237)  ;  et  d*ailleurs,  la  démonstration  de  cette  pro- 
position s'applique  d^elle-méme  au  cas  actuel. 

Si  les  deux  rayons  variables  entrent  d'une  manière  sy- 
métrique dans  Téquation  qui  détermine  l'homographie 
des  deux  faisceaux,  la  condition  d'involution  est  évidem- 
ment satisfaite,  de  même  que  dans  les  divisions  homogra- 
phiques (241).  D'après  cela,  on  reconnaît  que  chacune  des 
équations  suivantes  exprime  que  les  deux  rayons  variables 
M)  M^  forment  deux  faisceaux  en  involution  : 

sin(E,M)  _       8iD(E,M0^ 
■''•  sin(F,M)  ""        sin(F,M')' 

E  et  F  sont  les  deux  rayons  doubles  de  Tinvolution. 

sin(A,  M)8in(A,M0_ 
^''-  sin(A',M)sin(A',M')~"    ' 

A  et  A'  sont  deux  rayons  conjugués  quelconques. 

30.  Uing  (O,  M)  .  tang  (O,  M')  =:  >  ; 

O  est  l'un  des  deux  rayons  conjugués  rcctangulaii'es  qui 

existent  toujours  dans  deux  faisceaux  en  involution  (249). 

Cette  équation  provient  de  la  précédente ,  dans  laquelle 


ta» 
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on   suppose  que  A  et  A'  sont  ces  deux  rayons  conjugués 
rectangulaires. 

On  conclut  de  là  cette  propriété  importante  d'un  faisceau 
de  six  droites  en  învolution ,  savoir,  que  A,  A';  B.  B'  et 
C,  C  étant  ces  six  droites,  conjuguées  deux  k  deux,  il 
existe  deux  rayons  O  dont  chacun  donne  Heu  aux  équations 

Uiig(0,  A)tang(0,  A')=:tang(0,B)toDg(0,  B')=:tang(0,C)lang(Oj  C), 

comme  nous  l'avons  annoncé  précédemment  (2i4). 

*"•  tang("A^M)'^tang(A',M')~"    ' 

A  et  A'  sont  deux  rayons  homologues  quelconques. 
On  peut  écrire 

tang  (B,  M)  -f-  tang(C',  M')  =r  >, 

pourvu  que  B  et  C  soient  deux  rayons  perpendiculaires 
respectivement  à  deux  rayons  homologues  tels  que  A  et  A'. 
5°.  Enfin  on  a  Téquation 

lang(A,M)tang(A,M')-f->[tang(A,M)-htang(A,M')]4-v=:o, 

dans  laquelle  A  est  une  droite  quelconque. 

25S  bis.  D'après  la  condition  d^nvolution  de  deux  fais- 
ceaux homographjques  (252),  on  conclut,  en  vertu  du 
théorème  (147),  que  ;  Deux  faisceaux  homograpliiques 
quelconques  peuvent  toujours  être  placés  de  inanière  à 
former  deux  faisceaux  en  ins^olulion.  Propriété  analogue 
à  celle  de  deux  divisions  homographiques  (238). 

Et  il  résulte  de  In,  d'après  la  proposition  (249),  que  : 
Quand  deiLT  faisceaux  sont  homographiques /il  existe 
toujours  dans  Vun  deux  rayons  rectangulaires ,  dont  les 
homologues ^  dans  Vautre^  sont  aussi  rectangulaires,  et  it 
n  existe  quun  tel  système  de  deux  rayons. 


r 
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CHAPITRE  XII. 

DES    DEUX    POINTS    QUI    DEVISENT   HARMOIVIQUEMENT    DEUX 

SEGMENTS    DONNÉS. 


253.  La  construction  des  deux  points  e^J\  conjugués 
harmoniques  à  la  fois  par  rapport  à  deux  couples  de  points 
a^a*  ex.b^  b\  et  celle  de  leur  point  milieu  ont  ëtë  données 
précédemment  (208-212  ).  Les  propriétés  de  ces  points  se 
trouvent  aussi,  comme  cas  particuliers,  parmi  celles  de 
l'involution.  Toutefois,  comme  nous  aurons  souvent  à  con- 
sidérer, principalement  dans  la  théorie  des  sections  co- 
niques, un  pareil  système  de  trois  couples  de  points,  réels 
ou  imaginaires,  nous  allons  reproduire  et  grouper  ici  les 
diverses  formules  qui  s'y  rapportent. 

I. 

■* 

254.  Relations  entre  le  point  milieu  O  des  deux  points 
e^  f  et  les  quatre  points  a  ,  a'  ef  b,  b'. 

Oa  _^ab'       Ofl  __  ab 
Ôb^b^''     oVb'a'' 

ab.ab'   _  aO  ba.ba'  _bO 

a'b,a'b'"'VÔ'      b' a . b' a' "  VÔ' 

^       ab,ab'        ,  ^       ba.ba' 
«0  = r-?     ^0= — .--. 

2a6  26a 

ab,ab'-ha'b,a'b'  ba.ba' -j-  b'a.b'a' 

ma. ma' —  mb.mb'  -+•  2a6.iwO==o. 
Celte  dernière  relation,  où  m  est  un  point  arbitraire,  pourra 

12. 
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servir  pour  déterminer  le  point  O  quand  les  deux  couple» 

de  points  a,  a'  et  J,  V  seront  imaginaires. 

IL 

255.  Expressions  du  segment  Oe. 

Oe  =:±)/0a.0a\ 

Oe  =:±\0a—  oia\ 

^slab.ab'.a'b.a'b' 
Oe=±- ' 

Cette  dernière  expression  donne 

^       Jab .ab'.a'b, a'  b' 

'f-- 1 

ab 

m. 

256.  Relations  entre  un  des  deux  points  e,  {et  les  quatre 
a,  a',  b,  b'. 

ï  —2 

ab.ab'         ae  ba.ba^         be 


ou 


a'b.a 

'6'" 

2 

a'  c 

9 

b'a.b'a''" 

b'e 

ea  eb' 
ea' .  eb 

=  - 

ab' 
a'b' 

ea.eb 
ea' .  cb'  "" 

ab 
a'b' 

— a                  — a 
aa  .  ^e  -h  ^b  . 

ea  H-  oiQ,^e.ea 

—  G, 

aa' 
ac 

bb' 
bc 

2 

aa' 
a  e 

ab 
be 

ab' 

^b'e 

? 

bb'       ba 
b'e       ae 

ba' 
a'e 

Ces  deux  dernières  équations  dérivent  de  la  première  de» 
équations  (224?),  dans  laquelle  on  suppose  que  les  deux 
points  c,  c'  se  confondent  avec  le  point  double  e. 

{^f^b7^'±:s/a'b,a'b'y       ^        {)/b^7b?qz\Jb'a.b'a'y 
ae= 7— ^ ,      6c  =  — -y- 9 


<xe  aa 


^^       {^ab'.a'bqz^nb.a'b'Y 
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IV. 

257.  Relations  entre  les  deux  points  e^  (  et  les  quatre 
a,  a',  b,  b'. 

Les  deux  points  e,  f  forment  une  involution  avec  les 
deux  couples  a,  i'  et  a',  b  (207)  ;  et  pareillement  arec  les 
deux  couples  a,  &  et  a\  b'. 

De  là  résultent  de  nombreuses  relations  dMnvolution 
entre  les  six  points,  que  Ton  formera  sans  difficulté, 

V. 

258.  Relations  ou  entrent  un  ou  deux  points  arbi- 
traires. 

ma  .ma! .  6d?H-  mh  ,mh' ,  ea  -t-  nie  .  a6  =  o, 
a,  S  étant  les  milieux  des  deux  segments  aa',  bb' . 

ma. ma'  mb.mb'  me       ^ 

r  Di^./îa,  H ; T-r-  eai,  /iO|  H r  a|0| .  ne  r=z  o* 

na.na  no.  no  "~^ 

ne 

fiTt,  €|  étant  les  points  conjugués  harmoniques  du  point  n 
par  rapport  aux  deux  segments  aa\  bb' . 
Si  le  point  m  est  pris  à  l'infini ,  il  vient 

t^e.n7.x       ^«1 .  nZy       ai6| 
na.na  nb.nb  ne 

Cette  équation  et  la  précédente  se  mettent  sous  la  forme 

a 

ma. ma  mb.mb'  me 

5,<?H .««iH .aj5,  =  0, 

noL  nTi  ne 

6,c       COL,       a,  6, 

H-^H =  o. 

nat.        nZ         ne 

a,,  6i  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rap- 
port aux  deux  segments  aa\  bb'^  et  a ,  S  les  milieux  de  ces 
deux  segments. 
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CHAPITRE  XIII. 

PROPOSITIONS   RELATIVES   A   DEUX  DIVISIONS   HOMOGBAPHIQUEi 
FORMÉES    SUR    UNE    MEME   DROITE,    ET    A    L*INVOLUTION. 


§  I.  —  Dii^isions  homo graphiques  sur  une  même  droite.  — 
Construction  des  deux  points  doubles  et  de  leur  point 
milieu. 

I. 

259.  Soient  a,  b,  c,. . .  et.  a',  b',  c',.-*  ^-^  points,  res- 
pectivement homologues  y  de  deux  dii^isions  homogra- 
phiques  formées  sur  une  même  droite^  les  deux  points 
doubles  seront  en  im^olution  (wcc  cliaque  système  de  deux 
couples  de  points  tels  que  a ,  b'  et  a',  b. 

En  effet ,  soient  e ,  /*  les  deux  points  doubles  des  deux 
divisions;  les  quatre  points  a,  i,  e^J'  de  la  première  di- 
vision ont  leur  rapport  anhartnonique  égal  à  celui  des 
quatre  points  correspondants  «',  A',  e,  y  de  la  seconde 
division.  On  peut  changer  l'ordre  de  ceux-ci ,  et  dire  que 
les  quatre  points  a,  b^  e^  f  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  celui  des  quatre  points  t',  a',  f^  e.  Ce  qui 
prouve  que  les  trois  segments  ab\  a'b^  ef  sont  en  învolu- 
tion  (i82).  Donc,  etc. 

260.  Il  suit  de  là  que  les  circonférences  décrites  sur  les 
trois  segments  ab',  ba'  et  ef ,  comme  diartiètres.  passent 
toutes  trois  par  deux  mêmes  points  (202). 

Et  que  :  Les  trois  circonférences  de  cercles  menées  par 
un  même  point  et  ayant  pour  cordes  respectives  les  trois 
segments  ab',  ba',  ef ,  passent  toutes  trois  par  un  second 
point  commun  (20i  ) . 
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II.  Construction  du  point  milieu  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  hoinographiques  dont  on  connaît  trois  couples  de 
points  correspondants. 

261.  Soient  a,  a!:^  6,  h'  et  c,  c'  les  trois  couples  de 
points  correspondants  des  deux  divisions,  et  e, /*  leurs 
points  doubles  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Les  quatre  points  a ,  &,  c ,  e  de  la  première  division  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
a\  h\  c\  e  de  la  seconde  division,  de  sorte  que  l'on  a 


ou 


ea 

eb 

ca 

''7b 

=î= 

ea' 
eb' 

c'a' 

ea 

.eb' 

ca 

c'a' 

eb. 

ea' 

— 

ib' 

c'b' 

Or  nous  venons  de  voir  que  les  trois  segments  ab\  a'  h  et 
e/'sont  en  involution;  il  s'ensuit  qu'en  appelant  a,,  Sj  et 
O  leurs  milieux ,  on  a 

ea^      Oa^ 

ea'.eb       Ot,     ^        '' 

et  par  conséquent 

Oa, ca    c'  a' 

Ôê;  ~"  ^  •  TV' 


Celte  expression  du  rapport   --^  fait  connaître  la  position 

du  point  O,  qui  est  le  point  cherché. 

ca    (/  a' 
On  ramène  l'expression  —:  :  -yj-,  à  un  simple  rapport  de 

deux  lignes ,  au  moyen  du  théorème  de  Ptolémée  sur  les 
segments  qu'une  transversale  fait  sur  les  deux  côtés  d  un 
triangle.  (Chap.  XIX,  §  1.) 
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III.  Construction  des  deux  points  doubles,  quand  on  connaît  leur 

point  milieu. 

262.  Après  avoir  déterminé  le  point  milieu  O  des  deux 
points  doubles  e ,  /,  on  peut  déterminer  leur  distance  à  ce 
point  par  l'équation  suivante,  d'après  le  théorème  (215) 
applique  aux  trois  segments  en  involution  ab\  a'b  et  e/, 

Ort.Oé'.^.O-hOA.Ort'.Oa,  —  Ô7'.  a,6.  =o; 

d»    «  /*  •  ^^  ^1        •" 

ou  ,  en  taisant  -—  =  / , 

Oe  =1 

I  —  X 

IV.  Construction  des  deux  points  doubles,  sans  connaître  leur 

point  milieu. 

263.  Le  théorème  (259)  donne  lieu  à  une  construction 
très-simple  des  deux  points  doubles. 

Par  u^  point  g  pris  arbitrairement,  on  fera  passer  deux 
circonférences  de  cercles  qui  aient  pour  cordes ,  respecti- 
vement, les  deux  segments  ai',  a'b\  ces  circonférences  se 
couperont  en  un  point  g' .  Par  le  même  point  g^  on  fera 
passer  deux  autres  circonférences  ayant  pour  cordes,  res- 
pectivement; les  deux  segments  ac\  a'  c^  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point  g  ", 

La  circonférence  de  cercle  menée  par  les  trois  points 
S->  St  s"  d<^ terminera  sur  la  droite  ab  les  deux  points 
doubles  cherchés;  car  ces  deux  points  seront  eu  involu- 
tion, d'une  part  avec  les  deux  couples  a,  b'  et  «',  ft,  et 
d'autre  part  avec  les  deux  couples  «,  c'  et  «',  c  (201  ). 

Cotte  construction  se  prête  à  tous  les  cas  que  peuvent 
présenter  les  trois  couples  de  points  «,  a'\  ft,  A' et  f,  r'. 
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Elle  se  simplifie  si  deux  de  ces  points,  tels  que  b  eic\  sont 
à  l'infini  (*). 

jiutrement.  On  décrira  des  circonférences  sur  les  quatre 
segments  ab\  ha\  ac  et  ca',  comme  diamètres ,  et,  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premières  et  les  points  d'in- 
tersection des  deux  autres,  on  fera  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle ,  laquelle  déterminera  sur  la  droite  abc  les 
deux  points  cherchés  (202). 

Cette  seconde  construction  se  prête ,  comme  la  précé- 
dente, à  tous  les  cas  que  peut  présenter  la  question ,  relati- 
vement aux  positions  des  trois  couples  de  points  a,  a'\  è,  b' 
et  c,  c'. 

%4.  Supposons  que  le  point  b  soit  à  l'infini ,  ainsi  que 
le  point  c',  et  désignons  par  V  et  I  leurs  homologues  b'  et  c 
dans  la  seconde  et  la  première  division ,  respectivement  ;  de 
sorte  que  les  deux  divisions  homographiques  seront  expri- 
mées par  l'équation  Im.i'ni' =la.V a'  (120).  La  circon- 
férence décrite  sur  le  segment  infini  a'b^  comme  diamètre, 
sera  la  droite  menée  par  a'  perpendiculairement  à  la  ligne 
ab  5  et  de  même  de  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le 
segment  infini  ac' .  De  là  résulte  cette  construction  : 

Sur  a'\  comme  diamètre  [fig*  3i) ,  on  décrira  une  cir- 
conférence de  cercle ,  et  l'on  élèvera  par  le  point  a  une  per- 
pendiculaire qui  la  rencontrera  en  un  pointa;  puis  sur 
aV  comme  diamètre ,  on  décrira  une  seconde  circonférence 
de  cercle,  et  Ton  élèvera  la  perpendiculaire  au'  qui  la  ren- 
contrera en  x' .  Par  les  deux  points  a  ,  a'  on  fera  passer  une 
circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la  droite  aa'\  elle  mar- 
quera sur  cette  droite  les  deux  points  cherchés. 

Le  centre  de  cette  circonférence ,  étant  le  milieu  de  ces 


(*)  Si  le  point  &,  par  exemple,  est  à  rinfiiii,  la  circonréronce  qui  doit 
passer  par  les  trois  points  ^,  a',  b  devient  anc  ligne  droite,  savoir,  ^a'. 
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deux  points,  est  connu  à  priori;  c'est  le  milieu  du  segment 
IJ'  (152)  :  il  suiGra  donc  de  construire  un  seul  des  deux 
points  a,  a'  pour  déterminer  la  circonférence. 

Si  Ton  prend  pour  le  point  a  le  milieu  même  du  seg- 
ment IJ',  le  rayon  de  la  circonférence  sera  aa!  '=.  ^fâôTTâV- 
Ainsi  cette  expression ,  à  laquelle  nous  sommes  parvenu  par 
une  autre  voie  (154),  résulte  ici  de  la  construction  gé- 
nérale. 

265.  Cas  ou  l'un  des  points  doubles  est  donné. — Si 
l'un  des  points  doubles ,  e? ,  est  donné ,  les  deux  couples  de 
points  homologues  a,  a'  et  fc,  b'  suffiront  pour  déterminer 
le  second  point  double/.  Sur  les  deux  segments  ab\  a'b^ 
comme  diamètres ,  on  décrira  deux  circonférences  ;  et  par 
leurs  points  d'intersection  et  le  point  e  on  en  fera  passer 
une  troisième,  qui  déterminera  le  point/' (260). 

V. 

266.  Quand  deux  dii^isions  homo graphiques  sont  for- 
mées  sur  une  même  droite ,  chaque  point  a  de  cette  droite ^ 
considéré  comme  appartenant  à  la  première  div^ision,  a  son 
homologue  a'  dans  la  seconde,  et  considéré  comme  appar- 
tenant à  la  seconde  dis^ision ,  a  son  homologue  A  dans  la 
première. 

Les  deux  points  ai'  et  A  forment  deux  dii^isions  homo* 
graphiques  ;  et  ces  deux  div^isions  ont  les  mêmes  points 
doubles  que  les  deux  divisions  proposées. 

En  effet ,  i°  les  deux  divisions  formées  par  le  point  a'  et 
le  point  A  sont  homographiques  entre  elles ,  comme  étant 
bomograpbiques  à  une  troisième  formée  par  le  point  a. 
2^  Si  le  point  a  est  un  point  double  des  deux  divisions  pro- 
posées ,  les  deux  points  a*  et  A  coïncident  Tun  et  l'autre 
avec  ce  point,  et  par  conséquent  coïncident  entre  eux. 
Donc  ce  point  est  un  point  double  des  deux  divisions  for- 
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mées  par  les  deux  points  variables  a'  et  Â.  Ce  qu^il  fallait 
prouver.  Donc ,  etc. 

267.  Quand  deux  dit^ùions  ho mo graphiques  sont  for- 
mées sur  une  ménie  droite ,  si  Von  prend  les  homologues 
ai'  et  A  d'un  point  a  de  cette  droite,  comme  dans  la  pro- 
position précédente  y  le  conjugué  harmonique  du  point 
a  par  rapport  aux  deux  A  et  a'  sera  le  même  que  par 
rapport  aux  deux  points  doubles  des  div^isions  homogra- 
pJûques. 

En  effet,  les  deux  divisions  homograpliiques  s'expriment 
par  l'équation 

am.am'  —  aV .  am  —  aî,ani'  -\-  al.aa'  =  o     (ll$2). 

ou  (aJ'.aA)     (155) 

Pour  déterminer  les  deux  points  doubles  e,  /",  il  faut  faire 

coïncider  m'  avec  m  ;  Téquation  devient,  en  écrivant  e  à  la 

place  de  m, 

—1 

ae  —  (fl  J'  4-  fll)  «e  -H  al,aa'  =  o. 

ou  (flJ'.  aA) 
On  a  donc 

ac  H-  a/*  =  û  I  4-  aJ\ 

et 

ae.nf  =•  al.aa^  =  aV .  ûA; 

d'où 

I        I         1        'I 


ae       af       aa'       ak 

Soit  a  le  point  conjugué  harmonique  du  point  a  par  rap- 
port aux  deux  a\  A ,  on  aura 

l.  =  _L  +  _L    (6i). 

fla       aa!       aX     ^ 

Donc 

2         1         I 

fla       ae       af 
Ce  qui  prouve  que  le  point  ol  est  le  conjugué  harmonique 
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du  poiiit  a  par  rapport  aux  deux  points  doubles  e ,  /'.  Le 
théorème  est  doue  démontré. 

268.  CoROLLAïKE  I.  —  Puisquc  le  point  a  et  son  conjugué 
harmonique  a  par  rapport  à  ses  deux  homologues  a'  et  A 
divisent  harmoniquement  le  segment  fixe  ej\  il  s'ensuit  que 
ces  deux  points  a  et  a  forment  deux  dwîsions  homo gra- 
phiques en  inuolution  (241). 

269.  Corollaire  II.  —  Étant  données  deux  dis^isions 
ho mo graphiques  sur  une  droite,  on  demande  de  déter- 
miner le  conjugué  harmonique  d*un  point  par  rapport  aux 
deux  points  doubles,  inconnus,  des  deux  div^isions. 

Soit  a  le  point  donné  5  on  déterminera  ses  deux  homo- 
logues a'  et  A ,  puis  son  conjugué  harmonique  a  par  rapport 
à  ces  deux  points  ;  a.  sera  le  point  cherché. 

Cette  question  aura  quelques  applications,  par  exemple 
pour  trouver  la  polaire  d*un  point  par  rapport  à  une  co- 
nique dont  cinq  points  seulement  sont  connus. 

270.  Corollaire  III.  — Nouvelle  construction  des  points 
doubles  de  deux  dii^isions  homo graphiques,  —  On  prendra 
un  point  a  et  le  point  a  qui  lui  correspond  comme  ci- dessus  \ 
et  de  même,  un  point  b  et  le  point  correspondant  S.  On 
cherchera  les  deux  points  e^  f  qui  divisent  harmonique- 
ment les  deux  segments  aa^  bê  (253)^  ce  seront  les  deux 
points  doubles  cherchés. 

§  II.  —  Propositions  relati\^es  à  Vinvolution. 

I. 

271 .  Etant  donnés  sur  une  droite  deux  couples  de  seg- 
ments aa',  bb'  et  A  A',  BB',  on  demande  de  déterminer  un 
segment  ce'  qui  soit  en  irn^olution  tout  à  la  fois  avec  les 
deux  premiers  segments  aa',  bb'  et  avec  les  deux  autres 
AA',  BB'. 
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Que  sur  les  quatre  segments  aa\  hh\  A  A'  et  BB',  comme 
diamètres,  on  décrive  des  circonférences  de  cercle,  la  cir- 
conférence qui  passera  par  les  points  d'intersection  des 
deux  premières  et  les  points  d'intersection  des  deux  autres 
déterminera  le  segment  cherché  ce'  (202).  Si  la  circonfé- 
rence n'est  pas  constructible ,  le  segment  sera  imaginaire. 

Autrement,  Que  par  un  point  g  pris  arbitrairement  on 
mène  deux  circonférences,  passant,  la  première  par  les 
deux  points  a  et  a',  et  la  seconde  par  les  deux  b  et  fe';  elles 
se  couperont  en  un  point  g' , 

Que  par  le  même  point  g  on  mène  pareillement  deux 
circonférences ,  passant,  la  première  par  les  deux  points  A 
et  A',  et  la  seconde  par  les  deux  B  et  B',  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point  g" , 

La  circonférence  menée  par  les  trois  points  g^  g\  g'' 
déterminera  sur  la  droite  aa'  le  segment  cherché,  réel  ou 
imaginaire. 

Autrement.  Soit  y  le  point  milieu  du  segment  cherché 
cc''^  O  le  point  central  de  l'involution  déterminée  par  les 
deux  segments  aa',  bh'-^  fl  le  point  central  de  Tinvolulion 
déterminée  par  les  deux  segments  AA',  BB',  et  o)  le  point 
milieu  des  deux  O ,  îl^  on  aura  la  i^elation 

qui  fait  connaître  la  position  du  point  y. 
En  effet ,  on  a 

0a.0a'  =  0c.0c      et     nA.n  A'  =  nr.Uc'. 

De  sorte  que  l'équation  revient  à  celle-ci , 

2w7.0a=:  Oc.Oc'  —  acMc\ 

Ce  qui  est  une  identité  entre  deux  couples  de  points  quel- 
conques c ,  c'  et  O ,  ft ,  et  leurs  points  milieux  y  et  w ,  la- 
quelle se  démontre  aisément;  car  il  suflSt  d'y  remplacer 

Oc. Oc'  par  (Oy  —  yc  )  et  flc.ftt'  par  [Sly  —  yc  ). 
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Le  point  y,  milieu  du  segment  cherché  cc'^  étant  ainsi 
déterminé ,  on  connaîtra  ce  segment  lui-même  par  Fane  des 
relations 

yc  =07  —Oa.Oa\ 

7c  =Û7  — a  A. HA'. 

Ce  segment  sera  toujours  réel  si  les  deux  oa',  bb\  empiètent 
Tun  sur  l'autre,  parce  qu'alors  le  produit  OaOa  est  né- 
gatif (191  )  ^  et  de  même,  si  les  deux  segments  AA',  BB'  em- 
piètent Tun  sur  Tautre.  Mais  il  pourra  être  imaginaire  dans 
le  cas  où  ni  les  deux  segments  aa\  bb'  ni  les  deux  A  A',  BB' 
n'empiètent  Fun  sur  Tautre. 

Observation.  —  Ce  problème  aura  plusieurs  applica- 
tions, particulièrement  aux  deux  questions  suivantes  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  de  dùunètres  conjugués 
d'une  section  conique,  déterminer  les  axes  principaux  de 
la  courbe. 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
d'une  conique,  et  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
d'une  autre  conique ,  déterminer  le  système  de  diamètres 
conjugués  communs,  en  direction,  aux  deux  courbes. 

272.  Cas  particuliers.  —  Chacun  des  quatre  segments 
oa',  etc.,  peut  être  nul.  S'ils  sont  nuls  tous  les  quatre  à  la 
fois ,  la  question  devient  celle-ci  :  Trouver  les  deux  points 
qui  dixfisent  harmoniquement  deux  segments  ab,  AB. 

II. 

273.  Etant  données  deux  droites  dii/isées  homographi-^ 
quement,  les  rayons  menés  d'un  point  fixe  aux  points 
fie  di\'ision  forment  deux  faisceaux  homo graphiques  ;  et 
si  Von  demande  que  ces  deux  faisceaux  soient  en  ÙJiHylu- 
tion ,  leur  sommet  devra  être  placé  sur  la  droite  qui  joint 
les  points  des  deux  divisions,  dont  les  homologues  coïn- 
cident  au  point  de  rencontre  de  ces  droites. 
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En  effet,  soit  S  ce  point  de  rencontre ,  et  a  et  b^  sur  les 
deux  droites ,  respectivement ,  les  deux  points  en  question , 
de  sorte  que  a  corresponde ,  sur  la  première ,  au  point  S  de 
la  seconde,  et  />',  sur  la  seconde ,  au  point  S  de  la  première. 
Le  sommet  O  des  deux  faisceaux  étant  pris  sur  la  droite  ab\ 
cette  droite,  considérée  comme  rayon,  soit  du  premier 
faisceau,  soit  du  second ,  aura  toujours  pour  homologue  la 
même  droite  OS.  Ce  qui  prouve  (248)  que  les  deux  fais- 
ceaux sont  en  involution. 

274.  Étant  r/onncs  deux  faisceaux  liomo graphiques 
ihnt  les  centimes  ne  sont  pas  coïncùlents ,  on  peut  les  cou- 
per par  une  droite ,  de  manière  à  ax^oir  sur  cette  droite 
deux  diï^isions  en  im^olution  ; 

Une  infinité  de  droites  satisfont  à  la  question^  elles 
passent  toutes  par  un  certain  point  détenniné. 

Soient  O  et  O'  les  centres  des  deux  faisceaux  et  A  le  point 
de  rencontre  des  rayons  qui ,  dans  le  premier  et  le  second 
faisceau,  respectivement,  sont  les  homologues  des  deux  qui 
coïncident  suivant  la  droite  OO'.  Toute  transversale  menée 
par  ce  point  il  satisfera  à  la  question*,  c^est-à-dire  qu'elle 
rencontrera  les  deux  faisceaux  en  deux  séries  de  points  qui 
formeront  deux  divisions  homographiques  en  involution. 
En  effet,  cette  transversale  rencontre  la  droite  OO'  en  un 
point  qui ,  considéré  comme  appartenant  soit  à  la  première 
série ,  soit  à  la  seconde ,  aura  toujours  pour  homologue  le 
même  point  il   Donc,  etc. 

m. 

275.  Quand  trois  couples  de  points  a ,  a';  b,  b'  et  c,  c  ' 
sont  en  involution ,  si  Ton  prend  les  points  a ,  6  conjugues' 
luirmoniques  du  point  c  par  rapport  aux  deux  segntenfs 
aa',  bb'  respectivement  ^  puis  les  points  a^^  6i  conjugués 
harmoniques  des  deux  a,  S,  respectivement ^  par  rapport 
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aux  deux  segments  bb'  et  aa';  le  conjugué  hat'moniqut 
du  point  c  par  rapport  aux  deux  «i,  0|,  sera  lepoùu  c'. 
Eu  ellet,  exprimons  que  les  deux  points  «,  ai  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  b^  b\  au  moyen 
de  Téquation  où  entrent  deux  points  arbitraires  (  74) ,  et 
prenons  pour  ces  points  les  deux  c'  et  c ,  on  aura 

c'b.i/  b'       c'a. c'a, c'C     c'o* 

rb.cb'         coLnCai  cb      rw 

(o  étant  le  conjugué  harmonique  du  |)oint  c  par  rapport  aux 
deux  a  9  à| .  Or  cette  relation  harmonique  entre  les  deux 
couples  C)  »  et  a,  «i  s'exprime  par  Téquation 

a.c'«         c'a       c'a,      ^^^_ 


eu  COL  COL 

C)n  a  donc 

i/b.c^b'       c 


cb,cb  ca 


'a. c'a,  c'^  /c'a        c'aA 

ca.ca,  c6  \ca       c  a^  J 


Pareillement,  la  relation  harmonique  des  deux  angles  S,  ëi 
et  a^  a'  s'exprime  par  Féquation 


c' a,c* a'       c'ê.c'C,         c'a  /c'6 
ca,cb  r  6 


.c  6.  _  c^  /c^       c^A 
.c6,  ca  \  rê        c6,/ 


Retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et 
observant  que  puisque  c'est  le  conjugué  harmonique  du 

point  c  par  rapport  aux  deux  ai,  £1 ,  on  a  —^  = •'  » 

CO|  Ctti 

tous  les  termes ,  moins  deux ,  disparaissent ,  et  il  reste 

ca  . ca*  cb . cb' 

ce  qui  est  une  des  équations  d'involution  (1B4).  Doue ,  etc. 
Corollaire.  —  Si  le  point  c  est  à  Tinfini ,  son  conjugue 
c'  coïncidera  avec  le  milieu  du  segment  a,  6,,  et  sera  K* 
point  central  de  Finvolulion  déterminée  par  les  deux  seg- 
ments au' ,  hb' , 


r 
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276.  Dans  ce  tbëorème  et  son  corollaire  les  deux  couples 
de  points  a,  a'  elb^  &'  peuvent  être  imaginaires ,  puisque 
Ton  ne  considère ,  par  rapport  à  eux ,  que  des  relations  har-« 
inoniques.  11  s'ensuit  que  les  dçux  propositions  peuvent 
servir  à  construire  le  point  central  et  le  conjugué  d'un 
point  donné,  dans  une  involution  déterminée  par  deux 
couples  de  points  imaginaires.  Ces  questions  auront  une 
application  utile  dans  la  théorie  des  coniques. 

IV. 

277.  Étant  donnés  deux  couples  de  points  a ,  a'  ef  b,  b' 
jar  une  même  droite,  et  étant  pris  le  point  c  conjugué 
harmonique  du  point  h  par  rapport  aux  deux  a,  r\  et  le 
point  c'  conjugué  harmonique  de  h'  par  rapport  aux  deux 
mêmes  a,  a'^  les  trois  segments  aa',  bb'  et  ce'  sont  en  in-- 
solution. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

ac  a' r  ac  «'c' 


et      -r.  =  — 


ab  a*  h  ah'  a' b' 

Et,  en  multipliant  membre  à  membre, 

ac.ac    a' c,a' cf 

••  *  ab.ab'       a'b,a'b' 

Éqmation  qui  exprime  que  les  trois  segments  aa\  bb'  et 
ce'  sont  en  involution  (184).  c.  q.  f.  p. 

On  peut  encore  dire  que  :  Quand  trois  couples  de  points 
a ,  a';  b,  b'  ej?  c ,  c'  sont  en  in^folution,  si  les  deux  points  b 
et  c  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  dcua: 
a ,  a',  les  deux  b'  et  c'  seront  aussi  conjugués  harmoniques 
par  rappoH  aux  deux  mêmes  a,  a'. 

V. 

278.   Quand  deux  couples  de  points  a ,  a'  ^/  b,  b'  sont 

i3 
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en  rapport  harmonique,  si  Fou  prend  sur  la  mente  droite 
un  point  arbitraire  n  et  ses  conjugués  Iiarmoniques  c  et  c' 
par  rapport  aux  deux  segments  aa'  et  bb',  respectii^ement, 
les  trois  couples  de  points  a ,  a';  b,  b'  ef  c ,  c'  seront  en  in- 
solution.  , 

En  effet,  les  deux  points  a,  a^  divisent  barmoniquement 
chacun  <les  deux  segments  bb^  et  cn^  par  conséquent  ces 
points  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  déterminée 
par  les  deux  segments  (205).  Il  s'ensuit  que  les  trois  seg- 
ments aa'^  bn  et  b'c  sont  en  involution  (207) ,  et  que  l'on  a 

ba,ba'       bb\bc     ,,„,, 

?=-T7 *«^)- 

na.na        nb  .  ne 

Pareillement  les  trois  segments  aa\  b'  n  et  bc  sout  en  in* 
volution,  et  Ton  a 

b'a.b'a'       b'b.b'c 
na.na'  nb,nc 

Divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 

ba,ba'  bc      b'c  bc     nb 

b'a.b'a'  ~  ~  ^'  *  ^  "~  ""  Â^  ■  ^'' 

Or  c'  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport 
aux  deux  points  t,  i',  on  a  * 

nh   __        c' b 

L'équation  devient  donc 

ba.ba'  bcbc' 

h'â  b'a'~  b'c.b'c''^ 

ce  qui  prouve  que  les  trois  couples  /i,  a'\  A,  b'  PX  c  ^  c'  sont 
en  involution. 

Corollaire.  —  Si  le  point  n  est  le  milieu  du  segment 
aa\  son  conjugué  harmonique  c  sera  à  Tiniini;  et  par  con- 
séquent le  point  c'  sera  le  point  central  de  rinvolution 
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déterminée  par  les  deux  segments  aa\  bV.  On  conclnide 
là  que  : 

Quand  deux  couples  de  points  a ,  a'  et  b,  b'  sont  eu 
rapport  harmonique  ^ 

1°.  Le  point  conjugué  hamèonique  du  milieu  dû  seg^ 
ment  aa'  par  rappoit  aux  deux  points  b,  b',  coïncide  av^ec 
le  conjugué  harmonique  du  milieu  du  segment  bb'  par 
rapport  aux  deux  points  a ,  a'-, 

a®.  Ce  point  est  le  point  central  de  Finx^olation  déter^ 
minée  par  les  deux  couples  a,  a'-,  b,  b'. 

C'est-à-dire  que,  ce  point  étant  représenté  par  O,  on  a 

Autrement,  Les  deux  couples  de  points  a^  a*  et  &,  V 
étant  en  rapport  harmonique,  on  a  la  relation 

ma, ma'       mh  mh*  me. me' 

l-^—i TT—^  7      (74). 

na.na  nb.nb  ne, ne       ^      ' 

Or,  en  appelant  y  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par 
rapport  aux  deux  points  c,  c',  on  a 

nf,ce'=iinc'.f^-=z  —  a/ic.r'y     (60).' 
On  peut  donc  écrire 

ma.  ma'         ,         mb.mb'     ,  me.  me'  . 

ync.d'^-\ 7 — rr  ne  ,  f  c  ^ ,  nf,ec  y 

na .  na  nb .  nb  ne .  ne 


OU 


ma, ma*   ,  mb,mb'  ,       me, me'     , 

r'/.rtf-f r T7  l^^f^^   -^ rcr'./i7  =  o. 

'  nb.nb  ne,  ne 


na,na 


Et  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points 
a,  a'-,  i, // et  c,  c' sonlen  involuiion  (228).  c.  q.  f.  n. 
Autrement,  Il  est  clair  que  le  théorème  sera  vrai  pour 
tonte  position  du  point  n ,  s'il  Test  pour  une,  par  exemple, 
quand  le  point  n  est  à  Tinfini ,  parce  qu'il  n'entre  dans  les. 
relations  entre  les  différents  points  que  des  rapports  anhar- 
moniques.  Or,  quand  le  point  n  est  à  l'infini ,  les  points  c 

i3. 
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vision  ont  leur  rapport  anharmonique  égal,  d'une  part,  à 
celui  des  quatre  points  correspondants  a ,  b^  c ,  d delà. pre- 
mière division,  et,  d*autre  part,  à  celui  des  quatre  points 
correspondants  a\  b\  c\  d'  dans  la  seconde  division.  Donc 
les  deux  séries  de  quatre  points  a,  &,  c,  ^  et  a',  b\  c\  d' 
ont  leurs  rapports  anliarmoniques  égaux.  Donc  la  première 
et  la  seconde  division  sont  homograpbiques.       c.  q.  f.  p. 

Il  suit  de  là  que ,  si  plusieurs  divisions  sont  homogra- 
phiques  deux  à  deux ,  prises  consécutivement ,  deux  quel- 
conques sont  homographiques  entre  elles. 

Il  est  évident  que  ce  que  nous  disons  des  divisions  bo- 
mographiques  doit  s'entendre  aussi  des  faisceaux  homogra- 
phiques. 

Ces  propositions  auront  de 'nombreuses  applications, 
notamment  dans  le  chapitre  XY,  où  nous  résoudrons  par 
une  même  construction  un  grand  nombre  de  questions 
très-diverses. 


DEUXIÈME  SECTION. 

PROPRIÉTÉS  DKS    FIGURES    RECTILIGNES.  —  APPLICATION 

DES   THÉORIES  PRÉCÉDENTES. 


CHAPITRE  XIV. 

PROBLÊME    DE    L4    SECTION    DÉTERMINÉE, 


I. 

28i .  Le  problème  de  la  section  déterminée ,  ainsi  appelé 
par  Apollonius,  est  le  suivant: 

Étant  donnés  quatre  points  en  ligne  droite ^  on  de- 
mande de  déterminer  sur  cette  droite  un  cinquième  point 
tel  y  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux  des  quatre 
points  donnés j  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux 
autres  y  dans  une  raison  donnée. 

Soient  a^  a^^b  et  b^  les  quatre  points  donnés,  X  la  rai- 
son; il  s'agit  de  déterminer  un  point  m  tel ,  que  Ton  ait 

am,a'  m 

bm.V  m 

Cette  question  en  comporte  (rois  autres  comme  cas  parti- 
culiers; car  on  peut  supposer  que  Tun  des  quatre  points  soit 
à  Tinfini,  ou  que  deux  points  conjugués  a,  a',  ou  &,  V^ 
coïncident  en  un  seul.  Les  trois  cas  qui  résultent  de  ces  hy- 
pothèses s^  expriment  par  les  équations 


am .  am' 


hm 


'  •!  Pour  considorcr  rcqiialion  — 7 =  ;  romnie  un  ras  pRrliculicr  do 

ont 
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2 

am 

=  A, 


bm .  bm' 

am 

bm 
Ce  problème  de  la  section  déterminée  faisait  partie  des 
matières  que  les  Anciens  comprenaient  sous  le  titre  SA" 
nafyse  géométrique.  Apollonius  Tavait  traité  dans  tm  ou- 
vrage en  deux  livres,  qui  contenait  quatre-vingt-trois  pro- 
positions. Cet  ouvrage  ne  nous  est  pas  parvenu;  toutefois 
des  lemmes  qui  s'y  rapportent ,  insérés  par  Pappus  dans  le 
septième  livre  de  ses  Collections  mathématiques  y  ont  per- 
mis à  plusieurs  géomètres ,  dans  les  deux  derniers  siècles , 
de  le  rétablir  dans  le  style  ancien.  Si  tous  ne  Tout  pas  fait 
avec  la  prolixité  d*ApoUonius  et  de  R.  Simson  qui  passe 
pour  avoir  bien  rétabli  la  marche  et  la  méthode  de  Tautear 
grec,  tous  cependant  ne  Font  résolu  qu'à  Taide  de  diverses 
propositions  qui  font  dépendre  la  question  générale  de  ses 
cas  particuliers.  Et  c'est  encore  ainsi  qu'a  pix>cédé,  dans 
ces  derniers  temps,  J.  Leslie,  dans  son  Analyse  géomé- 
trique. De  sorte  qu'il  n'existe  pas ,  en  géométrie ,  de  solu- 
tion immédiate  de  la  question.  Je  dis  en  géométrie,  car, 
par  la  voie  analytique ,  en  rapportant  tous  les  points  à  une 
origine  conunune ,  on  a  sur-le-champ  une  équation  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  résolvent  la  question  d'une 
manière  générale. 

celle  relative  à  quatre  points ,  -. — '—, — r  =  /  ,   on  peut,  dans  eelle-ci ,  reni- 

hm.tpm' 

placer  la  raiion  /  par  le  rapporc  de  deux  segmenta  icU  que  ttk^  &'^%  ^^ 

k'  étant  dcui  points  pris  sur  la  même  droite  que  les  quatre  a ,  «',  h,  V\ 

a  lors  Téquation  est 

am.a'm  __    AA  am.a'm  .       //w 

bfiryiii^Vk''  **"  "bi;^       **ftNp' 

Ci  61  Ton  suppose  le  point  b*  à  riiifini,  elle  devient 

atM.it' m 

— rr —  —  **  —  *• 
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Comme  la  plupart  des  problèmes  de  géométrie  qui  ad- 
meltent  deux  solutions,  celui-ci  a  des  cas  d'impossibilité^ 
ce  qui  conduit  à  une  question  de  limite  ou  de  maximum , 

savoir,  de  trou^^er  le  point  m  qui  rend  le  fnpport  y — j-, — 

maximum  ou  minimum.  Cette  question  n'a  pas  échappé  à 
Apollonius,  qui  excellait  dans  ce  genre  de  problèmes  ardus, 
et  Fermât  l'a  prise,  à  raison  de  sa  difficulté,  comme 
exemple  de  sa  méthode  de  maximis  et  minimis. 

Les  théories  précédentes  procurent  deux  solutions  immé^ 
diates  et  extrêmement  simples  de  ce  problème  de  la  section 
déterminée-^  l'une  dérive  de  Tinvolution ,  et  Tautre  de  la 
division  homographique. 

La  première  s'applique  même  au  cas  où  l'un  des  deux 
couples  de  points  conjugués  a ,  a'  et  i,  b\  ou  tous  les  deux , 
seraient  imaginaires. 

II.  Première  solution. 
282.  L'équation  à  laquelle  il  faut  satisfaire , 


a/71,  a  m 


bm.b^  m 


donne  lieu,  évidemment,  à  deux  points  m,  m'.  La  théorie 
de  l'involulion  l'indique  aussi ,  car  un  premier  point  m 
étant  déterminé,  le  point  m',  qui,  avec  celui-là  et  les  deux 
couples  fl ,  a'  et  6,  A',  forme  une  involution ,  satisfera  aussi 
aux  conditions  du  problème,  puisqu'on  aura 


am^a'm       am\  a  m*     ,.o*\ 


bm.b' m       bm\  b' 


m 


am' .  a'  m'       .. 
et ,  par  conséquent ,  ^^^,    ^,^,  =  /. 

D'après  cela ,  soit  f/  le  milieu  des  deux  points  cherchés 
m ,  w',  et  a,  S  ceux  des  deux  segments  aa\  bb^\  on  aura 


am .  n'  m 


bm  .b*  m       ?  fx 


=tt  (ïïi). 
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Donc 

Cette  relation  fait  coonaitre  le  point  milieu  a  j  et  la  déter- 
mination des  deux  points  m ,  m*  est  une  question  de  la  théo- 
rie de  Tinvolution ,  que  nous  ayons  résolue  de  bien  des  ma- 
nières (232).  Nous  en  dirons  peu  de  chose  ici. 

CoHSTRVCTTOiff.  —  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on 
fera  passer  deux  circonférences  de  cercles  ayant  pour  cordes 
respectives  les  deux  segments  aa\  bb'\  et  par  le  même 
point  g  et  le  second  point  d'intersection  des  deux  circon- 
férences ,  on  en  fera  passer  une  troisième  ayant  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  aa\  élevée  par  le  point 
u.  Cette  circonférence  déterminera  sur  la  droite  aa'  les 
deux  points  cherchés  m,  ni* . 

autrement.  On  cherchera  le  point  O  déterminé  par  Té- 
quation 

Otf.Oû'  =  06.06', 

puis  le  point  |ul'  déterminé  par 

O/i.0a'  =  0fi.Ofx'; 
et  Ton  aura 

um  =  iLii  ,  ilO     (455,  a<*.'. 

Cas  de  trois  poihts  a^  a\  b,  — U  faut  déterminer  un 
point  m  tel ,  que  Ton  ait 


am.a*  m 


bm 


A. 


Deux  points  /n,  m'  satisferont  à  la  question.  Ces  deux 
points  formeront  une  involution  avec  les  deux  a,  a'  ot  le 
point  b  considéré  comme  point  central.  Car  on  aura 

am .  a*  m       am' .  a'  m'  am .  a'  m  bm 


Oll 


bm  b' m'  nm' .  a! m         h' m* 

équation  d'involution  (189), 
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Il  s'ensuit  que  le  milieu  fi  des  deux  points  cherchés  m ,  m 
se  détermine  immédiatement  par  l'expression  a  |x = ^  X  (216, 
équat.  4)« 

CoirsTRucTiOK  DES  DEUX  poiHTs  fu ,  m'.  —  On  décrit  une 
circonférence  de  cercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  a^  a\  et  l'on  mène  par  le  point  b  une  corde  qui  la 
rencontre  en  deux  points  gr,  g^.  Par  ces  deux  points,  on 
fait  passer  une  circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la  per- 
pendiculaire à  la  droite  aa\  élevée  par  le  point  (i  5  cette  cir- 
conférence détermine  les  deux  points  cherchés  m^m^. 

ji  ut  rement.  On  construit  le  point  fx'  par  la  relation 
ha,ba' z=z  bi/,,byJ^  et  Ton  a 

fim  =  fift/.  yib     (853,2*».). 

III.  Seconde  solution. 

283.   Ecrivons  l'équation  r — '-jj-  =  X  ainsi  : 

om .  0  m 

ani h'  m 

j—  —  A.  — — 


frn  a'  m 


Sous  cette  forme,  ou  reconnaît  que  les  points  cherchés 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques. 
exprimées  par  F  équation 

am A'/w' 

bm         '  û'  /w' 

a  et  6  sont  deux  points  de  la  première  division  .  et  b\  a^ 
I      leurs  homologues  respectifs  dans  la  seconde  (115). 

Nous  déterminerons  les  deux  points  doubles  par  la  con- 
struction (154-) ,  où  l'on  se  sert  des  points  à  Finfini. 

Supposant  w'  à  Tinfini,  on  a  —  =  X;   cl  supposant  m  à 
Tinfini,  TT-p  =  X.  Soit  //  le  milieu  dos  deux  points  1,  .V; 
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on  détermine  le  point  ft'  par  Tëquation 

et  l'on  a  (154)  _^ 

Cas  de  trois  points  a^a  ^b,  —  L  équation  — 7 =i  À 

s^ëcrit 

am 1 

bm         '  a!  m 

et  montre  que  les  points  cherchés  seront  les  points  doubles 
de  deux  divisions  homographiques  exprimées  par  l'équation 


am  I 

—  A--7 — 7> 
a  m 


bm  -'-' 


dans  lesquelles  les  deux  points  a  et  6  de  la  première  divi- 
sion ont  pour  conjugués,  dans  la  seconde,  l'infini  et  le 
point  a' (119). 

D'après  cela ,  le  point  I  est  en  a ,  et  le  point  J'  se  déter- 
mine par  l'équation  a'V  =z'k.  Ou  prend  le  milieu  p  du  seg- 
ment aV\  puis  on  détermine  le  point  fi!  par  Téquation 

— —   ^-  A»       .        > 

et  les  points  cherchés  par  l'expression 

284.  Quand  les  deux  points  a^  a!  se  confondent,  les 
deux  solutions  relatives  soit  au  cas  de  quatre  points ,  soit  à 
celui  de  trois  points,  s'appliquent  d*elles-mêmes. 


(*)  Il  faut  observer  que  daos  cette  équation  /&'  n'a  pas  la  même  signifi- 
cation que  dans  réquation  /«m  =  /a/ul'.  /aO  '  S82 }. 


L 
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285.  Cas  de  quatre  points  a^  a\  &,  V .  —  Quand  les 
deux  segments  aa! ^  hV  empiètent  Pun  sur  l'autre,  les  deux 
points  m,  m'  sont  toujours  réels  (232).  Mais  lorsque  les 
deux  segments  présentent  une  autre  disposition,  ces  deux 
points  peuvent  être  imaginaires  ;  ce  qui  a  lieu  si  leur  point 
milieu  /i  se  trouve  entre  les  deux  points  e,y*qui  divi- 
sent harmoniquement  chacun  des  deux  segments  aa'  et 
hV  (233).  C'est  là  la  seule  condition  d'impossibilité  de  la 
question.  Voyons  ce  quMl  en  résulte,  relativement  au  signe 
et  à  la  valeur  numérique  du  rapport  X.  Mous  considére- 
rons successivement  les  deux  cas  que  peut  présenter  la  po- 
sition relative  des  deux  segments  aa' ^  bb' . 

i^.  L'un  des  segments  est  entièrement  situé  sur  l'autre. 
Alors  leurs  points  milieux  a,  &  sout  au  delà  du  segment 
e/*(57),  et  tous  deux  du  même  côté,  à  droite  ou  à  gauche.  Or 
le  point  fA,  par  hypothèse,  est  situé  sur  le  segment  lui-même  ; 

il  en  résulte  que  le  rapport  ^  égal  à  X,  est  positif,  et  que 
sa  valeur  numérique  est  comprise  entre  celles  des  deux 
rapports  —  ^  '4^-  Telles  sont  les  deux  conditions  d'impossi- 
bilité du  problème. 

Si  1  est  égal  à  Tun  des  deux  rapports ,  les  deux  points  m 
et  m!  se  confondent  en  l'un  des  points  e,  /*;  et  les  deux 
solutions  se  réduisent  à  une  seule. 

iP.  Les  deux  segments   sont  situés  l'un  au  dehors  de 

•      l'autre.  Alors  leurs  milieux  a,  6,  qui  se  trouvent  toujours 

au  delà  du  segment  ef^  sont  de  côtés  différents  :  et,  puisque 

le  point  (Jt,  par  hypothèse,'  se  trouve  sur  le  segment  lui- 

I       mènic,  îl  en  résulte  que  le  rapport  ^  est  négatif,  et  que 


sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  celles  des  deux  rap- 


2o6  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

poris  -g  et  ~ .  Ce  sont  là  les  deux  conditions  d^iiy.possi- 

bilité. 

Quand  A  est  égal  à  Tun  des  deux  rapports ,  les  deux  so- 
lutions sont  réelles ,  mais  se  réduisent  à  une  seule ,  comme 
précédemment. 

Il  résulte  de  cette  discussion ,  que  Ton  peut  exprimer 
d'une  manière  générale  les  deux  conditions  d'impossibilité 
du  problème,  savoir,  i°  que  le  coefficient  À  soit  de  même 

signe  que  les  deux  rapports  — *  '  7s  î  et  2*^  que  sa  valeur  nu- 
mérique soit  comprise  entre  celles  de  ces  deux  rapports. 
Nous  avons  vu  (212)  que  les  expressions  des  deux  rap- 

e%      fa. 


{slab'.a'b'j;:^ab.,a'b'Y 


286.  Cas  de  trois  points  a,  a',  b.  —  Quand  le  point  b 
est  situé  sur  le  segment  aa\  les  deux  points  cherchés  m, 
m'  sont  toujours  réels.  Quand  le  point  b  est  situé  au  dehors 
de  ce  segment,  les  deux  points  e,  /,  qui  le  divisent harmo- 
niquement  et  ont  pour  milieu  le  point  b ^  sont  réels,  et  il 
faut,  pour  que  les  deux  points  cherchés  w,  m' soient  réels, 
que  leur  point  milieu  fx  soit  au  dehors  du  segment  e/l  De 
sorte  que  la  question  sera  impossible ,  si  le  point  fA,  détei^ 
miné  par  a/uL  =  -j  X  j  tombe  entre  les  deux  points  e ,  f. 

On  exprime  cette  condition  en  disant  que  le  segment  ce/ji 
est  compris  entre  les  deux  «e,  af.  II  est  clair  qu'alors  les 
trois  serments  sont  de  même  signe.  Ainsi  l'on  peut  dire 
que:  la  question  est  impossible  quand,  X  étant  de  même 
signcjque  les  segments  ae,  a/,  sa  valeur  absolue  est  com- 
prise enti'e  celles  de  ces  deux  segments.  Lçs  expressions  de 
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ces  doux  segments  sont 

^,^^"^'_,,     (78). 

V.  Observation  relative  aux  signes  des  segments  et  du  rapport  >. 
—  Procédé  des  anciens  géomètres.  —  Question  de  maximum  ou 
minimum. 

287.  Nous  n'avons  fait  aucune  hypoihèse  sur  le  signe 
de  la  constante  X ,  qui  peut  être  positive  ou  négative  :  la 

^  position  du  point  [x  déterminé  par  la  relation  i—  =  i ,  ou 

|ia  =  1  i  j  dépend  de  ce  signe  5  par  conséquent  les  deux  solu- 
tions qui  conviennent  à  un  signe  sont  différentes  des  deux 
qui  conviennent  au  signe  contraire.  De  sorte  que  si  le  signe 
de  ).  n'est  pas  déterminé  dans  l'énoncé  de  la  question ,  celle- 
ci  admettra  quatre  solutions. 

Quant  aux  signes  des  segments  :  dans  le  cas  de  quatre 

points ,  où  Ton  a  Téquation  -r — '—. — ;  =  X ,  le  sens  dans  le- 
quel on  comptera  les  segments  positifs  est  indifférent, 
même  quand  deux  points  /i,  a'  ou  é,  ft'  coïncident  en  un 
seul. 

Mais  pour  le  cas  de  trois  points ,  exprimé  par  Téquation 

— ^ =  X ,  il  n'en  est  pas  de  même  ;  on  doit  indiquer  dans 

quel  sen«  se  compteront  les  segments  positifs  -,  et  si  ensuite 
on  veut  les  compter  dans  le  sens  contraire ,  on  aura  deux 
nouvelles  solutions.  De  sorte  que  si  Fénoncé  de  la  question 
laisse  ce  sens  indéterminé ,  on  doit  ]  considérer  qu'il  y  a 
quatre  solutions.  Toutefois  ces  quatre  solutions  sont  les 
mêmes  que  les  quatre  dues  à  Findétermination  du  signe 
de  la  constante.  Car,  si  un  point  m  satisfait  à  Féquation 

— ^ =  X,  dans  l'hypothèse  que  les  segments  positifs  sont 
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comptés  à  droite  et  que  la  constante  est  positive ,  ce  point 
conviendra  encore ,  si  Ton  compte  les  segments  positifs  vers 
la  gauche,  et  qu'on  suppose  la  constante  négative. 

Ainsi,  dans  les  deux  cas,  de  quatre  ou  de  trois  points, 
la  question  admet  généralement  quatre  solutions,  quand  on 
ne  donne  de  signes  ni  à  la  direction  des  segments,  ni  à  la 
constante. 

Les  Anciens  regardaient  la  constante  toujours  comme  po- 
sitive, et  ne  donnaient  pas  de  signes  aux  segments;  ce- 
pendant ils  ne  trouvaient ,  généralement,  qu^une  solution. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  ils  auraient  du  en  trou-  . 
ver  deux  dans  le  cas  de  quatre  points ,  et  quatre  dans  le  cas 
d^  trois  points. 

Il  y  a  là  un  fait  mathématique  qui  mérite  d'être  remar- 
qué et  que  Ton  en  recherche  la  cause.  C'est  que  les  An- 
ciens, qui  probablement  s'étaient  aperçus  de  la  multipli- 
cité des  solutions,  et  qui  cependant  ne  pouvaient  pas  les 
comprendre  sous  un  principe  unique ,  parce  que  la  notion 
des  signes  pour  exprimer  la  direction  des  segments  lenr 
manquait,  introduisaient  dans  les  données  de  la  question 
une  condition  qui  suppléait  à  l'usage  des  signes.  Ils  dési- 
gnaient, comme  condition  du  problème,  la  région  dans  la- 
quelle devait  se  trouver  le  point  cherché.  On  peut  s'assurer 
que  cette  condition  conduisait ,  pour  une  même  valeur  nu- 
mérique de  la  constante ,  aux  quatre  solutions  répondant 
aux  signes  4-  et  — .  Mais  cet  examen ,  qui  est  nécessaire 
pour  se  bien  rendre  compte  de  ce  qu'était  la  géométrie  des 
Grecs ,  et  des  difficultés  auxquelles  donnait  lieu  la  non- 
admission  des  quantités  négatives ,  serait  ici  superflu. 

388.  Question  de  maximum  ou  minimum. — L'indica- 
tion de  la  région  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point 
cherché  m ,  donne  lieu  à  une  question  de  maximum  ou  mi- 
nimum. 

En  effet,  prenons  le  cas  de  quatre  points  exprimé  par 
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1, ,         •       mit:  ma        ^  .  r  »  /      • 

equaliou      .        -  =  /,  et  supposons  que  le  segment  bb  soit 

compris  entièrement  sur  aa\  et  qu^on  demande  que  le 
point  cherche  m  soit  situé  à  droite  du  segment  aa'  (fig.  3^  ). 
Le  point  (i  sera ,  ou  à  gauche  du  point  a ,  ou  à  droite  du 

point  y.  Or  si  le  point  a  est  à  gauche  de  a,  le  rapport  — 

égal  à  X  est  toujours  <:^  i^  et  augmente  quand  ^  s'éloigne, 
jusqu'à  devenir  égal  à  Tunité  quand  /x  est  à  Tinfini.  Puis  si 
Ion  suppose  que  (jl  revienne  de  l'infini  à  droite  du  point  y, 

le  rapport  ^  augmente  au  fur  et  à  mesure  que  fi  s'approche 

du  point  6  ^  mais  jx  ne  peut  pas  franchir  le  point  f^  parce 
que ,  en  deçà  de  y  sur  le  segment  ef^  il  donnerait  des  points 
m,  m' imaginaires  y  Donc  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 

donner  au  rapport  ^  ou  i,  est  celle  qui  fait  coïncider  [i 

avec  y,  et  cette  valeur  est 

/«_ ff^ 

/6  ~  {yjab'.a'b  -+-  V^i^'T')' 

Alors  le  point  cherché  m  est  situé  lui-même  enf. 

Mais  si  Ton  veut  que  le  point  m  soit  sur  le  segment  bb\ 

le  point  [L  sera  à  droite  de  6 ,  et  le  rapport  ^  sera  minimum 

quand  p.  coïncidera  avec  e ,  auquel  cas  le  point  cherché  m 
se  trouvera  lui-même  en  e,  et  le  rapport  X  aura  pour  va- 
leur : 

eu ^^' 

e^  ~  [\lab' .  a' h  —  ^ab .  a'b')'  ' 

Supposons  maintenant  que  le  segment  bb'  soit  situé  au 
delà  de  aa'  (fig,  33) ,  et  qu'on  demande  que  le  point  m  soit 
sur  l'un  des  deux  segments ,  sur  bb'  par  exemple.  Alors  le 

point  [f.  sera  à  gauche  de  S.  Le  rapport  ^  diminue,  abs- 

'4 
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traction  faite  de  son  signe  — ,  quand  {x  s'éloigne  de  6.  Or 
jx  ne  peut  pas  franchir  le  point/,  parce  que  le  point  cher- 
ché m  deviendrait  imaginaire;  donc  la  plus  grande  valeur 
qu^on  puisse  donner  au  rapport  X  est  celle  qui  fait  coïn- 
cider le  point  fx  en  /.  Cette  valeur  maximum  est 


/a      ffV 


Si  r.on  demande  que  le  point  m  soit  au  dehors  des  deux 
segments  aa\  bh' ^  le  point  fjt  sera  lui-même  au  dehors  du 
segment  aê,  et  le  rapport  X  pourra  avoir  une  valeur  quel- 
conque. De  sorte  qu'il  n'y  a  pas  alors  de  question  de 
maximum. 

289.  Ainsi  le  problème  de  la  section  déterminée  donne 
lieu  à  trois  cas  de  maximum  ou  minimum,  quand  on  in- 
dique dans  quelle  région ,  par  rapport  aux  deux  segments 
aa'  et  ii',  doit  se  trouver  le  point  cherché. 

Ces  questions  d'impossibilité  et  de  limite  ne  nous  ont  of- 
fert aucune  difficulté,  parce  que  nous  y  avons  introduit  la 
notion  du  point  (x^  milieu  des  deux  points  cherchés  /72,  m'^ 

et  celle  de  l'expression  -^  égale  au  rapport  X ,  qui  sert  â 

déterminer  immédiatement  le  point  ^i. 

Mais,  à  défaut  de  ce  moyen  de  solution,  c'est  en  raison- 
nant directement  sur  Texpression  plus  compliquée  j — ^ 

de  la  constante  X ,  qu'on  a  dû  chercher,  dans  chaque  cas , 
la  position  du  point  m,  ses  limites,  et  les  valeurs  maxi- 
mum ou  minimum  de  X.  Ces  questions  difficiles  ont  été 
fort  bien  résolues  par  Apollonius,  qui  a  non-seulement 
déterminé  les  points  limites  e ,  f^  mais  est  parvenu  aux 

expressions  des  rapports  t^'  -g'  telles  que  nous  les  avons 
données. 


am .  c^m 


m 
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La  rechercbe  de  ces  expressions  offrait  surtout  de  grandes 
difficultés  qui  ont  exigé  toutes  les  ressources  du  géomètre. 
Car  Apollonius  ne  connaissant  pas  les  différentes  relations 
analytiques  de  l'involution  dont  nous  avons  fait  usage,  c'est 
au  moyen  de  figures,  et  par  des  considérations  de  pure  géo- 
métrie, différentes  dans  les  trois  cas,  quHl  est  parvenu  à  la 
détermination  des  valeurs  en  question  (*).  Ce  sont  ses 
propres  solutions,  conservées  par  Pappus,  que  les  géo- 
mètres modernes  ont  reproduites. 

On  peut  voir,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  ce 
problème  de  la  section  déterminée  était ,  dans  la  géométrie 
ancienne,  et  est  resté  jusqu'ici  une  question  fort  compli- 
quée, résolue  longuement  et  péniblement.  Il  faut  se  livrer 
à  une  étude  approfondie  des  lemmes  de  Pappus  qui  s'y 
rapportent  et  de  l'ouvrage  de  R.  Simson,  pour  bien  con- 
naître et  apprécier  ses  difficultés  et  la  marche  suivie  par 
Apollonius  dans  les  83  propositions  dont  son  ouvrage  se 
composait. 

(*)  Les  trois  questions  de  mazimnm  on  minimum ^  dans  l^ordre  dans 
lequel  nous  les  avons  traitées,  font  le  sujet  dos  propositions  64»  61  et  6a 
du  septième  livre  de  Pappus,  et  65,  59,  6a  de  R.  Simson. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  les  valeurs  maximum  ou  minimum  du  rap- 
port X ,  trouvées  par  Apollonius ,  sont  celles  que  nous  avons  données  ;  et 
c'est  par  des  propriétés  du  cercle,  différentes  dans  les  deux  cas,  que  Pauteur 
y  est  parvenu.  Mais  dans  le  troisième  cas ,  qui  forme  le  second  du  géo- 
mètre grec,  sa  méthode  est  encore  différente;  il  y  emploie  une  figure  com« 
posée  de  triangles  et  assex  compliquée,  et  Pexpresaion  du  rapport  maxi- 
mum diffère  des  premières;  elle  est 

(V^a6'.o'fc-f-  ylah.a'b'Y 
■  I  I      I   ■    1 1.   I  .11» 

On  vérifie  sans  difficulté  que  cette  expression  est  identique  à  la  ndtre ,  en 
▼erln  de  la  relation  aa' .hh'-=z  ab.a'V — ab'.a'b  entre  les  quatre  points 
a,  af,  h,  b'. 

J.  Leslie ,  qui  a  consacré  huit  propositions  à  ce  problème ,  n^a  traité  qu'Hun 
d«fl  trois  cas  de  limites  ou  d^impossibilité  (celui  qui  fait  le  sujet  de  la  pro- 
position 61  de  Pappus  et  59  de  Simson  )  sans  laisser  entrevoir  au  lecteur  les 
autres  cas.  (Voir  Geometrical  Analjsis.  Edinburgh,  1821,  in  8**,  p  6()-83  ) 

4- 
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CHAPITRE  XV. 


QUESTIONS  DONT  LA  SOLUTION  SE  RAMÈNE  A  LA  CONSTRtCTION 
DES  POINTS  DOLBLES  DE  DEUX  DIVISIONS  HOMOGRAPHIQUES 
SUR    UNE  MEME  DROITE. 


§  I.  —  Exposé  (le  la  méthode. 

290.  Il  existe  un  grand  nombre  de  questions  qu  ou  peut 
ramener  à  la  construction  des  points  doubles  de  deux  divi- 
sions homographiques  ;  de  sorte  que  ces  questions ,  qui ,  en 
analyse ,  dépendent  dV^quations  du  second  degré  ou  d'équa* 
tions  de  degré  supérieur  qui  se  ramènent  au  second,  se  ré- 
solvent toutes  par  une  construction  uniforme,  quoiqu'elles 
puissent  n'avoir  en  apparence  aucun  lien  de  similitude; 
et  cette  construction  est  toujours  très-simple,  même  dans 
le  cas  où,  par  les  méthodes  ordinaires,  on  éprouverait  des 
difficultés  réelles,  surtout  à  raison  de  la  multiplicité  des 
racines  qu'on  ne  pourrait  éviter  dans  la  mise  en  équation 
du  problème. 

Les  deux  divisions  homographiques ,  dans  chaque  ques- 
tion, sont  déterminées  par  trois  couples  de  points  corres- 
pondants. Les  deux  points  de  chaque  couple  sont  donnés 
par  une  sorte  de  construction  d'essai ^  qui  n'est  la  bonne 
que  quand  les  deux  points  qu'elle  détermine  se  trouvent 
coïncidents.  Celte  méthode  a  de  l'analogie  avec  les  règles 
àe  fausse  position  en  arithmétique,  et  celte  analogie  est 
réelle;  car,  quoique  fondée  sur  une  construction  géomé- 
trique, la  méthode  s'applique  à  la  résolution  d'un  sys- 
tème d'équations  du  second  ou  du  premier  degré  ;  et ,  pour 
celles-ci,  la  coiislruction  ^  traduite  en  analvsc,  donne  les 
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mêmes  expressions  des  racines ,  que  les  règles  défausse  posi- 
tion que  l'on  connaît  (*). 

A  raison  de  la  diversité  et  de  l'étendue  de  ses  applica- 
tions, cette  méthode  peut  mériter  ici  une  attention  particu- 
lière; car  ce  qui  manque  en  géométrie,  ce  sont  des  mé- 
thodes générales  et  uniformes,  propres,  chacune  «  à  un 
grand  nomhre  de  questions,  comme  il  en  existe  en  analyse. 

La  méthode  dont  il  s'agit  satisfait  complètement  à  cette 
condition. 

Au  nombre  des  questions  auxquelles  elle  s'applique ,  se 
trouvent,  parmi  les  plus  faciles,  celles  qui  ont  fait  le  sujet 
des  trois  ouvrages  d* Apollonius ,  intitulés  :  de  la  Section  tJc 
raison 9  de  la  Section  de  V espace^  et  de  la  Section  défera' 
minée.  Chacune  de  ces  questions  exigeait  un  grand  nombre 
de  propasitions.  Pappus  rapporte  qu'il  s'en  trouvait  dans 
le  livre  de  la  Section  de  raison  181;  dans  celui  de  la  Ser 
lion  de  V espace  ia4  ^  ^-^  dans  celui  rfr?  la  Section  détrrmi- 
née  83.  CVst  que  la  solution  ne  se  faisait  jamais  directe- 
ment pour  le  cas  le  plus  général  de  la  question  ;  on  procédait 
par  cas  particuliers,  en  s'élevant  des  plus  simples  à  de  plus 
composés;  la  solution  de  chaque  cas  reposait  toujours  sur 
la  solution  des  cas  précédents.  Outre  cela,  chaque  problème 
donnait  lieu  a  autant  de  questions  différentes  qu^il  y  avait 
de  variétés  dans  les  positions  relatives  des  diverses  parties 
de  la  figure.  Dans  les  deux  siècles  derniers ,  où  ces  pro-* 
blêmes  ont  occupé  d'érainents  géomètres  dont  plusieurs  ont 
cherché  à  rétablir  les  trois  ouvrages  d'Apollonius,  c'est 
cette  marche  longue  et  pénible  qu'ils  ont  encore  suivie; 
et,  bien  qu'ils  aient  cherché  à  renfermer  )a  solution  de  cha- 
cun de  ces  problèmes  dans  le  plus  petit  nombre  possible  de 
propositions,  il  en  a  toujours  fallu  plusieurs  pour  s'olevcr 


(  *  )  On  sait  qtic  celle  mélhotle  â^&  fausses  positions  est  furl  anciemiK.  tliie 
«oiM  «^t  v«nuo  des  Arabes,  qui  la  tenaient  des  Indiens. 

i4' 
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lies  cas  particuliers  à  la  qucslion  générale.  Ainsi ,  J.  LcsHc, 
dans  son  Analyse  géométrique,  con%^cre  k  la  Section  de  rai- 
son quatre  propositions  (prop.  i-4  <lu  second  1ivre)>  à  Is 
Section  de  l'espace  six  (prop.  5-io),  et  à  la  Section  détermi- 
née huit  (prop.  11-18);  ce  qui  fait  dix*huit  propositions, 
tandis  que  par  notre  méthode  une  solution  unique  suffit 
pour  les  trois  questions  considérées  dans  leur  énoncé  le 
plus  général. 

La  seconde  solution  que  nous  avons  donnée  du  problème 
de  la  Section  déternu'née  (283),  est  fondée  sur  cette  mé- 
thode ,  et  pourrait  suffire  pour  en  montrer  les  usages.  Mais 
nous  allons  en  présenter  diverses  autres  applications,  en 
choisissant  principalement  les  questions  qui ,  sous  des  énon- 
eés  généraux,  comportent  un  grand  nombre  de  corollaire» 
et  de  questions  particulières. 

^11.  —  Questions  ou  l'on  considère  deux  dit^isions  homo- 
graphiques  sur  deux  droites. — Problèmes  de  la  Section 
de  raison  et  de  la  Section  de  Vcsimce, 

SOI.  Deux  divisions  homographiques sur  deux  droites  donnent 
lieu  à  deux  genres  de  questions  différentes  :  dans  les  un^  on  se 
proposera  de  déterminer  deux  points  homologues  satisfaisant  à 
certaines  conditions;  et  dans  les  autres,  de  déterminer  deux  seg- 
ments homologues  satisfaisant  aussi  à  des  conditions  données. 

Ces  questions  peuvent  se  présenter  sous  des  formes  très-di- 
verses; nous  nVn  donnerons  ici  que  quelques  exemples  y  le  mode 
de  solution  étant  toujours  le  même. 

1. 

292.  Étarrt  données  sur  rk'ujc  droites  AL,  BL'  deux  rlivisions 
homographiques  y  un  demande  de  mcnety  par  deux  points  thnnés 
P,  P',  des  droites  aboutissant  à  deux  points  homologues  a ,  a'  des 
deux  divisions,  cl  faisant  entre  elles  un  angle  de  grandeur  donnée. 

On  prendra  arbitrairement  le  point  a  (fig^  34)  sur  la  première 
droite  AL  y  et  l'on  déterminera  sur  la  seconde  BL'  le  point  home- 
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logue  a'  de  la  seconde  division  ;  puis  on  mènera  la  droite  V  a\  et , 
par  le  point  P,  une  droite  faisant  avec  Va!  un  angle  égal  à  Tangte 
donné;  cette  droite  rencontrera  Ali  en  un  point  a'.  I^s  deux 
points  a  et  a'  formeront  deux  divisions  homographiques.  En  effet, 
les  deux  rayons  Va!  et  Pa',  qui  font  entre  eux  un  angle  de  gran- 
deur constante,  forment  deux  faisceaux  homographiques (I4tf), 
et  par  conséquent  leurs  traces  a'  et  a!  sur  les  deux  droites  BL'  et 
AL,  respectivement,  forment   deux  divisions  homographiques; 
mais  a'  et  a  forment  aussi  deux  divisions  homographiques  par 
hypothèse;  donc  les  deux  points  a  et  a'  forment  deux  divisions 
homographiques  (S80).  Et  il  est  évident  que  chacun  des  deux 
points  doubles  de  ces  divisions  fournit  une  solution  de  la  question. 
Comme  on  peut  mener  par  le  point  P  deux  droites  faisant  avec 
Va'  un  angle  égal  à  un  angle  donné,  sauf  le  cas  où  cet  angle  est 
droit,  la  question  aura,  en  général ,  quatre  solutions,  et  deux  seu> 
lement  quand  Fangle  donné  sera  droit. 

295.  Trois  couples  de  points  tels  que  a  et  9!  sufliront  pour 
déterminer  les  deux  points  doubles  cherchés.  Or  quand  on  prend 
sur  la  droite  AL  un  point  a  et  qu'on  détermine  le  point  a'  con- 
formément à  l'hypothèse,  et  le  rayon  Pa'  faisant  avec  Va' 
1  angle  donné  >  on  peut  considérer  qu'on  fait  une  construction 
/fessai  i\\x\  réussirait  si  le  rayon  Pa'  coïncidait  avec  Pn,  mais  qui 
donne,  en  général,  une  erreur  marquée  par  le  segment  a  a',  qui 
devrait  être  nul;  et  c'est  au  moyen  de  trois  erreurs  semblables 
données  par  trois  constructions  d'essai  quelconques ,  que  Ton  ré- 
sout la  question.  Il  y  a  donc  une  certaine  analogie ,  comme  nous. 
l'avons  dit,  entre  cette  méthode  générale  et  les  règles  arithmé- 
tiques  Ae  fausse  position . 

IMUds  on  conçoit  qu*ici  Ton  devra  faire  choix  des  données  parti- 
culières qui  sont  propres  à  simplifier  extrêmement ,  comme  nous 
l'avons  vu  (  Itf4  ) ,  la  construction  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques ,  construction  qui  constitue  la  solution 
générale  du  problème. 

294.  On  |)eut  donner  à  la  question  un  énoocc  plus  étendu,  en 
demandant  que  les  deux  droites  menées  par  les  denx  points  fixes, 
au  lieu  de  faire  entre  elles  simplement  un  angle  de  grandeur  eon- 
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stante,  soient  deux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  donnés. 

995.  Le  problème  9  même- réduit  à  renonce  sous  lequel  nous 
f  avons  considéré ,  est  susceptible  d'un  grand  nombre  d'applica- 
tions^ tant  à  cause  des  différentes  manières  de  former»  géométri- 
quement ou  par  des  expressions  analytiques,  les  deux  divisions 
homographiques  sur  les  droites  AL ,  BL',  qu'à  raison  des  cas  par- 
ticuliers auxquels  il  donne  lieu  ;  car  on  peut  supposer  que  les  deux 
points  fixes  P,  F  se  confondent  en  un  seul  ;  que  l'angle  donné  soit 
nul,  et  que  les  deux  divisions  homographiques  soient  formées  sur 
une  même  droite. 

Il  est  inutile  d'examiner  ici  les  nombreuses  questions  qui 
naissent  de  ces  diverses  hypothèses.  Toutefois  il  en  est  trois  qui 
méritent  d'être  distinguées;  ce  sont  celles  de  la  Section  de  raison j 
de  la  Section  de  V espace  et  de  la  Section  déterminée.  Les  deux  pre- 
mières se  présentent  naturellement  comme  cas  particuliers  de  la 
question  générale ,  si  l'on  y  suppose  les  deux  pôles  F,  P'  coïnci- 
dents en  un  même  point ,  et  l'angle  donné  nul.  Pour  la  troisième 
il  faut  supposer,  en  outre,  que  les  deux  divisions  homc^aphiques 
soient  formées  sur  une  même  droite.  Mais  la  solution  étant  pré- 
cisément la  seconde  des  deux  que  nous  avons  données  précédem- 
ment ,  en  traitant  directement  la  question ,  nous  n'aurons  pas  à  y 
revenir  ici. 

II.  Problôme  de  la  Section  de  raison. 

296.  Étant  données  deux  droites  AL ,  BL',  on  demande  de  me- 
ner par  un  point  p  une  transversale  qui /orme  sur  ces  deux  droites, 
h  partir  de  deux  points  fixes  A,  B,  deux  segments  A/7,  Btf'  v«' 
soient  entre  eux  dans  une  raison  donnée  \. 

Concevons  sur  les  deux  droites  [fig*  35)  deux  points  variables 
n ,  /i'  liés  entre  eux  par  la  relation 

A//        . 

ils  formeront  deux  divisions  homographiques;  de  sorte   que  la 
question  sera  de  mener  par  le  point  p*une  transvei-sale  qui  rcn- 
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contre  les  deux  droites  en  deux  points  homologues  de  ces  divi> 

sions.  Ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  question  générale  (299). 

Nous  dirons  donc  que,  le  point  a  étant  pris  arbitrairement  sur 

la  droite  AL,  et  le  point  û'  déterminé  par  la  relation  — -,  =  ^,  si 

Ton  mène  le  rayon  pa'  qui  rencontre  la  droite  AL  en  un  point  at\ 
ce  point  et  le  premier  a  fbrmeront  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  fourniront  les  deux  solutions  de  la  ques- 
tion. 

D'après  cela ,  voici  comment  on  construira  ces  points  en  se  ser- 
vant des  points  I  et  J'  qui  dans  les  deux  divisions  correspondent  à 
rinfim(i54). 

Pour  le  point  I  (position  de  a  quand  a'  est  à  Tinfini),  on  mènera 

par  le  point  p  (Jlg.  36)  la  parallèle  à  AL ,  laquelle  rencontrera  BL' 

AI 
en  V,  et  l'on  prendra  — p  =  >..  Le  point  J'  (  position  de  a'  quand  a 

est  à  l'infini)  se  détermine  immédiatement  par  la  droite  pJ'  pa- 
rallèle à  BL^  Soit  0  le  milieu  du  segment  IJ';  il  faut  considérer 
ce  point  comme  une  position  du  point  a  et  chercher  la  position 
correspondante  de  af .  Pour  cela ,  on  déterminera  sur  BL'  le  point 

AO 
Qf  par  la  relation      -  ==  )^;  et  l'on  mènera  la  droite  pa'  qui  ren- 

Bil 

contre  AL  en  O'. 

Enfin  on  prendra,  de  part  el  d'autre  du  point  0,  les  points  e,  y 

déterminés  par  la  relation 

Les  deux  droites  oc,  0/ satisferont  à  la  question;  c'est-à-dire 
qu'elles  rencontreront  la  droite  BL'  en  deux  points  e\/^  tels,  que 
Ton  aura 

Be'  B/' 

S97.  Observation  BEi.ATivE  AUX  SIGNES  des  segments.  —  Pour 

A« 
faire  i:sage  de  la  relation  -  — ,  =  ). ,  il  faut  donner  des  signes  aux 

segments  comptés  sur  les  deux  droites  à  partir  des  deux  points 
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fixes  A  et  B;  car  autrement,  à  un  point  a  correspondraient  deux 
points  a'  situés  de  part  et  d'autre  de  Torigine  B.  De  sotte  que  si 
le  sens  des  segments  n'est  pas  prescrit,  le  problème,  au  lieu  de 
deux  solutions,  en  admettra  quatre.  Les  Anciens  suppléaient  à  cet 
usage  des  signes  en  indiquant  de  quels  côtés  devaient  se  trouver  les 
points  cherchés ,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  sujet  du  problème 
de  la  section  déterminée  (  287  ). 

m.  Problème  de  la  Section  de  Pcsipaee. 

498.  Étant  données  deux  droites  AL ,  BL'  sur  lesquelles  sont 
deux  points  fixes  k  et 'là  ^  on  demande  de  mener  par  un  point  p  une 
transversale  qui  forme  sur  les  deux  droites  deux  segments  A/i ,  Ba' 
dont  le  produit  ait  une  valeur  donnée  v. 

Si  l'on  prend  sur  les  deux  droites  [fig.  87)  deux  points  «,  a' 
satisfaisant  à  la  relation 

Afl.Bfl'  =  V, 

ces  points  forment  deux  divisions  homograph[cpies(i21);  et  il 
s'agit  de  mener  par  le  point  p  une  droite  passant  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions. 

La  droite  pa'  rencontre  AL  en  a',  et  les  deux  points  a^  a' 
forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
fournissent  les  solutions  de  la  question. 

La  droite  pB  marque  sur  AL  le  point  J'.  Pour  le  point  I,  on 
mène  p  V  parallèle  à  AL ,  qui  marque  sur  BL'  le  point  I',  et  l'on 
détermine  le  point  I  par  la  relation  AI.BI'  =  v.  On  prend  le  milieu 
O  du  segment  U',  et  sur  BL'  le  point  XI'  déterminé  par  AO .  Bû'  =  v  ; 
la  droite  p  A'  marque  sur  AL  le  point  0'.  Enfin,  on  prend ,  de  part 
et  d'autre  du  point  O  , 


Oe  =  Ofz=  v^OO'.OJ' 

Les  deux  droites  pe  et  p/  résolvent  la  question. 

Si  le  sens  des  segments  positifs  n'est  pas  prescrit,  le  problème 
admettra  quatre  solutions,  de  même  que  le  précédent. 

IV. 
299.  Étant  données  deux  divisions  homographiques  sur  deux 
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droites  L  et  L'(fig.  38),  (léienniner  deux  svgmenls  homologues 
qui  soient  vus  de  deux  points  donnés,  sous  des  angles  donnés. 

Soient  a^  a'  et  by  b'  deux  couples  de  points  homologues  des 
deux  divisions;  il  faut  déterminer  ces  quatre  points  de  manièiv 
que  les  deux  segments  ab  et  a'  b'  soient  vus ,  respectivement ,  de 
deux  points  P»  P'  sous  des  angles  donnés  ^|»  et  t|^\  Concevons 
qu*ayant  pris  un  point  a  sur  la  droite  L,  on  forme  Taugle  al^b  égal 
à  tp,  et  soient  a\  b'  les  deux  ]M>ints  de  la  seconde  division  qui  cor- 
respondent aux  deux  /? ,  ^  de  la  première.  Que  Ton  forme  l'angle 
a'  P'  6'  égal  à  tp%  et  que  l'on  fasse  glisser  le  point  a  sur  la  droite 
L;  les  deux  points  b'j  î!  formeront  deux  divisions  homograplii- 
ques  dont  les  points  doubles  détermineront,  évidemment,  deux 
solutions  de  la  question. 

L'angle  a'  P'  6'  peut  être  formé  ù  droite  ou  ù  gauche  de  P'  t^f  ce 
qui  donne  deux  systèmes  différents  de  soKitions;  en  tout  quatre 
solutions,  lesquelles  se  réduisent  à  deux  quand  l'angle  y  est  droit. 
'  On  |)eut  aussi  former  l'angle  ni?  b  h  droite  ou  à  gauche  de  P/? ; 
mais  les  quatre  solutions  relatives  à  la  seconde  manière  sont  les 
mêmes  que  les  premières.  Car  en  changeant  les  lettres  des  deux 
côtés  de  chacun  des  angles  aPb  ^  a'I?'  b'  dans  chacune  des  quatre 
solutions,  cVst-à-dire  en  donnant  la  lettre  €i  au  côté  P  6  et  la  lettre 
b  au  côté  P  a,  et  de  même  pour  l'angle  a^9'  b\  on  aura  les  quatre 
nouvelles  solutions,  qui,  par  conséquent,  seront  les  mêmes  que 
les  premières. 

300.  On  peut  demander  que  les  deux  segments  ab ,  a^b'  jsoient 
de  longueurs  données;  la  solution  dérive  des  mêmes  considé- 
rations. 

§  III.  —  Questions  où  l'on  considère  deux  systèmes  de 

deux  divisions  honiographiques , 

501.  Étant  données  deux  divisions  homographiques  sur  deux  droi- 
tes AL,  A'L',  et  deux  autres  divisions  homographiques  sur  deux 
autres  droites  BM ,  B'M'y  on  demande  rie  mener  par  un  point  donna 
P,  deux  transversales  qui  rencontrent  les  deux  premières  tlroites  , 
respectivement,  en  deux  points  de  division  homologues ,  et  les  ileu.K 
autres  droites,  pareillement  en  deux  points  de  division  homologues. 
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Soient  a  et  a'  [fig,  39)  deux  points  homologues  des  deux  di- 
visions sur  les  droites  AL,  A'L';  qu^on  mène  la  droite  Vn  qui 
rencontre  la  droite  BM  en  b,  et  soit  b'  le  point  homologue  sur 
B'M'.  La  droite  P6'  rencontre  la  droite  A'L'  en  un  point  a'. 
On  reconnaît  aisément  que  les  deux  points  a\  af  forment  deux 
divisions  homographiques  dont  les  (H>ints  doubles  résolvent  la 
question. 

509.  On  peut  supposer  que  les  deux  droites  AL,  A'L'  coïn- 
cident ensemble,  ainsi  que  les  deux  BM,  B'M'.  Alors  on  aura 
deux  divisions  homographiques  sur  une  même  droite  AL,  et  deux 
autres  divisions  homographiques  sur  une  seconde  droite  BM. 

Ces  deux  droites  AL,  BM  peuvent  même  se  confondre  en  une 
seule,  de  sorte  qu'on  aura  deux  systèmes  de  deux  divisions  ho- 
mographiques sur  une  même  droite,  et  la  question  sera  de  dé- 
terminer deux  points  qui  soient  homologues  à  la  fois  dans  les 
deux  premières  divisions  et  dans  les  deux  autres. 

Ces  questions  sont  susceptibles  d'applications  très-diverses. 
Nous  en  énoncerons  une  seule. 

SOS.  Étant  données  deux  droites  AL,  BM,  on  demande  tie 
mener  par  un  point  P  deux  transversales  qui  interceptent  sur  les 
deux  droites^  deux  segments  fie  longueurs  données  \  et  p. 

Concevons  sur  la  premièi^  droite  un  segment  aa'  égal  à  ^,  et 
qu'on  le  fasse  glisser  pour  lui  donner  différentes  positions,  les 
deux  points  a^  a'  formeront  deux  divisions  homographiques;  et 
«le  même ,  un  segment  bb'  égal  à  p  sur  la  seconde  droite,  déter- 
mine deux  divisions  homographiques.  De  sorte  que  le  problème 
rentre  dans  la  question  générale. 

504.  Au  lien  de  demander  que  les  deux  segments  aa\  bb' 
soient  de  longueurs  données,  on  peut  demander  qu^ils  soient  vus 
de  deux  points  fixes,  respectivement,  sous  des  angles  donnés. 

•  §  IV  .  -^  Questions  diverses» 

SOô.  Étant  données  deux  droites  L,  L'  (fig.  4o)>  ^'^  demande 
de  placer  entre  elles  une  corde  aa'  qui  soit  vue  de  deux  points 
donnés  P,  P'  sous  des  angles  tiennes  il,  il'. 

Qu'on  prenne  arbitrairement  un  point  a  sur  la  première  droite 
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L,  et  qu'on  forme  sur  les  deux  rayons  P/i,  Va  les  deox  angles 
aVa\  aV  aï'  égaux ,  respectivement ,  aux  deux 'angles  donnés 
û,  a';  leurs  seconds  côtés  rencontreront  «la  droite  \I  en  deux 
points  a' y  a".  Quand  le  point  a  glissera  sur  la  droite  L,  ces  deux 
points  formeront  deux  divisions  homographiques,  et  chacun  des 
deux  points  doubles  de  ces  divisionsr  donnera  une  solution  de  la 
question. 

Si  le  sens  dans  lequel  on  doit  former  les  deux  angles  n  y  ù!  sur 
les  rayons  Va^Va  n'est  pas  indiqué,  la  question  admettra  huit 
solutions. 

306.  Cas  particulikes.  —  I.  L'un  des  angles  peut  être  nul  \  alors 
on  demande  de  placer  entre  deux  droites  une  corde  passant  par 
un  point  donné,  et  qui  soit  vue  d'un  autre  point  sous  un  angle 
donné. 

II.  Au  lieu  de  demander  que  la  corde  aa'  soit  vue  du  point  P 
sous  un  angle  Ci ,  on  peut  demander  que  sa  projection  sur  un  axe 
soit  de  grandeur  donnée.  Et  de  même  à  Tégard  de  l'angle  A^ 

Les  deux  droites  peuvent  coïncider.  Alors  on  résout  les  ques> 
lions  suivantes  : 

in.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  qui  soit  vu  de  deux 
points  donnés  sous  des  angles  donnés. 

IV.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  de  longueur  donnée , 
qui  soit  vu  d'un  point  donné  sous  un  angle  donné. 

Toutes  ces  questions  se  résolvent  par  une  même  construction 
toujours  très-simple. 

307.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  (Jig  40  '^  rectangle 
mnpq  égal ,  en  surface ,  à  un  carré  donné. 

Qu'on  mène  mr  parallèle  à  AB,  on  forme  le  parallélogramme 
mnKr  équivalent  au  rectangle  mnpq^  ou  an  carré  donné.  Nous 
supposerons  donc  que  c'est  ce  parallélogramme  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. 

Concevons  un  autre  parallélogramme  M/i'A/de  même  sur- 
face ;  ses  deux  côtés  M/?',  M/  rencontrent  le  côté  BC  du  triangle   , 
en  deux  points  a ,  a'  qui  formeront  deux  divisions  homographiques 
quand  on  fera  varier  ce  parallélogramme.  En  effet,  puisqu'il  a 
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toupurs  même  surface,  on  a 

A/i'.  Ar'=  const=r  V. 

Donc  les  deux  points  n'  et  /  forment»  sur  les  deux  côtés  AB|  AC^ 
deux  divisions  homographiques  (  iSt).  Or  les  points  n!  et  a  for- 
ment deux  divisions  homographiques ,  ainsi  que  les  points  r  et  a'. 
Donc  les  deux  points  a  et  a!  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques(2R0).  11  est  évident  que  le  point  cherché  m  est  un  point 
double  de  ces  deux  divisions.  Diaprés  cela ,  on  déterminera  les 
deux  points  m  qui  satisfont  à  la  question ,  de  la  manière  suivante  : 
Les  deux  points  I  et  J'  des  deux  divisions  seront  en  B  et  C.  Par  le 
milieu  O  de  BC,  on  mènera  On"  parallèle  à  AB;  on  prendra  le 
point  r"  déterminé  par  la  relation  A/i".  Ar"=v.  La  parallèle 
à  AC,  menée  par  r",  déterminera  sur  BC  le  point  0'.  On  prendra 

0/71  ==  \/00'.  OJ'.  Le  point  m  sera  le  sommet  du  parallélogramme 
demandé.  Il  existera  au-dessous  du  point  0  un  second  point  m 
qui  sera  le  sommet  d'un  second  parallélogramme  satisfaisant  éga- 
lement à  la  question. 

508.  Étant  donné  un  polygone  de  n  côtés  et  n  points  placés 
arbitrairement ,  on  demande  d'inscrire  dans  le  polygone  un  autre 
polygone  dont  les  n  côtés  passent  par  ces  n  points. 

Soit  ABCDE  [fig.  42)  le  polygone  donné,  et  P,  Q,  R,  S,  T  les 
points  par  lesquels  doivent  passer  les  côtés  consécutifs  du  polygone 
cherché  abc... 

Nous  allons  déterminer  le  sommet  a  du  polygone  demandé ,  qui 
se  trouve  sur  le  côté  AE. 

Qu'on  prenne  arbitrairement  sur  AE  un  point  a,  et  qu'en  me- 
nant aV  qui  rencontre  AB  en  b,  puis  bQ  qui  rencontre  BC 
en  6\  etc.,  on  forme  ainsi  un  polygone  dressai  abc. . .,  dont  le 
dernier  côté  Te  rencontre  le  côté  AE  en  un  point  a'  difféi^ent  de  a. 
Ces  deux  points  a,  a'  forment,  évidemment,  deux  divisions  ho- 
mographiques dont  les  points  doubles  seront  les  sommets  de  deux 
polygones  satisfaisant  à  la  question. 

Remarque.  —  On  peut  dire  que  le  polygone  que  Ton  construit  est 
inscrit  au  polygone  donné  ABCDE ,  et  circonscrit  à  un  second 
polygone  PQRST  du  même  nombre  de  côtés. 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  228 

509.  Etant  donnés  trois  points  p,  P,  Q  (fig.  43  )  tf/  deua;  droites 
L,  IJ^  on  demande  de  faire  passer  par  les  trois  points  les  côtés  d'un 
triangle  ABC  qui  ait  ses  deux  sommets  A ,  B  sur  les  droites  L ,  L' 
et  dont  l'angle  en  C  soit  égal  à  un  angle  donné. 

Soit  menée  par  le  point  p  une  droite  rencontrant  leâ  deux  L ,  L' 
ena  et  b\  qu'on  mène  P6 ,  puis  Q^a'  faisant  avec  P^  l'angle  c  égal 
à  l'angle  donné.  Les  deux  points  a  et  a'  formeront  deux  divi- 
sions homographiques  dont  chacun  des  points  doubles  sera  une 
solution  de  la  question. 

510.  On  résoudra  de  même  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  n  points  quelconques  et  [n-^  \)  droites  aussi  quel- 
conques y  on  demande  de  former  un  polygone  dfi  n  côtés ,  tel^  que 
ses  côtés  passent  par  les  n  points ,  que  ses  sommets ,  moins  un , 
soient  situés  sur  les  (n  —  i)  droites,  et  que  l'angle  au  dernier  som^ 
met  soit  de  grandeur  donnée. 

Ce  problème  comprend  le  suivant  : 

Un  rayon  de  lumière  partant  d'un  point  fixe  et  se  réfléchissant 
successivement  sur  plusieurs  droites  y  déterminer  la  direction  que 
doit  prendre  le  rayon  initial  pour  que  le  dernier  rayon  réfléchi  le 
coupe  sous  un  angle  donné. 

511.  Observations.  —  Dans  les  questions  précédentes  nous 
avons  toujours  considéré  des  divisions  homographiques;  mais  on 
conçoit  qu'on  pourrait  aussi  ramener  les  questions  à  la  considéra- 
tion de  faisceaux  homographiques,  soit  dans  leur  énoncé,  soit 
dans  leur  solution,  laquelle  dépendrait  alors  de  la  recherche  des 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  ayant  le  même  centre.  Il  est 
inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  genre  de  questions.  La  mé- 
thode sera  toujours  la  même. 

Le  petit  nombre  de  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre 
par  cette  méthode  générale  se  rapporte  aux  figures  rectilignes, 
parce  que  ce  sont  les  seules  dont  nous  devions  nous  occuper  ici  ; 
mais  la  théorie  des  sections  coniques  donnera  lieu  à  de  très-utiles 
applications  de  la  méthode. 
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§  VI.  —  Résolution  d'un  système  d'équations  du  premier 

ou  du  second  degré, 

I.  Equations  du  premier  degré. 

512.  Considérons  un  système  d'éqnalions  déterminées ,  du  pre- 
mier degré  et  de  la  forme 

Xx-hptjr-hv  =o, 


Supposons  qu'il  y  ait  y,  au  Heu  de  x ,  dans  la  dernière  équation. 
Cela  pose ,  si  ]*on  donne  à  x  une  valeur  arbitraire  dans  la  pre- 
mière équation ,  il  s'ensuivra  des  valeurs  correspondantes  des  va- 
riables j,  3 , . . . ,  et  pour  x'  dans  la  dernière  équation ,  une  valeur 
différente  de  celle  attribuée  à  x.  Il  faudrait,  pour  que  celle-ci  fût 
une  racine  des  équations ,  qu'elle  rendit  la  dernière  équation  iden- 
tique, c'est-à-dire  qu'il  en  résultât  la  même  valeur  pour  x'. 

D'après  cela  ,  supposons  que  les  variables  ^ ,  j, . .  • ,  repré- 
sentent lés  distances  d'autant  de  points  X,  Y, . . . ,  situés  sur  une 
même  droite,  à  une  origine  commune.  La  première  équation  expri- 
mera que  deux  points  variables  X,  Y  forment  deux  divisions 
homographiques(t8S);  la  seconde,  que  les  deux  points  Y  et  Z 
forment  aussi  deux  divisions  homographiques  ;  et  ainsi  de  suite , 
jusqu'à  la  dernière  qui  exprime  que  les  deux  points  V  et  X'  forment 
aussi  deux  divisions  homographiques.  Il  résulte  de  cette  série  de 
divisions  homographiques ,  que  les  deux  points  extrêmes  X  et  X' 
forment  ensemble  deux  divisions  homographiques  (  880);  et  il  est 
évident  que  le  point  double  de  ces  deux  divisions ,  qui  correspond 
à  deux  valeurs  égales  de  x  et  x',  fournira  la  racine  en  x  des  équa- 
tions proposées.  Les  deux  divisions  n'auront  qu'un  point  double, 
parce  que ,  d'après  la  forme  des  équations,  ce  sont  des  divisions 
semblables  dont  le  second  point  double  est  à  l'inftni  (i^T). 

La  résolution  des  équations  se  réduit  donc  à  construire  le  point 
double  de  deux  divisions  homographiques  semblables  ;  ce  qu'on 
fera  au  moyen  de  deux  systèmes  de  points  homologues  (  ltS8). 
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Soit  donc  a  une  valeur  arbitraire  donnée  à  j?  dans  la  première 
équation  y  et  a'  la  valeur  résultante  de  x  dans  la  dernière  équation  ; 
et  pareillement  b  et  b'  deux  autres  valeurs  correspondantes  de  x. 
A  partir  d'une  origine  A,  on  portera  sur  une  même  droite  les  seg- 
ments Aa,  A  a',  A6,  A  6'  égaux ,  respectivement,  aux  quatre  nom- 
bres a  y  afyby  b'y  et  Ton  déterminera  le  point  e  par  Téquation 

a  6'        a  o 

ou 

Xe — Aa         AS  —  Aa 


Aff— Aa'        A6'  — Aa'' 
d'ouFon  tire 

__  Aa.Aê'  — Aa\A6 

^■^  (Aa  — Aa')  — (Ae  — A6')' 
ou 

_  Aa(A6'  — Ag)  — A6(Aa'  — Aa) 

(A6'  — A6)— (Aa'  — A«) 

Or  (A a' —  Aa),  c'est*- à-dire  la  différence  entre  la  valeur  a  at- 
tribuée à  X  dans  la  première  équation  et  la  valeur  a'  de  x  dans 
la  dernière  équation  ,  peut  être  considérée  comme  V erreur  relative 
à  la  valeur  d'essai  a  ;  et  de  même  (A  6'  —  A6  )  sera  Terreur  rela- 
tive à  la  seconde  valeur  dressai  b  :  désignant  ces  deux  erreurs  par  c 
el  f  %  on  aura 

A  a.t' —  A6  .  6 


Xe 
ou 


fl.e' —  b,t 


x=z 

I  —  c 


C'est  la  formule  connue  dans  la  régie  défausse  position. 

Remarque»  —  Il  est  clair  que  ce  mode  de  solution  s'applique  à 
des  équations  quelconques  du  premier  degré  entre  un  pareil  nom- 
bre d'inconnues,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  chacune  des  équa- 
tions ne  contienne,  comme  ci-dessus,  que  deux  inconnues.  Car 
on  pourra  toujours,  par  voie  d'addition,  ramener  les  équations 
proposées  ^  la  forme  des  précédentes. 

i5 
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II.  Résolution  d^une  équation  do  second  degré. 
SIS.  L'équatioD  du  second  degré  à  uoe  seule  inconnue 

<ix'  4-  bx  -h  r  =  o 

se  peut  résoudre  par  les  mêmes  considérations ,  c*est-à-dire  par 
la  construction  des  points  doubles  de  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Pour  cela,  on  récrira  ainsi  : 

a  jTx'  -h  A.r  -4-  c  =  o  ; 

et  Ton  regardera  x  et  x'  comme  représentant  les  distances  de  deux 
points  m,  m'  k  une  origine  commune  sur  une  droite  indéfinie; 
l'équation  exprimera  que  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homogra phiques,  et  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions  dé- 
termineront  les  racines  de  Téquation  proposée ,  lesquelles  seront 
les  distances  des  deux  points  doubles  à  Torigine.  Cette  construc- 
tion conduit  à  l'expression  connue  des  racines  de  Tétiuation  ;  mais 
il  est  inutile  de  nous  arrêter  à  ces  détails. 

[II.  Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 
5i4.  Soient  les  deux  équations 

( 1 )  X j  -h  >..r  4-  itr  +  V  =  o , 

(2)  ^x-|-À'j-|-p.'j:-h  v'=  O. 

Ecrivons  dans  la  seconde  x'  au  lieu  de  x;  on  aura 

(3)  yx'-hyy  -h  pt' JJ'  H-  v'  =  o. 

Si  Ton  regarde  x,  j,  x'  comme  les  distances  de  trois  points  m, 
m',  m"  à  une  origine  commune ,  la  première  équation  exprimera 
que  les  deux  points  m,  m'  appartiennent  à  deux  divisions  homo- 
graphiques ,  et  l'équation  (3)  que  les  deux  m'  et  m'^  forment  aussi 
deux  divisions,  homographiques.  Il  s'ensuit  que  les  divisions  for- 
mées par  les  deux  p'oints  m  et  m''  sont  homographiques  entre  elles  ; 
et  il  est  évident  que  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions  dé- 
termineront les  valeurs  de  l'inconnue  x,  qui  satisfont  aux  équa* 
tions  proposées  :  celles  de  l'inconnue/  s'ensuivront  naturellement. 
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Voici  comment  od  appliquera  ce  mode  de  solution  géomé- 
trique. 

On  donnera  à  Xy  dans  la  première  équation,  une  valeur  arbi- 
traire a ,  et  Ton  en  conclura  la  valeur  correspondante  de  y^  qui, 
mise  dans  la  seconde  équation,  donnera  une  valeur  af  de  it.  Pareil» 
lement,  à  une  autre  valeur  ^  de  «  dans  la  première  équation,  cor^ 
respondra  une  valeur  b'  dans  la  seconde  équation;  et  enfin  on 
formera  de  même  un  troisième  couple  de  valeurs  c ,  c'  de  x. 

On  prendra  sur  une  même  droite ,  à  partir  d'une  origine  A  des 
s^[iiients  Aa,  Aa',  A6,  A6',  A7,  A7'  égaux  respectivement  aux 
nombres  a»  a\  6 ,  ^',  c ,  c',  et  Ton  cherchera  les  points  doubles  e, 
f  des  deux  divisions  homographiques  déterminées  par  les  deux 
séries  de  trois  points  oc,  €,  7  et  a',  6',  7'.  Les  deux  segments  A^  , 
Ay  seront  les  racines  en  x  des  deux  équations  proposéeSé 

On  pourra  déterminer  ces  deux  points  doubles  par  la  construc- 
tion  générale  (265).  Mais  on  la  simplifie,  comme  nous  avons 

vu  (  MA  ),  en  prenant  a  et  b*  infinis,  et  c  = Représentons, 

dans  cette  hypothèse,  a'  par  y',  b  par  /,  c  = ^  par  o  et  c'  par 

o';  les  racines  cherchées  seront 

'-±^  ±  'JU'-o){<''-o). 
iV.  Résolution  d'uo  nombre  quelconque  d'équations. 

315.  Cette  méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque  d'é- 
quations de  la  forme  des  précédentes ,  et  c*est  dans  ce  cas  surtout 
qu'elle  peut  être  utile.  Soient  n  équations  entre  n  inconnues  x ,  ^, 
z,  r,...  p,  de  la  forme 

xjr  "h'kx  -h  iijr  -hv  =0, 
jz  H- VjH- jA'z-h  v'=o, 


vx  +  X„p  4-  /x„x  4-  v„  =  o. 


Il  est  évident  que,  comme  dans  le  cas  de  deux  équations  seule* 

i5. 
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menty  si  Ton  regarde  les  variables  x^  y^  ^v  9  comme  exprimant 
des  segments  comptés  sur  une  même  droite  à  partir  d'une  origine 
commune^  chacune  des  n  équations  exprimera  deux  divisions  ho- 
inographiques.  Par  conséquent ,  les  valeurs  arbitraires  données  à  x 
dans  la  première  équation,  el  les  valeurs  qui  en  résulteront  pour  4r 
dans  la  dernière  équation,  détermineront  deux  divisions  homogra- 
phiques  dont  les  points  doubles  correspondront  aux  deux  racines 
en  X  qui  satisfont  aux  équations. 

516.  Remarque,  —  En  combinant  les  équations  par  voie  d'addi- 
tion ,  on  pourra  en  remplacer  une  partie  par  d'autres ,  équiva- 
lentes, où  les  variables  seront  mêlées  et  se  trouveront  plus  de 
deux  dans  une  même  équation.  La  méthode  s'appliquera  à  ces 
nouvelles  équations;  et,  en  général,  elle  s'appliquera  à  un  sys- 
tème d'équations  qu'on  pourrait  ramener,  par  voie  seulement  d'ad- 
dition (et  de  multiplication  par  des  coefficients  numériques),  à  la 
forme  des  n  équations  précédentes. 
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CHAPITRE  XVI. 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES    A  DES   SYSTÈMES  DE  POINTS    SITUÉS   EN 

LIGNE    DROITE.  APPLICATION    A   LA    DÉCOMPOSITION    DES 

FRACTIONS   RATIONNELLES  EN  FRACTIONS   SIMPLES. 


§  I.  —  Systèmes  de  points  en  ligne  droite. 

317.  Les  relations  entre  trois  ou  quatre  points  dont 
nous  avons  fait  si  souvent  usage ,  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  certaines  propriétés  générales  concernant  un 
ou  deux  systèmes  de  points  en  nombre  quelconque  sur  une 
même  droite.  Ces  propriétés,  qu'on  peut  comprendre  toutes 
dans  une  même  proposition  dont  la  démonstration  est  très- 
simple  ,  méritent  de  trouver  place  ici ,  d'autant  plus  quW 
déduit  naturellement  de  cette  seule  proposition  une  théo- 
rie algébrique  importante ,  celle  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

I.  Théorème  général. 

318.  Etant  pris  sur  une  même  droite  n  points  a,  b, 
c , . . .  et  [n  —  i)  points  m ,  n ,  p , .< •  >  on  a  toujours ,  quelles 

que  soient  les  positions  de  ces  points ,  la  relation 

» 

.  .  am .  an  ap , . .        bm  •  bn .  bp   .  • 

(i)  —T 5 H   >     ,  .  , hetc.  =  i. 

Nous  allons  prouver  que  si  cette  équation  a  lieu  pour  deux 
systèmes  de  (n  —  i)  et  (  /i  —  a)  points^  elle  sera  vraie  pour 
deux  systèmes  ayant  chacun  un  point  de  plus. 

En  effet,  si  l'équation  proposée  n'est  pas  identique ,  quels 
que  soient  les  n  points  a,  & ,  etc.,  et  les  [n  —  i)  points  m  y 
n  y  etc.,  on  peut  regarder  tous  ces  points  comme  fixes,  à 
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rexception  d'un  seul  qu'on  déterminera  de  manière  que  Fé- 
quation  soit  satisfaite.  Supposons  que  le  point  inconnu 
appartienne  au  second  système  et  soit  le  point  m\  sa  déter- 
mination se  fera ,  évidemment ,  par  une  équation  du  pre- 
mier degré ,  parce  que  ce  point  n'entre  que  dans  un  seul 
segment  de  chaque  terme  -,  par  conséquent  il  ne  pourra  exis- 
ter qu'une  position  du  point  m.  Cependant  si  Ton  fait  coïn- 
cider ce  point  avec  Tun  quelconque  de  ceux  du  premier  sys- 
tème, on  satisfait  à  Téquation  ,  car  si  c'est  avec  le  point  a, 
par  exemple,  elle  devient 

on  •  bp ...       c/i .  ri?  -4- .  . . 

-—£ h—r^ -^  etc.  =  I  ; 

ùc . ùa, .  .  ca»ce  ,  ,  . 

et  celte  équation  entre  deux  systèmes  de(«  —  i)  et(n  —  a) 
points  est  identique,  par  hypothèse.  Donc  Féquation  pro- 
posée a  lieu  pour  plusieurs  positions  du  point  m ,  donc  elle 
est  identique. 

Ainsi  il  est  prouvé  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  deux 
systèmes  de  (n  —  i)  et  [n  —  a)  points,  il  Test  aussi  pour 
deux  systèmes  contenant  chacun  un  point  de  plus.  Or  il  est 
vrai  pour  deux  points  a ,  i  et  un  point  m,  car  on  a 

am  -^mb-h  ba:=o,     ou     — 7 -h -^- =  i     (ft). 

ab       ba  ^ 

Donc  il  est  vrai  pour  trois  points  a  ,  i ,  c  et  deux  m ,  n\  et , 
par  conséquent,  pour  quatre  points  a,  &,  c,  J  et  trois  m, 
n ,  ^.  Et  ainsi  de  suite.  Donc,  etc. 

Autrement.  Si  l'on  regarde  tous  les  points  des  deux 
systèmes ,  moins  le  premier  a  du  premier  système ,  comme 
fixes,  et  qu'on  cherche  à  déterminer  celui-là  de  manière  à 
satisfaire  à  l'équation ,  on  trouve  que  sa  position  dépend 
d'une  équation  du  degré  (n  —  a) ,  laquelle  aurait  cepen^ 
dant  [n  —  i)  racines  qui  correspondraient  aux  positions  A, 
c,  du  point  indéterminé  a.  Ce  qui  prouve  que  Téquatiop 
e^t  identique.  Donc,  etc. 
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II.  Corollaires. 

3i9.  Si  dans  ridentité  (i)  on  suppose  Tun  des  points  du 
second  système,  le  point  q  par  exemple,  situé  à  Tinfîni ,  et 
<pi^on  divise  tous  les  termes  par  le  segment  aq^  le  premier 
terme  ne  contiendra  plus  le  point  q^  et  les  termes  suivants 

ne  le  contiendront  que  dans  les  rapports  —y  —  v  qui  de- 
viennent tous  égaux  jt  Tunité  \  enfin  le  second  membre  — 
sera  nul  \  on  aura  donc  l'équation 

am .  an .  .  .        hm  hn .  .  • 

— _ y.  _ — ^^ f.  etc.  =  o , 

ao.ac,  . .         vc  ùa,  .  . 

entre  n  points  a  ,&,...  et  (/i — 2)  points  m ,  tz  , . . . . 

Dans  cette  équation  on  peut  supposer  que  l'un  des  points 
m ,  n , . . . ,  soit  situé  à  l'infini ,  et  Ton  en  conclut  par  le  même 
raisonnement ,  que  l'équation  a  lieu  entre  n  points  a,  &,... 
et  {n — 3)  points  m,  7»,...-,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
qa*on  a  ce  théorème  général  : 

Étant  pris  sur  une  droite  un  système  de  n  points  a ,  b , 
c , . . .  et  un  second  système  de  points  m ,  n , . . .  en  nombre 
inférieur  d(n  —  i),  on  a  toujours  entre  ces  points  y  quelles 
que  soient  leurs  positions  ^  ridentité 

,  .  am  •  an .  .  .         bm  •  bn .  .  . 

(2)  —7 h   ,     ,  , h  etc.  =  o. 

ao ,ac, .  f         oc  tfa . .  . 

3â0*  Puisqu'un  point  du  second  système ,  supposé  à  Tin- 
fini  ,  disparaît  de  l'équation  ,  on  peut  faire  disparaître  tous 
les  points  successivement ,  et  Ton  arrive  à  ee  théorème  : 

Étant  donné  iin  système  de  points  a ,  b,  c , . . .  en  ligne 
droite  i  on  a  toujours  entre  eux  la  relation 

(3)  -T T h  .     ,  ■  ,    +etc.  =  0. 

ab.acaa. , .       bcba.be 
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Ces  propositions,  déduites  ici  du  théorème  primitif,  se 
démontrent  aussi  directement  par  les  mêmes  considérations. 

321.  Réciproquement  :  De  Féquation  (2)  entre  n  points 
a  ,&,...  et  deux  points  de  moins ,  m ,  /^ , . . . ,  on  peut  re- 
monter à  l'équation  (i)  relative  à  deux  systèmes  dont  le  se- 
cond n'a  qu'un  point  de  moins  que  le  premier. 

En  effet,  prenons  cinq  points  a,  A,  c,  d^  e,  et  trois 
points  m,  71,  p,  on  aura 

am  .an.ap  em  ,en,ep 

ab.acad.ae      ''       ea.eb.eced 

■ 

Qu'on  multiplie  tous  les  termes  par  de  y  et  qu'on  suppose  le 

'  IV    /«    *     1  ^^      ^^      ^^      ^^     -^^      en 

point  e  a  1  intini ,  les  rapports  —  9  7—  »  —  >    —  '  — r  »   — 
*  **  ae      be     ce       ea       eu      ec 

sont  égaux  à  Tunité ,  et  Téquation  devient 

am  .an.ap  dm  .dn.dp 


ab.ac  ad.ae      *'         da,db.dc 

Equation  entre  quatre  points  a^  b  ^  Cj  dei  trois  points  m, 
n^p]  ce  qui  démontre  le  théorème  (318). 

Ainsi  Ton  peut  dire  que  le  théorème  (319)  a  la  même 
portée  que  celui  d'où  nous  l'avons  déduit. 

III.  Autres  conséquences  du  théorème  général. 

322.  Dans  toutes  les  équations  précédentes ,  on  peut  sup- 
poser que  deux  ou  plusieurs  points  du  second  système  m, 
w,  etc.,  coïncident  ensemble.  Il  s'ensuit  qu'en  ne  considé- 
rant qu'un  seul  point  m ,  on  a  ce  théorème  : 

Etant  donnés  n  pointas  a ,  b ,  c , . . . ,  en  ligne  droite,  et 
étant  pris  sur  cette  droite  un  point  quelconque  la  ^  on  a  les 
équations 

(«-')  -- — (n-i) 

ftm  bni 


"*"  TTTyrz  H  .  .  .  —  i> 


ab ,ac.ad,  . ,        bc.bd.be,  , . 
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et 


-h-î — 7-7-= h.  ..  =  0, 


ab.acad...        be.bd^be,.* 
e  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  i,  a, .  -  •  9  (^  —  0* 

323.  Quand  les  nombres  (n  —  1)  et  [n  —  i — e)  sont 
pairs ,  le  point  m  peut  être  pris  au  dehors  de  la  droite  sur 
laquelle  sont  les  points  a ,  £ ,  c , . . . ,  et  les  équations  sub- 
sistent. 

En  eflfet ,  soit  (n  —  1)  =  a  ^'^  am  ==  am  =  \am  )  . 
Appelons  nti  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
m  sur  la  droite  a&  ;  on  a 


am  =  tf/iî,  -h  mnix , 
et 


/ «  «\r  Sr  a      — (tr— î)  2r 

am        =r  \fl/iii  -^  mnti  j  ^  ami    -^v,mmx  .ami  -H  •  • .  H- /ww,    • 

Donc 

fc  ^Ti      ami  «  ^^    ami  «"iri  1 

: — r- =  ^  "t: 1 — h^^mmi    >,-7 ; H...-f-i»^i     X"T j — 

kMd..,      ^dab.ac.ad,,,  ^^ab.ac.ad,,,  jtmâaù.ac.aa,,. 

Or  le  point  mi  étant  sur  la  droite  a&,  le  premier  terme  du 
second  membre  est  égal  à  Tunité,  et  tous  les  termes  sui- 
vants sont  nuls  (322)  ;  le  premier  membre  est  donc  égal  à 
l'unité.  C'est-à-dire  que  : 

Étant  donné  un  nombre  impair  (ai^-f-i)  de  points  a, 
b ,  c^...j  en  ligne  droite,  et  étant  pris  un  point  quelconque 
m  sur  la  droite  ou  au  dehors,  indifféremment ,  on  a  tou- 
jours  l'équation 

am  bm 

•  «  •    »  ■■    &  • 


ab.ac.ad. ,  .       bc.bd,be,,. 


32i.  On  démontre  de  même  que,  quand  (n  —  1  —  e) 
est  un  nombre  pair,  dans  la  seconde  partie  de  la  proposi- 
lion  (322),  l'équation  subsiste,  c'esl-à-dire  que  : 

Étant  donnés  n  points  a ,  b ,  c ,  • . . ,  e/2  ligne  droite,  et  un 
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point  m  quelconque  y  sur  cette  droite  ou  au  dehors  y  si  ny 
est  un  nombre  pair  plus  petit  que  (n  — i) ,  on  aura  fou- 
jours  : 


ï  r  a  r 

am  bm 

+  -, — rr-; — H. .  .=  o. 


ab ,ac . ad,  . .        bc. bd, be 


325.  Si  dans  le  théorème  (322)  21^+1=3,  il  en  ré- 
sulte Inéquation  suivante  entre  trois  points  a,  &,  c  en  ligne 
droite,  et  un  quatrième  point  quelconque 


am  bm  cm     


ab.ac       bc.ba       ca,cb 
ou 

am  .  bc  -^  bm  .  ca  -{-  cm  .  ab  -h  ab  ,  bc ,  ca  =z  o» 

C'est  cette  relation  que  nous  avons  déduite  comme  cas 
particulier  d^une  proposition  (214)  relative  à  trois  couples 
de  points  et  à  un  septième ,  placés  d'une  manière  quelconque 
en  ligne  droite  (*). 


(*)  Cette  propriété  de  quatre  points  en, ligne  droite  a  été  connue  dei 
Anciens;  elle  fait  partie  des  lemmes  de  Pappus  qui  se  rapportent  aux  deux 
livres  des  LieMx  pUns  d^àpollonius  {voir  prop.  ia5  et  i26  du  7*  livre  des 
Collections  mathémati^fues  ôel^appuB).  Quelques  autres  lajBoies  coocernant 
le  triangle  peuvent  se  rattacher  au  cas  do  trois  points  pris  sur  une  même 
droite  et  un  quatrième  pris  au  dehors  :  toutefois  on  n'y  voit  pas  la  proposi- 
tion dans  son  énonoé  général.  Mais  elle  pouvait  se  trouver  dans  TouTrage 
d^Apollonius  :  il  est  à  remarquer  que  B.  Simson,  en  rétablissant  ces  deux 
livres  des  Lieux  plans,  a  ajouté  cette  proposition  aux  lemmes  de  Pappus, 
et  s'en  est  servi.  (Âpollonii  Pergai  Locorum  planorum  lihri  11.  Glasgnss^ 
1749,  in-4<>.) 

En  citant  dans  VAperqu  historique  (page  175)  les  auteurs  qui  ont  fait 
usage  de  celte  proposition ,  le  nom  de  Carnot  nous  a  échappé.  Non-seule- 
ment ce  géomètre  démontre  le  théorème  dans  sa  Géométrie  de  position;  maïs 
il  le  signale  comme  fondamental  {voir  pages  ^63  et  3g3).  M.  T.-S.  Davies, 
le  savant  professeur  de  TAcadémie  royale  militaire  de  Woolwîeh,  Ta  dé- 
montré aussi,  en  citant  la  Géométrie  de  position,  dans  le  second  volume  de 
son  édition  du  Cours  de  Mathématiques  du  D'  Hutton  (1841 -1643  ),  édition 
qui  se  distingue  des  onze  précédentes  par  de  nombreuses  additions  dont 
plusieurs  se  rapportent  aux  méthodes  de  la  géométrie  moderne. 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  a35 

§11.  —  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en 

fractions  simples, 

I 

3S6.  Les  théorèmes  précédents ,  que  Doas  avons  déduits  tous 
d'un  seul  y  peuvent  prendre  diverses  formes  analytiques  »  qui  don- 
nent entre  autres  les  formules  connues  dans  la  théorie  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

Considérons,  sur  une  même  droite,  un  système  de  (m  +  i) 
points  a ,  6y  c,  . .  ,  j?,  et  un  système  de  m  points  niy  n^p^  , ,  , 
on  aura,  d'après  le  théorème  général  (318),  l'identité 

am.a/i,ap...         bm.bn.bp.  ,  .  xm  xn,xp»  , . 

ab.ac.ad,  .  .ax      bc,bd.,,bx.ba  xa,xb,xc. . , 

Désignons  par  les  mêmes  lettres,  respectivement,  les  distances 
de  tous  les  points  des  deux  systèmes  h  une  origine  commune  ;  l'é- 
qnation  deviendra  l'identité  suivante  entre  les  deux  systèmes  de 
quantités  quelconques  a,  by  c^  . . . ,  j?  et  m ,  /i ,  /?, 


•  • 


(a — m)  {a — n)  [a  — p) . . .  (x — m)  (x — n)  (x — p) . . . 

(a — b)(a — c){a — d),,,(a — x)     '"      {x — a){x — b)[x — c)... 

Supposons  que  les  quantités  du  premier  système  a,  6,  c,. . . , 
moins  la  dernière  j?,  soient  les  racines  d'une  équation  For  =  o ,  et 
que  my  riyp. , .  soient  aussi  les  racines  d'une  équation  f  â?  =  o,^ 
de  sorte  qu'on  ait 

Fjc  =  Aj:"-|-Ba:*-'-f-  ..  .  =  A(x  — a)(a:—  A)..., 
et 

fxz=:  OLX^-^  6a:*~*H-  ...  =a(a:  —  m)(x —  n). .  .; 

d'où 

FjC  9X 

(j:  — fl)(j:— 3)  ...  =— 5      (x  — /w)(j7— /i)  ...  =  — ^ 

{a —  b)(a  —  r). . .  = -7-  ',       (a — i?i)(a— n)  .  • .  =-î— • 

A  a 


L'équation  devient 

A  fa  .A  (fb  A  fx 

a  (  a  -  x}ra  '^Z'  (b-^x)rb'^  *"'^Z  Fi""'' 
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ou 


^    ^  For       A^jii(x-^a)F'a 

Dans  cette  formule  Fx  et  ^  x  sont  deux  polynômes  du  même 
degré;  si  ^ x  est  d'un  degré  quelconque  inférieur  à  celui  du  déno- 
minateur Fir ,  le  coefficient  a  est  nul ,  et  il  vient 

(b)  y.r  _  y  fa 

^    ^  Fx""ii{x  — «)F'fl* 

C'est  la  formule  connue  pour  la  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples. 

II. 

3S7.  Le  théorème  général  d'où  nous  venons  de  déduire  ces 
formules,  est  susceptible  d'une  autre  interprétation  analytique. 

Prenons  l'équation  (i)  entre  m  points  a^  b ,  <:,...  et  (m  —  ij 
points  m  y  n^  p^  ...,  et  représentons  par  les  mêmes  lettres, 
respectivement,  les  distances  de  ces  points  à  une  origine  com- 
mune ;  l'équation  devient 

(fl  — /yi)(fl  — /i)(fl^y7)...        [b-^m){b^n)[b'^p).„  _ 

[a^b)[a^c){a^d),.,        (b^c)[b—d){b^e).,.  ' 

ou 

2^a  ^  m)(a  -^  n){a  ^ p). . .  _ 

Supposons,  comme  précédemment,  que  a,  6,  c,  . .  .  soient 
les  racines  d'une  équation  Fx  =  o  du  degré  /n,  et  m,  /f ,. .  •  les 
racines  d'une  équation  ^x  =  o  d'un  degré  moindre  d'une  unité  ^ 
on  aura 

Fx  =  Ax*-i-Bx*-'-H  ...  =  A(x  — fl)(x  — ^). , . 
çx  =  6x*-'  -f-  7X*~'  H-  .  . .  =  6  (x  —  m)  (x  —  /i  )  .  . . 


doù 


(«  — /w)  (a  — /i)  .  . .  =-ï— j 
(a  —  b)  {a  —  c)...  =  •— ? 
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et  réquation  devient 

Si  l'on  y  suppose  6  =  0,  auquel  cas  la  fonction  f  x  est  d*un  degré 
quelconque  inférieur  à  (/w  —  i),  il  vient 


C)  I.f.= 


o« 


C'est  la  formule  d*Eu1er.  EUe  répond  à  t*équalion  (2,  519)  entre 
deux  systèmes  de  points.  On  y  peut  supposer  que  <fx  soit  du 
d^ré  o ,  et  l'on  en  conclut 

598.  Ces  considérations  par  lesquelles  on  raf  tache  ces  formules 
d'analyse  à  une  même  proposition  de  géométrie  dont  elles  sont  des 
expressions  différentes,  montrent  qu'à  part  la  dernière,  qui  ne 
concerne  qu'une  seule  fonction ,  elles  ont  toutes  la  même  étendue, 
et  que  Ton  peut  passer  de  Tune  à  l'autre  indifféremment.  Et  en 
effet,  on  passe,  comme  on  sait,  très -facilement  de  l'équation  (c) 
àréquation  (*)(*). 

111.  Autres   formules  dans  lesquelles  92  est  d''un  degré  supérieur 

h  celui  de  Fx. 

5119.  Soient  les  deux  polynômes 

ffx^zaaf'  4-6x*~'-f-  .... 
On  veut  décomposer  le  rapport  ^  en  fractions  dont  les  dénomi- 

£X 

Dateurs  soient  tous  du  premier  degré. 

Que  Ton  conçoive  un  premier  système  de  (/7t  +  1)  points  a, 
b ,  ...  y  x',  X,  et  un  second  système  de  m  points  m,  n,  . . ,  i  on 

(*)  Voyez,  par  exemple,  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville, 
tome  XI ,  page  46a  \  anoéc  1846. 
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aura  la  relation 

am  •  an  •  • .  xr/n  «  a/n ...         xm .  xn  »  . 


ab.ac. .  ,ax' .ax       ''         x'x.x^a, .  .       xa,xb. ,  ,xx^ 


El ,  par  conséquent ,  en  regardant  a ,  5, . . . ,  a/,  x  et  /»,/!,..., 
comme  des  quantités , 

(g  —  m)  (g  —  n). .  .  (g/ — /ii)(3r^  —  /t)... 

(rt  — ^)  . ..  (fl  — j/){a  —  j:)        "  '"       (x'— jp){j:'  — a)... 

(x  — /ii)(jr  —  n), . . 

Supposons  que  a ,  ^ ,  . . . ,  soient  les  (/ra  —  i  )  racines  de  Téqua- 
tion  ¥x  =  Oj  et  m  y  n ,  p^  . . .  <,  celles  de  Téquation  ^ x  =  o  ;  l'é- 
quation précédente  deviendra 

B  ifa  B        <fx^  B         fx 


ou 


Fx""Fx'"^^         ^Lb       -^(fl  — x')(a  — x)F'flJ' 

Cette  formule  satisfait  à  la  question }  x'  est  un  nombre  arbi- 
traire. Si  Ton  suppose  x'=  o,  il  vient 


1 
F 


X  ""  Fo  "^     [b  "^  -^a(x  —  fl)Fii J 


^ 


550.  Si  f  X est  du  degré  (m  r-  i) ,  comme  Fx ,  a  sera  nul ,  et 
l'équation  se  réduit  à 

y^--yQ  ,  ^y       y^ 

Fx      Fo  -^a(x— û)F'a 

Or  y  d'après  la  formule  (a)  y  on  a 

fX  €  ^r^  ffû 

Fx  ~  B  "^  i  (x  —  /î)F'fl  ' 
Donc 

B  "^  ^  (x  —  fl)F'fl  ""  Fo  "^     ^  g(x  —  a)rfl* 
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ou 


ou  enfin 


2  fa  /        x\  fO        6 

(x—a)ra  V~"fl/  "^  FÔ"~B 

^^     fa        6       fO 


351.  Décomposons  la   fraction  — =r ^ '-^ 

'^  fx  ax"-!- €,-*"• 


en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  du  premier  degré. 

Concevons  {m  +  i)  points  a,  ^,  . . . ,  x^'y  x',  x,  et  m  points 
m ,  /i ,  . . . ,  on  aura  Tidentité 

am  •  an .  •  x^m .  x  /i .  • . 


»  If  I  I         •    •    •  I  w       /  //  // 

<7&  •  ne .  . .  ax  .  nx  .  ax  x  x  .  x  x  •  x  a . .  . 

X /7t .  X  /i .  • .  x/n .  x/i  • .  . 

xfx,jfa,3i^h,,,jfaf*      xa  xb *.%xx' •Xs^ 

Et,  par  conséquent,  en  désignant  par  les  mêmes  lettres  y 
a  y  &,...,  x\  x',  X  et  m ,  /i , . .  .  les  distances  de  ces  points  à  une 
origine  commune , 

(a  —  ni)  (fl  —  7i).  .  . 
(tf — ^)  (^  —  c)...(û  —  x")  (« — ^)  (^ — J?) 


(x"  — x')(x"  — x)(x"  — a)(x^— 6)... 

(y — /w)  (x'  —  /i)  . . 

(x'—  x)  (x'-  a)  (x'—  *). . .  (x'  — x") 
(x  —  m)  (x-^/i).  . . 


(x  — û)  (x  — ft).,.  (x  — x")(x  — x') 

Supposons  que  les  quantités  du  premier  système  a,  ^, . . .  moins 
«^}  x'  et  X  soient  les  racines  de  Téquation  Fx  =  o ,  et  que  les 
quantités  du  second  système  /n ,  /i , . . .  soient  les  racines  de  l'é- 
qnation  ^ x  =  o;  on  aura 

Fx  =  Cx»-»-HDx*->-h...  =C(x  — a)  (x  — ^)..., 

fxzn  ax*4-6x*-'  -H, . .     =  a  (x  —  m)  (x  —  «).... 
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Et  réquatioD  devient 

C ffa C  ffx" 


C  fj/  C  ffx  

■^  â  [x'-^  x")  (y^ITT)  Fx'  "^  â  (x-x"){x  — yjFx  ""  '  ' 
d*où 

Fx""C^  ^^  ^"^{x'-.j:")Fjc'       (*"--x')Fx*' 

Cette  foriuule  satisfait  à  la  question.  Les  deux  constantes  x*y  x" 
sont  arbitraires. 

On  voit  comment  on  opérera  dans  le  cas  où  ^  x  restant  du  de- 
gré m  ,  Fx  serait  du  degré  [m  —  3),  ou  ( m  —  4)>  ®*^'  Nous  n'a- 
vons pas  besoin  de  faire  remarquer  qu'il  entre  toujours  dans  le 
développement  de 

Fx 

autant  de  quantités  arbitraires  .1/,  x'\ , . .  qu'il  y  a  d*unités  dans 
la  différence  des  degrés  des  deux  polynômes  ^x  et  Fx. 
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CHAPITRE  XVH. 

DIVERS    MODES    DE    DESCRIPTION    d'uNE    DROITE    PAR    POINTS. 

SYSTÈME    DE    DROITES     PASSANT    TOUTES    PAR    UN    MEME 

POINT. 


§  I.  —  Description  d'une  droite  par  points, 

332.  Le  tKëoréçie  relatif  à  deux  faisceaux  homographi- 
<jucs  qui  ont  deux  rayons  homologues  coïncidents  (105) , 
et  la  propriété  de  deux  divisions  homographiques  faites 
sur  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  est  la  réunion 
de  deux  points  homologues  (i03) ,  donnent  lieu  à  diverses 
propositions  intéressantes^  et  quoique  plusieurs  soient 
connues  et  fort  anciennes,  nous  allons  les  reproduire  ici,  h 
raison  de  Textrème  facilité  avec  laquelle  elles  dérivent  na- 
turellement des  théories  précédentes. 

333.  Étant  donnés  un  angle  et  deux  points  O,  O'  en 
ligne  droite  ai^ec  son  sommet,  si,  autour  d*un  point  jixe  p 
on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  les  côtés 
de  l'angle  en  a  et  a',  le  point  de  concours  m  des  deux 
droites  Oa,  O'a'  engendrera  une  droite  (Jïg.  44)« 

En  effet,  les  points  a,  a'  forment  sur  les  deux  droites  SA, 
SA'  deux  divisions  homographiques  (102)-,  les  rayons  O a, 
O'â'  forment  donc  deux  faisceaux  homographiques.  Mais 
le  point  S  est  la  réunion  de  deux  points  de  division  homo- 
logues ^  les  deux  faisceaux  ont  donc  deux  rayons  homologues 
coïncidents  suivant  la  droite  00^  Donc  leurs  rayons  homo- 
logues se  coupent  deux  à  deux  sur  une  droite  (105). 

C.  Q.  F.  D. 

Remarque,  —  La  droite  lieu  du  point  m  passe  par  le 
point  n  intersection  de  SA  et  pO*^  et  par  le  point  p  inter- 

i6 
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section  de  SA'  et  pO-  il  en  résulte  que  la  flgure  présent^ 
un  hexagone  pOaSa'O'  inscrit  aux  deux  droites  paa*  et 
OSO'  et  dont  les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sont  m^  n^  p.  Or,  d'après  le  théorème,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite,  on  retrouve  donc  la  propriété  de 
l'hexagone  inscrit  à  deux  droites,  déjà  démontrée  directe- 
ment (109)  (*). 

334.  Si,  autour  d*un  point  fixe  p  on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  d^ux  droites  fixes  en  deux 
points  a,  a',  et  que  de  deux  autres  points  fixes  P,  P',  en 
ligne  droite  at^ec  le  premier,  on  mène'  des  rayons  à  ces 
deux  points  respecUi*ement ,  le  point  d^interscction  de  ces 
deux  rayons  décrira  une  ligne  droite  passant  par  le  point 
de  concours  des  deux  droites  fixes. 

En  effet,  les  deux  points  a,  a'  (fig-  45)  marquent  sur 
les  deux  droites  deux  divisions  homographiques  (102) ,  par 
conséquent  les  deux  rayons  Pa,  P'a'  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques.  Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons 
coïncidents  suivant  la  droite  PP'.  Donc  leur  point  d'inter- 
section décrit  une  ligne  droite  (105)  ;  et  cette  droite  passe 
par  le  point  d'intersection  des  deux  SA ,  SA',  parce  que 
deux  rayons  homologues  passent  par  ce  point. 

c.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  Les  deux  rayons  Pa,  Pa'  rencontrent  les 
deux  droites  SA',  SA  respectivement  en  deux  points  a,  a', 
et  la  droite  aa'  tourne  autour  d'un  point  fixe  R  situé  sur 
la  droite  pPP'.  Car  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homographiques  dans  lesquelles  le  point  S  représente  deux 
points  homologues  coïncidents  (102).  Conséquemment ,  les 

(*)  Ce  théorème,  sous  un  i-noncé  différent,  se  trouve  dan*  les  CMiee» 
dons  mathématiques  de  Pappus  (liv.  VU,  prop.  i38,  139,  i4i}t4^)>*B 
nombre  des  lommes  qui  se  rapportent  aux  porismes  d^Euclide.  Cette  re- 
marque est  due  à  M.  Poncelet.  (Voir  Traité  des  Propriétés  prof ectives  des 
figures;  paçego.) 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  243 

droites  aa'  concourent  en  un  même  point  (103)  ;  et  ce  point 
€8t  sur  la  droite  pPP',  parce  que  cette  droite  est  elle-même 
une  des  positions  de  la  ligne  aa^     , 

335.  On  peut  considérer  que  les  trois  droites  qui  tour- 
nent autour  des  trois  points  fixes  p,  P,  P'  forment  un  tri- 
angle ama^  dont  les  deux  sommets  a,  a'  glissent  sur  deux 
droites  fixes;  le  troisième  m  décrit  aussi  une  droite.  Sous 
ce  point  de  vue ,  le  théorème  s'étend  à  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  côtés ,  ainsi  qu^il  suit  : 

Etant  donné  un  polygone  de  n  côtés,  si  on  le  déforme 
m  faisant  tourner  tous  ses  côtés  autour  d'autant  de  pôles 
titués  en  ligne  droite,  de  manière  que  tous  ses  sommets, 
moins  un,  glissent  sur  des  droites  fixes  ^  i^  le  dernier  som- 
met décrira  une  ligne  droite;  et  2"  le  point  de  concours 
de  deux  côtés  quelconques  non  contigus  décrira  aussi  une 
droite. 

Soient  a^  a\  a'^,...,  a„  {^fig-  4^)  les  n  sommets  du  poly- 
gone dont  les  n  côtés  a^a^  aa\.,,  tournent  autour  de  n 
pôles  fixes  P,  P^  P'^,.**  situés  en  ligne  droite,  tandis  que 
ses  (^  —  i)  premiers  sonmiets  a^a'^,.,  glissent  sur  [n  —  i) 
droites  A ,  A',...;  je  dis  que  le  dernier  sommet  a„  décrit 
une  ligne  droite ,  et  que  le  point  de  concours  de  deux  côtés 
quelconques,  tels  que  aa'  et  a" a'",  décrit  aussi  une  ligne 
droite. 

En  effet,  deux  côtés  consécutifs,  tels  que  aa'  et  a' a'\ 
qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  P ,  P',  forment 
deux  faisceaux  homographiques ,  puisque  leur  point  d'in- 
tersection glisse  sur  la  droite  A'  \  et  dans  ces  deux  faisceaux 
la  droite  PP'  est  un  rayon  commun  (104).  Pareillement, 
le  côté  suivant  a"  a'''  forme  autour  du  point  P"  un  faisceau 
homographique  à  celui  formé  autour  du  point  P',  et,  par 
conséquent ,  à  celui  formé  autour  du  point  P  ;  et  ainsi  suc- 
cessivement des  faisceaux  formés  par  les  côtés  suivants.  De 
sorte  que  deux  côtés  quelconques  forment,  en  tournant 

16. 
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autour  de  leurs  deux  pèles  fixes,  deux  faisceaux  homographi- 
ques  dans  lesquels  la  droite  PP'P"...  est  un  rayon  commun. 
Donc  rînlersectîon  de  ces  deux  côtés  décrit  une  ligne  droite. 
Ce  qui  démontre  les  deux  parties  du  théorème  (*). 

§  II.  —  Propositions  dans  lesquelles  on  considère  des 
droites  concourantes  en  ufi  même  point. 

336.  Étant  donné  un  angle  ASA'  {fig-  47)»  "*  autour 
de  deux  points  fixes  O ,  O' ,  en  ligne  droite  at^ec  son  som-' 
metf  on  fait  tourner  deux  trayons  dont  le  point  de  con- 
cours  m  glisse  sur  une  droite  fixe  L ,  la  droite  qui  joindra 
les  points  de  rencontre  a ,  a'  des  deux  côtés  de  V angle 
par  ces  deux  rayons  ^  respectiv^ement ,  passera  toujours 
par  un  même  point  fixe. 

En  efTet,  les  deux  droites  Ow,  O'm  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques  dont  deux  rayons  homologues  coïn- 
cident suivant  OO'  (104)  ;  par  conséquent,  les  deux  points 
a,  a'  marquent  sur  les  deux  droites  SA ,  SA'  deux  divisions 
homographiques  qui  ont  deux  points  homologues  coïnci- 
dents en  S*,  et,  par  suite,  les  droites  aa'  vont  concourir  en 
un  même  point  (103).  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Ce  théorème  aurait  pu  se  conclure  im- 
médiatement de  la  proposition  (333)  dont  il  est  la  réci- 
proque (**). 

(*)  Ce  théorème  a  été  connu  des  Anciens;  on  le  trouve  énoncé  dans  le 
septième  livre  des  Collections  mathématiques  àe  Pappus,  au  sujei  du  Traité 
des  Porismes  d'^Euclide.  Il  parait  que  ce  Trailé  contenait  seulement  le  cas 
du  triangle;  car  Pappns,  après  avoir  énoncé  le  cas  général  d\in  polygone 
quelconque ,  ajoute  :  «  11  n^est  pas  vraisemblable  qu^Ëuclide  ail  ignoré  celte 
»  extension,  mais  il  aura  voulu  seulement  en  poser  les  principes.  Car  on 
»  reconnaît  dans  tous  ses  porismes ,  qu'il  n^a  eu  en  vue  que  do  répandre 
])  des  principes  et  le  germe  d^une  foule  de  propositions  utiles  et  Impor- 
»  tantes.  »  (  Voir  Traité  des  Propriétés  projectives;  page  agS.) 

(  **)  Ces  deux  propositions  ont  leurs  analogues  dans  Tespace ,  dont  voici 
renoncé  : 

Étant  donnés,  dans  V espace,  un  triante  et  un  angle  trièdre  ayant  son  sont" 
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337.  Si  les  trois  sommets  d'un  triangle  glissent  sur  trois 
droàes fixes  concourantes  en  un  même  point,  tandis  que 
deux  de  ses  côtés  tournent  autour  de  deux  points  fixes  y 
le  troisième  côté  tournera  autour  d'un  troisième  point  fixe 
en  ligne  droite  a^ec  les  deux  premiers. 

Soit  a  a'  a"  {fig.  48)  le  triangle  dont  les  trois  sommeU 
glissent  sur  les  trois  droites  SA,  SA',  SA'',  pendant  que  ses 
deux  côtés  aa\  aa"  tournent  autour  de  deux  points  fixes 
P,  P';  je  dis  que  le  troisième  càléa'a''  passe  toujours  par 
an  même  point  situé  sur  la  droite  PP. 

En  eilet,  les  deux  droites  Pa,  P'a  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques,  puisqu'elles  se  coupent  sur  la 
droite  SA.  Donc  les  points  a',  a"  qu'elles  marquent  sur  les 
deux  droites  SA',  SA"  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques. Il  est  évident  que  le  point  S  est  la  réunion  de  deux 
points  homologues  de  ces  deux  divisions.  Donc  la  droite 
a'â"  passe  par  un  point  fixe  (103).  Ce  point  est  situé  sur 
la  droite  PP',  parce  que  cette  droite  est  une  des  positions 
de  la  droite  d  a".  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque,  —  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme 
la  réciproque  du  théorème  (  334) ,  et  s'en  conclure  sans 
une  nouvelle  démonstration.  Il  s'étend  à  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  côtes ,  comme  il  suit. 

338.  Étant  donné  un  polygone  de  n  côtés ,  si  on  le 
déforme  en  faisant  glisser  ses  n  sommets  sur  des  droites 
concourantes  en  un  même  point,  tandis  que  (n  —  i)  de 


met  situé  dans  le  plan  de  ceUeJiguie,  si  de  chaque  point  d*un  plan  fixe  on 
mène  trois  plans  passant  par  les  trois  côtés  du  triangle ,  lesquels  rencontre- 
ront, respectivement ,  Us  trois  arêtes  de  l'angle  trièdre ,  en  trois  points,  le 
plan  déterminé  par  ces  trois  points  passera  toujours  par  un  m&ne  point. 

Et  réciproquement,  si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  un  plan  tranS" 
versai  qui  rencontre  le»  trois  arêtes  de  l'angle  trièdre  eu  trois  points ,  et  que 
par  ces  points  on  mène  trois  plans  passant,  respectivement,  par  les  côtés  du 
triangle,  le  point  d^intar section  df  ces  trois  plans  décrira  un  plan. 
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ses  côtés  tournent  autour  de  (n  —  i)  points  fixes  piis  arbi- 
trairement,  le  n'*""  côté  du  polygone  tournera  autour 
d'un  point  fixe  y  ainsi  que  chacune  de  ses  diagonales. 

Soit  aa^a"a"*...  (fig- 49)  le  polygone  dont  les  sommets 
a,  a',  a^\,.,  glissent  sur  des  droites  A,  A',  A",.-»  toutes 
concourantes  en  un  même  point  S ,  pendant  que  ses  (n  —  i) 
côtés  aa\  a' a" ^  a"a''',...  tournent  autour  des  points  P, 
P\  P'V"  pri*  arbitrairement.  Je  dis  que  le  dernier  côté 
aa,^  passera  toujours  par  un  même  point ,  et  qu'il  en  est 
de  même  de  chacune  des  diagonales  telles  que  a'a"*^  etc. 

En  etfet,  deux  points  contigus  a\  a"  marquent  sur  deux 
^^tes  SA',  SA''  deux  divisions  homographiques  dont  le 
point  S  est  un  point  commun ,  puisque  le  côté  a' a"  tourne 
autour  d'un  point  P'  (102).  Pareillement  le  point  suivant 
a'"  marque  sur  la  droite  SA'"  une  division  qui  est  homo- 
graphiquc  à  la  division  marquée  sur  A",  et,  par  consé- 
quent ,  à  celle  marquée  sur  la  droite  A'^  et  ainsi  de  suite. 
Donc  deux  sommets  quelconques  forment  sur  les  deux 
droites  qu'ils  parcourent  deux  divisions  homographiques 
qui  ont  un  point  commun  en  S ,  point  de  concours  de  ces 
droites.  Donc  la  droite  qui  joint  ces  deux  sommets  tourne 
autour  d'un  point  fixe*,  ce  qui  démontre  les  deux  parties 
du  théorème. 
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CHAPITRE  XVllI. 

PROPRIÉTÉS    DU    QUÀDRILATEIIE    RELATIVES    A    l'iNVOLXJTIOK 

ET    A    LA    DIVISION    HARMONIQUE. 


I. 

339.  Toute  transversale  menée  dans  le  plan  d'un  qua^ 
drilatèrc  rencontre  ses  quatre  côtés  et  ses  deux  diagonales 
en  SIX  points  qui  sont  en  im^olution. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  (yig:.  5o).  Une  transversale  L 
rencontre  en  a  et  a'  les  deux  côtés  opposés  AB ,  CD  ;  en  h 
et  b'  les  deux  autres  côtés  AD,  BC;  et  en  c  et  c'  les  deux 
diagonales  AC,  BD.  Les  six  points  a,  a';  3,  &'  et  c,  c\ 
conjugués  deux  à  deux,  sont  en  involution. 

En  effet,  les  quatre  droites  issues  du  sommet  A,  savoir, 
AB,  AC,  AD  et  Ac'  rencontrent  la  diagonale  BD  aux 
mêmes  points  que  les  quatre  droites  issues  du  sommet  C, 
CB,  CA,  CD  et  Cc^  Le  rapport  anharmonique  des  quatre 
premières  est  donc  égal  à  celui  des  quatre  autres.  Consé- 
quemment  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a , 
c,  6,  c',  dans  lesquels  les  quatre  premières  droites  ren- 
contrent la  transversale  L ,  est  égal  à  celui  des  quatre  points 
b\c^a%c\  dans  lesquels  les  quatre  autres  droites  ren- 
contrent la  même  transversale. 

On  peut  changer  Tordre  de  ces  quatre  derniers  points  et 
écrire  a\  c\  h\  c  (Al).  Or  ces  quatre  points  comparés  aux 
quatre  premiers  a,  c,  6,  c',  un  à  un  respectivement,  don- 
nent les  trois  systèmes  a^  a':^b^  b'  et  c,  c' .  Et  puisque  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  a^  b^  c^  c'  est 
égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  a',  b%  c\  c, 
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on  en  conclut  que  ces  trois  systèmes  des  deux  points  a,  a'-, 

i,  i'  et  c,  c'  forment  une  involution  (182).       c.  q.  f.  p. 

340.    CONSTRUCTTON  DU  SIXIÈME  POIHT  d'uKE  INVOLUTION. 

—  Le  théorème  (339)  peut  servir  pour  déterminer  par  de 
simples  intersections  de  lignes  droites  le  sixième  point  for- 
mant, avec  cinq  points  donnés,  une  involution.  En  effet, 
soient  6,  i';  c,  c'  deux  couples  de  points  conjugués ,  et  a 
le  cinquième  point  dont  il  s'agit  de  trouver  le  conjugué  a*. 
On  mène  par  le  point  a  une  droite  indéfinie  sur  laquelle  on 
prend  arbitrairement  deux  points  A,  B.  Les  droites  A&, 
Ac  rencontrent,  respectivement,  les  droites  Bc',  Bi'  en 
deux  points  D,  C  j  et  la  droite  CD  déicnnine  le  point  a'. 

341.  Dans  tout  quadrilatère ,  les  deux  diagonales  di- 
vouent  harmoniquement  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés^ 

Cette  proposition  est  une  conséquence  du  théorème  pré- 
cédent; il  suffit  de  prendre  pour  la  transversale  L  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés;  chacun 
de  ces  deux  points  est,  dans  Tinvolution,  un  point  double. 
Us  divisent  donc  harmoniquement  le  segment  compris  entre 
les  deux  diagonales.  Du  reste,  la  démonstration  du  théo- 
rème général  s^applique  d'elle-même  à  ce  cas  particulier. 

Obseivation.  — On  peut  dire  aussi  qu'une  diagonale  est 
divisée  harmoniquement  par  l'autre  diagonale  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

342.  Construction  du  quatrième  harmonique  a  trois 
POINTS  DONNÉS.  —  La  propositiou  précédente  peut  servir 
pour  trouver,  par  de  simples  intersections  de  lignes  droites, 
le  quatrième  harmonique  à  trois  points  donnés.  Ainsi  E, 
F  et  h  {fig*  5i)  étant  les  trois  points  donnés,  on  veut  dé- 
terminer le  point  g  conjugué  harmonique  de  h  par  rapport 
aux  doux  E,  F.  On  mène  par  les  points  E,  F  deux  droites 
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quelconques  EC ,  FC  ;  par  le  point  h  une  transversale  qui 
rencontre  ces  deux  droites  en  D  et  B;  puis  les  deux  diago- 
nales FD ,  EB  qui  se  coupent  en  A  ;  et  enfin  la  droite  C  A 
qui  détermine  le  point  g(*)* 

343.  Les  six  droites  menées  d'un  ntéme  point  aux 
quatre  sommets  et  aux  points  de  concours  des  côtés  oppo^ 
ses  dhin  quadrilatère,  forment  un  faisceau  en  in\^olution. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  (Jig'  Sa) 5  E,  F  les  points  de 
concours  de  ses  côtés  opposés  \  O  le  point  d'où  Ton  mène 
les  six  droites  OA ,  OB,  etc.  La  droite  ()£  rencontre  les 
deux  côtés  opposés  AD,  6C  en  deux  points  e,  e'\  de  sorte 
qu'on  a  sur  ces  côtés  deux  séries  de  quatre  points  A ,  D,  e , 
F  et  B,  C,  e',  F  dont  les  rapports  anharmoniques  sont 
égaux ,  puisque  les  trois  droites  AB ,  DC ,  ee^  concourent  au 
même  point  E.  Il  s'ensuit  que  les  quatre  droites  OA,  OD,  OE, 
OF  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
droites  OB,  OC,  OE,  OF.  On  peut  changer  Tordre  de 
celles-ci  et  écrire  OC,  OB,  OF,  OE  (45) ,  de  manière  que 
les  quatre  droites  OA,  OD,  OE,  OF  correspondent  une 
à  une,  respectivement,  aux  quatre  OC,  OB,  OF,  OE.  Alors 
on  a  les  trois  systèmes  de;  deux  droites  conjuguées  OA ,  OC) 
OD,  OB  et  OE ,  OF,  qui  sont  telles ,  que  quatre  droites 
appartenant  aux  trois  systèmes  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à  celui  des  quatre  droites  conjuguées.  Donc 
les  six  droites  forment  une  involution  (243).      c.  q.  f.  p. 

autrement,  La  proposition  se  peut  conclure  directement 
du  théorème  (339)  ;  et  réciproquement. 

En  effet,  les  deux  droites  OA  ,  OB  donnent  lieu  au  qua- 
drilatère OAFB  dont  les  deux  diagonales  sont  OF,  AB.  La 


C  )  La  théorie  des  sections  coniques  nous  oflfrira  difTérenies  autres  ma- 
nières de  construire  lo  qiiatricmo  point  d^une  proportion  harmonique. 
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droite  DC  coupe  les  quatre  côtés  el  les  deux  diagonales  de 
ce  quadrilatère  en  six  points  qui  sont  en  involution  (339). 
Donc  les  six  droites  OA,  OC;  OB,  OD  et  OE,  OF,  qui 
passent  par  ces  six  points,  sont  elles-mêmes  en  involu- 
tion. c.   Q.   F.   p. 

344.  Corollaire.  —  Le  point  O  peut  être  à  Tinfini^- 
alors  les  six  droites  menées  par  les  sommets  et  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  paral- 
lèles >  mais  elles  rencontrent  toujours  une  même  droite  en 
six  points  en  involution.  Nous  dirons  donc  que:  Les  pro- 
jections  des  quatre  sommets  et  des  deux  points.de  concours 
des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère,  sur  une  droite^  sont 
six  points  en  im^olution. 

345.  Supposons  que  le  point  par  lequel  on  mène  des 
droites  aux  sommets  et  aux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  soit  un  des  points  d'intersection 
des  deux  circonférences  de  cercle  décrites  sur  les  deux  dia- 
gonales, comme  diamètres*,  les  droites  menées  de  ce  point 
à  chaque  couple  de  sommets  opposés  seront  rectangulaires  \ 
il  s'ensuit  que  les  deux  autres  droites  de  T involution  se- 
ront aussi  rectangulaires  (246) ,  et ,  par  conséquent,  que  la 
circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés ,  comme  diamètre ,  passera  par 
les  mêmes  points  que  les  deux  autres  circonférences.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Les  trois  circonférences  de  cercle  qui  ont  pour  diojnètres 
les  diagonales,  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère ,  ont  y  toutes  trois,  les 
mêmes  points  d'intersection. 

Et ,  par  conséquent  : 

Les  points  milieux  des  deux  diagonales  d'un  quadrilar- 
tère  et  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 
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Ce  second  théorème  sera  démontré  plus  loin  d'une  ma- 
nière plus  directe,  et  comme  cas  particulier  d'une  autre 
proposition  (349). 

346.  Dans  tout  quadrilatèi^y  les  deux  diagonales  et 
les  droites  menées  de  leur  point  de  rencontre  aux  points 
de  concours  des  côtés  opposés  forment  un  faisceau  har-' 
monique. 

Cet  proposition  résulte ,  comme  cas  particulier,  du  théo- 
rème général  (343),  et  se  démontre  aussi  directement,  de 
la  même  manière. 

On  peut  encore  la  conclure  du  théorème  (344).  Car, 
puisque  les  deux  points  g,  h  [fig*  5i)  di-visent  harmoni- 
qnement  le  segment  EF,  les  deux  droites  ig^  ih  sont  conju* 
guées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  droites  lE,  /F; 
ce  qui  exprime  le  théorème. 

m. 

347.  Etant  pris  arbitrairement  un  point  P  dans  le  plan 
d'un  quadrilatère,  les  polaires  de  ce  point  relatives  aux 
trois  angles  dont  l'un  est  formé  par  deux  cotés  opposés 
du  quadrilatère,  le  second  par  les  deux  autres  côtés  op^ 
posés,  et  le  troisième  par  les  deux  diagonales,  ces  trois 
droites,  dis-je,  passent  par  un  même  point  P'. 

Nous  appelons  polaii^e  d'un  point  P,  relative  à  un  angle, 
la  droite  conjuguée  harmonique  de  celle  qui  joint  le  point  P 
au  sommet  de  Tangle,  par  rapport  aux  deux  côtés  de 
cet  angle  (79). 

Soit  ABCD  [fig,  5a  bis)  le  quadrilatère ,  et  P'  le  point  de 
rencontre  des  polaires  du  point  P  relatives  aux  deux  angles 
AEB,  AFD  formés  respectivement  par  les  deux  couples  de 
cétés  opposés.  Je  dis  que  la  polaire  relative  à  l'angle  DGC 
de«  deux  diagonales  passe  par  ce  point  P'.  En  efTet ,  la  droite 
PP'  rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du 
quadrilatère  en  six  points  qui  sont  en  involulion  (339). 
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Or  les  deux  points  P,  P'  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  appartenant  aux  deux  premiers 
côtés  opposés,  et  par  rapport  aux  deux  points  appartenant 
aux  deux  autres  côtés  opposés ,  puisque  P'  est  en  même 
temps  sur  les  deux  premières  polaires.  Donc  les  deux  points 
P,  P'  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  (205)  ^  donc  ils 
divisent  harmoniquement  le  segment  compris  sur  la  trans- 
versale entre  les  deux  diagonales  ;  donc  le  point  P'  appar- 
tient à  la  polaire  du  point  P  relative  à  ces  deux  diagonales. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

348.  ConoLLAiHB.  —  Si  le  point  P  est  à  Tinfini  sur  une 
droite  menée  arbitrairement  dans  le  plan  du  quadrilatère, 
sa  polaire  par  rapport  à  deux  côtés  opposés  passera  par  le 
milieu  du  segment  intercepté  sur  cette  droite  entre  les  deux 
côtés  (80)  ]  on  en  conclut  ce  théorème  : 

Une  transv^ersale  étant  tracée  dans  le  plan  d'un  qua- 
drilatère, la  droite  menée  du  point  de  concours  de  deux 
côtés  opposés  au  point  milieu  du  segment  intercepte  sur 
la  transversale  entre  ces  deux  côtés ^  la  droite  menée  sent" 
blablement  du  point  de  concours  des  deux  autres  côtés  au 
point  milieu  du  segment  compris  sur  la  transversale  entre 
ces  deux  côtés;  et  enfin  la  droite  menée  du  point  de  ren- 
contre d^s  d'eux  diagonales  au  point  milieu  du  segment 
compris  entre  ces  deux  droites;  ces  trois  droites ^  dis-je, 
passent  par  un  même  point. 

IV. 

^49.  Étant  donné  un  quadrilatère,  si  Von  mène  une 
transversale  qui  rencontre  ses  deux  diagonales  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  quon 
prenne  sur  ces  trois  droites  les  points  qui,  avec  la  trans- 
versale, les  divisent  harmoniquement,  ces  points  seront 
en  ligne  droite. 

Soient  gf,  h ,  i  (Jig.  53)  les  trois  points  provenant  de  Tin- 
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tersection  des  deux  diagonales  ÂC,  BD  et  de  la  droite  EF 
par  une  transversale  L;  et  soient  g^',  h'^  i'  les  conjugués 
harmoniques  de  ces  trois  points  par  rapport  aux  trois 
droites  AC,  BD,  EF,  respectivement.  Je  dis  que  les  trois 
points^,  A',  i' sont  en  ligne  di-oiie.  En  effet,  soit  O  le 
point  de  rencontre  de  la  droite  g' h'  et  de  la  droite  L.  Les 
droites  menées  de  ce  point  aux  quatre  sommets  et  aux  deux 
points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont 
en  involution  (343).  Or  les  deux  droites  Og^,  Og^'  sont  con- 
juguées harmoniques  par  rapport  aux  deux  OA,  OC,  parce 
que  les  points  g  et  g'  divisent  harmoniquement  la  diago«- 
nale  AC  ;  elles  le  sont  aussi  par  rapport  aux  deux  OB^  OD, 
par  une  raison  semblable.  Donc  elles  le  sont  aussi  par  rap- 
port aux  deux  autres  droites  de  Tinvolution ,  OE,  OF  (244). 
Mais  la  première  passe  par  le  point  2';  donc  la  seconde 
passe  par  le  point  i*.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

CoROLLAmE.  —  Si  la  droite  L  est  à  Tinfini ,  les  points 
g\  A',  /'  seront  les  milieux  des  droites  AC,  BD,  EF;  par 
conséquent  :  Dans  tout  quadrilatère  y  les  points  milieux 
des  deux  diagonales  et  de  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  calés  opposés  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

C'est  le  théorème  déjà  démontré  par  d'autres  considéra- 
tions (345). 

V. 

350.  Dans  un  quadrilatère^  on  peut  considérer  les  deux 
couples  de  sommets  opposés  et  les  deux  points  de  con^ 
cours  des  côtés  opposés  comme  formant  trois  couples  de 
points  en  inv^olution. 

Il  existe^  entre  ces  six  points,  les  relations  à  six  et  à 
huit  segments,  et  plusieurs  des  équations  à  ttx)is  termes 
qui  ont  lieu  entre  six  points  en  involution. 

Et  si  Pon  mène  dans  le  plan  du  quadrilatère  une  ou 
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deux  droites  fixes  quelconques,  il  existera,  entre  les  dis" 
tances  des  six  points  du  quadiilatère  à  ces  droites,  des  re- 
lations  semblables  à  celles  qui  ont  lieu  entre  six  points  en 
insolation  et  un  ou  deux  points  arbitraires. 

Ces  propriétés  très-diverses  du  quadrilatère  résultent 
immédiatement  des  relations  d'involution ,  par  cette  simple 
considération ,  que  la  projection  des  sommets  et  des  points 
de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère,  sur  une 
droite^  donne  six  points  en  involution  (344), 

En  effet,  chacune  des  relations  d'involution  est  formée, 
en  général ,  de  divers  rapports  de  deux  s^ments ,  et ,  daus 
la  plupart ,  les  deux  segments  de  chaque  rapport  corres- 
pondent à  deux  segments  en  ligne  droite  dans  le  quadrila- 
tère ;  d*où  il  résulte  que  le  rapport  des  deux  segments  en 
projection  est  égal  à  celui  des  deux  segments  appartenant 
au  quadrilatère,  et,  par  suite,  que  la  relation  des  six  points 
en  involution  s'applique  aux  six  points  du  quadrilatère. 
On  a  donc  ainsi  naturellement  des  propriétés  du  quadri- 
latère. 

II  nous  suffira  d'énoncer  ces  théorèmes,  en  indiquant 
seulement  celles  des  formules  d'involution  d'où  ils  dérivent. 

Soit  hWab  (fig.  54  )  le  quadrilatère ,  dont  A ,  a  sont  deux 
sommets  opposés,  B,  b  les  deux  autres  sommets  et  C,  c  les 
deux  points  de  concours  des  côtés  opposés.  Ces  six  points 
donnent  lieu  à  des  relations  telles  que  les  suivantes  : 

AB.A^       aB.ab  '     , 
'•  ÂC7Âc=7c:;i^     (equar.a,i84). 

II.  A.b  hc.Ca=z--aB.bC.cA     (équat.  ^), 

ou 

«B    AC    (?A__ 

III.  AB  =  AC—  —  BC.4^     (Mtf). 

ac  bc 
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«       AC.Ac       BC.Bc      ,^^^, 

BA       Ba       hb 

V.  1-        =  —  • 

Ac       aC        be 

Cette  équation  résulte  de  la  formule  entre  quatre  points  a, 
a',  ft,  i'  et  un  point  double  e, 

bb'       ba        ba' 


.      ,        (4M). 

Pour  appliquer  cette  relation  au  quadrilatère,  il  suffit  de 
faire  la  projection  par  des  droites  parallèles  à  Ce,  de  ma- 
nière h  avoir  un  point  double  en  projection. 

-„  BA   Bfl   B6 

VI.  1 f-- =  —  2. 

Ac   flC   AG 


ou 


Bc   BC   BG 
Ac  aC       bG 


On  tire  la  première  de  ces  deux  équations  de  celle  qui  pré- 
cède, en  observant  que  la  diagonale  Bb  étant  divisée  har- 
moniquement  en  G  et  e  (341  ) ,  on  a 


2         11  Bb       Bb 


Et  la  seconde  équation  résulte  immédiatement  de  la  pre- 
mière. 

VU.  Désignant  les  distances  des  six  sommets  et  points  de 
concours  du  quadrilatère,  à  une  droite  fiice  M,  par  (A ,  M ) , 
(â,  M),  etc.,  et  appelant  a,  S,  y  les  points  milieux  des 
deux  diagonales  A  a,  B£  et  de  la  droite  Ce,  on  a  la 
relation 

(A,M)(a,M).67-f-(B,M)(^,  M).7a-H(C,M)(c,M)a6  =  o. 

En  effet,  si  Ton  projette  la  figure  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  transversale  M ,  les  distances  ou  perpendicu- 
laires (  A  ,  M) ,  etc. ,  conservent  les  mêmes  grandeurs  en 
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projectiou,  et  les  segments  ëy  ^ya^  a  S  sont  proportionnels 
à  leurs  projections,  parce  que  les  trois  points  a,  S,  y  sont 
en  ligne  droite  (349,  corol.)^  de  sorte  qu'on  retrouve  la 
relation  d'involution  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
(i ,  215)  ;  et,  par  conséquent,  de  cette  relation  se  conclut 
la  proposition  actuelle. 

VIII.  Corollaire.  —  Si  la  droite  M  passe  par  le  som- 
met A,  le  rapport  des  distances  des  deux  points  B  et  c  à 

cette  droite  est  égal  au  rapport  —9  et  de  même  le  rapport 

des  distances  des  deux  points  &  et  C  à  la  même  droite  est 

égal  à  — ;  -,  de  sorte  que  l'équation  se  réduit  à 

AB.Aé        aS 

■■■Il    ■■M^»^— —  ^IZ^  ■      ■         • 

AC  Ac        a7 

IX.  Soit  une  droite  fixe  N  ^  désignant  par  ^t ,  61,  yx  les 
trois  points  qui,  avec  cette  droite,  divisent  harmonique- 
ment  les  deux  diagonales.  Aa ,  Bi  et  la  droite  Ce ,  respec- 
tivement ,  et  appelant  n  le  point  d'intersection  de  la  droite 
«1  ^1  7i  (349)  par  la  droite  N  ,  on  a  la  relation 

6i7i./iai         ,         7,a,./i6,  a,6,./i7, 


(A,N)(a,  N)       (B,N)(^.N)       (C,N)(c,N) 

Cette  équation  dérive  de  la  première  équation  du  n**  229 , 
de  même  que  la  précédente  de  l'équation  (i ,  215). 

X.  Les  deux  théorèmes  précédents  peuvent  être  considé- 
rés comme  des  cas  particuliers  d'une  même  proposition  gé- 
nérale ,  dans  laquelle  on  considère  les  distances  des  points 
du  quadrilatère  à  deux  droites  fixes  M  et  N.  On  a  ,  quelles 
que  soient  ces  deux  droites , 

(A,N)(«,  N)*'^'-''"'-^(B,N)(*,N)''^'-'''' 

,    (C,  M)(c,  M) 
-^(■c,N)(r,N)''^'-''^'=''- 
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Car  cette  équation  résulte  naturel Icmeut  de  la  formule 
(^itë) ,  relative  à  un  faisceau  de  six  droites  en  involution. 

XI.  »^  S^  y  étant  les  milieux  des  deux  diagonales  A  a , 
B&  et  de  la  droite  Ce ,  on  a  la  relation 

En  effet ,  si  Ton  projette  orthogonalement  la  figut^  sur 
une  droite  X ,  on  a  six  points  en  involution  (344) ,  et  en 
appliquant  le  théorème  (222) ,  on  en  conclut  l'équation 

aa.cos^(an,  X).67  -f-  €ô.cos'  (6^,  X).7a 

-|-7C.cOS'(7C,  X).a6-*-aS.67.7a  .  cos*(aS,  X)  =  o. 

Pour  une  autre  droite  X',  on  a  une  relation  semblable*; 
ci,  en  supposant  les  deux  droites  rectangulaires,  on  eonclut 
des  deux  équations,  ajoutées  membre  à  membre,  celle  qu'if 
s'agît  de  démontrer. 

Remarque.  —  Cette  équation  prouve  (d'après  222)  que 
les  circonférences  décrites  sur  les  trois  droites  Aa,  B&  et 
Ce,  comme  diamètres,  ont  le  même  axe  radical  (203). 

XII.  Les  trois  droites  A^i,  B6,  Ce  étant  coupées  en 
V,  v',  v''  par  une  transversale  N,  on  a  la  relation 


'7 


«ta      6,7,       ^xb     7, a,       7,f      «t^i       «i  6i«^i7i.7i«. 
i -+-'r=rî' ! s ~  o 


?      ««•       Ji,^     "6,        y.^'     «7,         /ia,.7iS,./i7, 


VflT  V 


dans  laquelle  «i,  S,,  y,  et  //  ont  la  même  signification  que 
dans  le  théorème  IX . 

En  effet,  par  une  projection  de  la  figure  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  la  droite  IN  ,  cette  relation  se  change  en 
une  propriété  de  six  points  en  involution  (222,  coroll.  II). 

VI. 

351 .  Dans  tout  quadrilatère  les  deux  couples  de  côtés 
opposés  et  les  deux  diagonales  forment  trois  couples  de 
droites  qui  donnent  lieu,  relativement  aux  angles  quelles 

'7* 
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font  entre  elles  ^  à  toutes  les  relations  iVuwolution  Wun 
faisceau  de  six  miroites. 

En  «iiet,  si  Ton  couçoit  une  transversale  menée  arbi- 
trairement ,  elle  rencontrera  les  quatre  côtés  et  les  deux  dia* 
gonales  du  quadrilatère  en  six  points  eu  involution  (339); 
çt  les  droites  menées  d'un  même  point  à  ces  six  points  for- 
meront un  faisceau  en  involution.  Si  la  transversale  s'é- 
loigne à  Finfini ,  ces  six  droites  seront  parallèles  aux  quatre 
côtés  et  aux  deux  diagonales  du  quadrilatère.  Donc,  etc. 

jiuZrement,  On  peut  donner  du  t,liéorème  une  démons- 
tration directe.  Qu'on  mène  par  les  sommets  opposés  Â , 
C,  des  parallèles  à  la  diagonale  DB  {^fig>  55)  ;  ces  sommets 
seront  les  centres  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites  ayant 
les  mêmes  rapports  anharmoniques ,  parce  que  les  quatre 
droites  du  premier,  AD,  AB,  AC  et  AI,  rencontrent,  res- 
pectivement, les  quatre  droites  du  second,  CD,  CB ,  CA  et 
Cr,  en  quatre  points  en  ligne  droite.  Changeant  l'ordre 
des  quatre  droites  du  second  faisceau,  nous  dirons  que  les 
deux  séries  de  quatre  droites  AD,  AB,  AC ,  AI  et  CB ,  CD, 
Cl',  CA  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux.  Or  les 
deux  AC  et  CA  coïncidçnt ,  et  les  deux  AI  et  CI'  sont  paral- 
Jèles.  Donc  les  deux  séries  ne  contiennent  ^quant  à  la  direc- 
tion ,  que  six  droites ,  conjuguées  deux  à  deux  ;  et  par  consé- 
quent, en  vertu  de  l'égalité  4es  rapports  anharmoniques^ 
ces  six  droites  ont  entre  elles  toutes  les  relations  d'involu- 
tion  (243).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

ÇoBOLLÀiRE.  —  On  conclut  du  théorème ,  d'après  une 
propriété  de  rinvolulion  (24(1) ,  que  : 

Quand  dqujç  côtés  opposés  d\in  quadrilatère  sont  rec- 
tangulaires, ainsi  que  les  deux  diagonales ,  les  deux  autres 
côtés  sont  aussi  rectangiJ aires. 

On  reconnais  aisément  que  ce  théorème  revient  a  celip-ci , 
que,  dans  un  triangle,  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  sur  les  côtés  opposés  passent  par.  un  même  point. 
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SÊUUS 


CHAPITRE   XIX. 

PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE. 


§  I.  —  Théorèmes  généraux. 

I.  Triangle  coupé  par  une  transversale. 

352.  Un  triangle  ABC,  dont  les  côtés  sont  coupés  par 
une  transversale  en  trois  points  a^b^c  (fig'^6) ,  peut  être 
considéré  comme  un  quadrilatère  ABab^  dont  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  le  sommet  C  du  triangle 
et  le  point  c  sur  le  côté  opposé  AB.  Par  conséquent ,  les  di- 
verses propriétés  du  quadrilatère  s'appliquent  au  triangle , 
notamment  celles  dans  lesquelles  nous  avons  considéré  les 
trois  couples  de  points  A,  a;  B,  6  et  C,  c  comme  trois 
couples  en  involution  (350). 

De  ces  propriétés,  nous  ne  reproduirons  ici  que  la  se* 
conde,  qui  donne  lieu  à  cette  proposition  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  coupé  par  une  transyer^ 
sale  abc,  il  existe,  entre  les  segments  que  cette  droite 
fait^  sur  ses  côtés,  la  relation 

a^    hC    ck 

fm\  —  .  —  .  — =r-f-l. 

Ce  théorème  dérive  ici  immédiatement  de  cette  oonsidé- 
ration,  que  les  projections  des  sommets  du  triangle  et  des 
trois  points  a,  i,  c  sur  une  même  droite  forment  six  points 
en  involution  (350) ,  proposition  dont  la  démonstration  a 
été  très-simple.  Mais  on  peut  démontrer  le  théorème  direc- 
tement de  diverses  autres  manières  également  simples. 

Que  Ton  mène  la  droite  ab^  parallèle  au  côté  BA ,  et  que 

17. 
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Ton  considère  les  quatre  droites  issues  du  point  a,  les- 
quelles étant  coupées  par  les  deux  côtés  AC,  A6,  donnent 

MaisTT^  =  -g'  puisque  ab'  est  parallèle  à  BA.  Donc 

«iB    bQ    cA_ 

Autrement,  La  transversale  donne  lieu  aux  trois  tri- 
angles A&c,  Bca,  Cai,  dans  lesquels  on  a 

Ab       sine       Br       sina       Ca       ûab 
A<:       sin6        Ba       sin  r       C^       sina 

Multipliant  ces  trois  équations  membre  à  membre,  il  en 

résulte 

riB    bC    rA  __ 

Ainsi  le  produit  des  trois  rapports  est  égal  à  l'unité.  Mais 
il  ne  s'agit  ici  que  de  la  valeur  numérique  y  ou  absolue ,  du 
produit,  abstraction  faite  de  son  signe,  parce  que,  dans 
les  proportions  dont  nous  nous  sommes  servi ,  les  rapports 

— 9  etc. ,  n^ admettent  pas  de  signes,  puisque  les  deux  seg- 

ments  qui  y  entrent  sont  comptés  sur  des  lignes  différentes. 
Par  conséquent  la  démonstration  n'est  pas  complète  comme 
les  précédentes  ;  il  reste  à  démontrer  qu'en  observant,  relati- 
vement aux  segments  formés  sur  chacun  des  trois  côtés  du 
triangle ,  la  règle  générale  des  signes ,  c'est  le  signe  -4-  qui 
convient  au  second  membre  de  l'équation.  Or  cela  résulte 
d'une  vérification  facile-,  car  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas 
relativement  à  la  position  des  trois  points  a,  &,  c^  savoir, 
que  deux  de  ces  points  soient  sur  deux  côtés  du  triangle,  et 
le  troisième  sur  le  prolongement  du  troisième  côté ,  ou  bien , 
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que  les  irois  points  soient  tous  les  trois  sur  les  prolonge- 
ments des  trois  côtés.  Dans  le  premier  cas,  deux  rapports 
seront  négatifs  et  le  troisième  positif,  et,  dans  le  second 
cas,  ils  seront  tous  les  trois  positifs.  De  sorte  que  le  signe 
du  produit  des  trois  rapports  est  toujours  positif. 

353.  Lemme.  —  Si  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC 
on  mène  trois  droites  quelconques  qui  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  a ,  b,  c ,  o^i  aura  la  relation 

aB    hC    cA sin/iAB    sin^BC    sin  cGA 

ÂC*  SA  *  7b  ""  sin  flAC  '  sin  bB\  '  sin  cCB' 

flans  laquelle  s*obseive  la  règle  des  signes. 

Chaque  rapport  de  segments,  tel  que  —  [fig-  57)aévi- 
demment  le  même  signe  que  le  rapport  de  sinus  correspon- 

AU 

dant  -: -;r«  Il  suffit  donc  de  démontrer  crue  les  deux  mem- 

smaAB  * 

bres  de  Téquation  sont  égaux  numériquement.  Or  on  a , 

dans  le  triangle,  les  trois  équations 

tfB__sinûAB    AB      ^C__sin  ^BC    BC      cA       sincCA    CA 
ôC  ■""  snTâÂC  *  ÂC'    ÂÂ"*■siné^BA' BÂ'    cB"~  sin  rCB  '  CB' 

qui ,  multipliées  membre  à  membre ,  donnent  Féquation 
qu'il  s'agit  de  démontrer.  Donc ,  etc. 

354.  &*,  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  [fig,  58) 
on  mène  trois  droites  rencontrant  les  côtés  opposés  en 
trois  points  a ,  b,  c  situés  en  ligne  droite,  il  existe,  entre 
les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font,  chacune  avec  les 
deux  côtés  de  V angle  d'oà  elle  part,  la  relation  suivante  : 

,  ^  sinaAB    sin  6BC    sin  cCA 

(2)  •  —————  •  •  —  -f.  I , 

^  '  sinaAG    sin^BA    sin  cCB 

Cette  proposition  résulte  de  la  précédente  en  vertu  du 
Icmme. 
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^autrement,  —  La  figare  présente  un  quadrilatère  AHab 
avec  ses  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés^  et  la  relation  qu'il  s'agit  de  dé- 
montrer est  une  des  relations  d'involution  qui  ont  lieu 
dans  ce  quàdrihitère ,  en  vertu  du  théorème  général  (351). 
Donc ,  etc. 

355.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  (352  et  354) 
sont  vraies ,  c'est-à-dire  que  ji,  sur  les  trois  côtés  d'un  tri- 
angle âBC  on  prend  trois  points  a ,  b,  c  tels,  que  F  une  ou 
r autre  des  deux  équations  (i)  et  (a)  ait  lieuj  ces  trois  points 
seront  en  ligne  droàe. 

En  effet,  appelons  c'  le  point  où  la  droite  ab  rencontre 
le  côté  AR,  on  aura  (352) 

«B     hC     c'k__ 
Et  puisque,  par  hypothèse,  Téquation  (i)  a  lieu,  il  s'ensuit 

ce  qui  prouve  que  le  point  c'  coïncide  avec  le  point  c.  Le 
raisonnement  est  le  même  à  l'égard  de  l'équation  (2) . 

U    Triangle  dans  lequel  trois  droites  menées  par  les  sommets 

concourent  en  un  même  point. 

356.  Si  d'un  point  O  (fig'  Sg)  on  mène  des  droites  aux 
trois  sommets  d'un  triangle  ABC ,  ces  droites  et  les  côtés 
du  triangle  forment  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales 
d'un  quadrilatère  OACB;  par  conséquent,  il  existe  entre 
ces  trois  droites  et  les  côtés  du  triangle  toutes  les  relations 
d'angles  qui  ont  lieu  dans  un  faisceau  de  six  droites  en 
involution  (351  )  ;  de  là  résultent  diverses  propriétés  du  tri- 
angle. Nous  ne  reproduirons  ici  que  la  suivante  : 

Quand  trois  droites  issues  des  sommets  dUin  triangle 
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ARC  passent  par  un  'même  point  O^  on  a  entre  les  sinus 
des  angles  quelles  font^  chacune  ai^ec  les  deux  côtés  de 
r angle  d'où  elle  part,  la  relation 

sin  OAB    sin  OBC    sin  OCA  __ 
^^  sin  OAC  ■  sin  OBA  '  «in  OCB  —  "^  '' 

Il  est  très-facile  de  démontrer  ce  théorème  directement;  il 
suffit  de  considérer  les  trois  triangles  qui  ont  pour  sommet 
commun  le  point  O,  et  pour  bases  les  trois  côtés  du  triangle 
ABC^  ils  fournissent  les  trois  équations 

sin  OAB  _  OB       sin  OBC  _  OC       sin  OCA  _  OA 
sin  OBA  ""  ÔA  '     sin  OCB  ""  OB  '     sinOAC~Ôc' 

qui ,  multipliées  membre  à  membre ,  donnent 

sin  OAB    sin  OBC    sin  OCA 


sin  OAC    sin  OBA    sin  OCB 


;:=  I. 


Cette  équation  n'implique  que  la  valeur  numérique  de 
l'expression  qui  forme  le  premier  membre ,  parce  que  les 
équations  dont  on  a  fait  usage  ne  comportent  pas  de  signes. 
Mais  on  reconnaît  immédiatement  que  si  Ton  applique  à 
la  figure  le  principe  des  signes,  chacun  des  trois  rapports 
de  sinus  est  négatif  quand  le  point  O  est  situé  dans  l'in* 
térieur  du  triangle,  et  que  deux  de  ces  rapports  sont  po- 
sitifs et  le  troisième  négatif  quand  le  point  O  est  pris  au 
dehors  du  triangle ,  d'où  il  résulte  que  le  second  membre 
de  l'équation  est  —  i . 

357.  D'après  le  lemme  (353)  on  peut  remplacer  dans 
l'équation  (3)  les  sinus  des  angles  par  les  segments  que  les 
trois  droites  forment  sur  les  côtés  ;  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Les  droites  menées  d'un  même  point  aux  trois  sommets 
iTun  triangle  ABC  (fig.  6o)  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  trois  points  a,  b,  c  tels,  que  Von  a  V équation 

/,,  flB    hQ     ck 
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358.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  précédents  ont 
évidemment  lieu;  c'est-à-dire  que  :  si  par  les  sommets  d'un 
triangle  ABC  on  mène  trois  droites  telles,  que  l'une  ou 
Vautre  des  deux  équations  (3  ef  4)  ^oit  vérifiée ,  les  trois 
droites  passeront  par  un  même  point. 

III.  Théorèmes  dans  lesquels  on  considère  à  ta  fois  un  point  et 

une  droite  dans  le  plan  d'un  triangle. 

359.  Étant  donnés  un  triangle  et  une  transi^crsale , 
si  d'un  même  point  on  mène  des  droites  aux  sommets 
du  triangle  et  aux  points  ou  la  transversale  rcnconti'e 
les  côtés  opposés,  ces  droites  formeront  trois  couples  en 
ini^olution. 

En  efîet,  le  triangle  ABC  {fig*  6i)  et  la  transversale 
forment  un  quadrilatère  K&ah  dont  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  sont  le  sommet  C  du  triangle  et  le  point  c 
intersection  du  côté  opposé  AB  par  la  transversale.  Les  six 
droites  que  Ton  a  à  considérer,  savoir  OA,OB,  OC,  et 
leurs  conjuguées  0« ,  Oi,  Oc ,  forment  donc  un  faisceau  en 
învolution  (343).  c.  q.  f.  n. 

Réciproquement:  Si  d'un  mémo  point  on  mène  des 
droites  aux  trois  sommets  d'un  triangle  et  trois  autres 
droites  Jormant  awec  ces  premières  trois  couples  en  iVit'o- 
lution  y  ces  trois  droites  iront  rencontrer  les  côtés  opposés 
du  triangle  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

En  eftet,  soient /z,  h^  c  ces  trois  points.  Appelons  c'  le 
point  où  la  droite  ab  rencontre  le  côté  AB;  la  droite  Oc', 
d'après  la  proposition  qui  vient  d'être  démontrée,  forme 
une  involution  avec  les  cinq  OA,  Oa-^  OB,  Ob  et  OC. 
Mais,  par  hypothèse,  c'est  Oc  qui  forme  cette  involution; 
donc  le  point  c'  n'est  autre  que  le  point  c.  Donc,  etc. 

360.  Corollaire.  —  Le  théorème  (359) ,  si  Ton  y  sup- 
pose la  transversale  à  Tinfini ,  prend  cet  énoncé  : 

Si  par  un  même  point  on  mène  des  droites  aux  trois 
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sommets  d'un  triangle  et  des  parallèles  aux  trois  côtés, 
ces  six  droites  Jorment  trois  couples  en  im^olution. 

Et  réciproquemeDt  :  Si  par  les  sommets  d'un  triangle 
on  mène  trois  droites  faisant  ai^ec  les  côtés  opposés,  res^ 
pectii^ement ,  trois  couples  de  droites  parallèles  aux  rayons 
dun  faisceau  en  im^olution,  ces  trois  droites  concourront 
en  un  même  point. 

C'est ,  sous  un  autre  énoncé ,  la  même  propriété  que  pré- 
cédemment (356) ,  savoir,  que  les  trois  droites  menées  aux 
sommets  d'un  triangle  ont  avec  les  côtés  toutes  les  relations 
d'angles  de  six  droites  en  involution. 

361.  Si  d'un  même  point  on  mène  trois  droites  aux 
sommets  d'un  triangle,  tonte  transi^ersale  rencontrera  ces 
droites  et  les  côtés  du  triangle  en  six  points  formant  trois 
couples  en  inuolution. 

En  efiet^  les  deux  droites  OA,  OB  {fig-  62)  et  les  deux 
côtés  AC ,  BC  du  triangle  forment  un  quadrilatère  dont  les 
diagonales  sont  la  troisième  droite  OC  et  le  troisième  côté 
AB.  Ce  quadrilatère  est  coupé  par  la  transversale  en  six 
points  en  iuTolution  (339).  Mais  trois  de  ces  points,  a, 
i,  c ,  appartiennent  aux  côtés  du  triangle ,  et  les  trois  points 
conjugués  a\  b\  c'  aux  droites  menées  à  ses  sommets. 
Donc,  etc. 

Réciproquement:  Si  sur  une  transv^ersale  qui  rencontre 
les  côtés  d'un  triangle  en  trois  points,  on  prend  trois 
autres  points  quelconques^  formant  auec  ceuX'Jà  trois 
couples  en  im^ollition ,  las  droites  menées  de  ces  trois 
points  aux  sommets  opposés  du  triangle  concourront  en 
un  même  point. 

Cette  proposition  inverse  est  une  conséquence  évidente 
du  théorème. 

IV.   Triangles  inscrit  et  circonscrit  l'un  à  Tautre. 

362.  J^es  deux  théorèmes   (352  ot  356)   peuvent  être 


r 
r 
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compris  dans  uQe  même  proposition  dont  ils  dériveront 
l'un  et  l'autre  comme  cas  particuliers.  Cette  proposition 
exprime  tout  à  la  fois  une  propriété  de  trois  points  quel- 
conques pris  sur  les  côtés  d'un  triangle ,  lesquels  peuvent 
être  en  ligne  droite ,  et  une  propriété  relative  à  trois  droites 
quelconques  menées  par  les  sommets  d'un  triangle,  les- 
quelles peuvent  être  concourantes  en  un  même  point;  en 
voici  l'énoncé  : 

Si  y  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  (fig.63),  on 
mène  trois  droites  Aa,  Bb,  Ce  qui  forment  un  second 
triangle  abc  circonscrit  au  premier^  on  a  la  relation 

ka    B^    Ce sintfAC    sin&BA    sinc€B 

^    '  Âc  *  Bâ  '  C6  "~  ""  sin  tf  AB  *  sin  ÔBC  *  sin  cCk 

En  eflët,  la  proportionnalité  des  sinus  des  angles  aux 
côtés  opposés,  dans  les  trois  triangles  aAB,  2)BC,  cCA, 
donne  trois  équations  qui ,  multipliées  membre  à  membre , 
produisent  celle-ci  : 

ka    B&    Ce       sinaBA    sin^CB    sinrAC 
Ba    Cb    kc       sin  aAB    sin^BC    sincCA 

Pour  introduire  des  rapports  de  deux  sinus  d'angles  ayant 
un  côté  commun,  qui  donnent  lieu  à  l'application  du  prin- 
cipe de  signes,  dont  cette  équation  est  indépendante,  on 
remplacera  les  angles  cAC,  6CB,  aBA  par  leurs  supplé- 
ments tf  AC,  cCB,  &BA,  et  l'équation  devient,  sauf  le 
signe  du  second  membre,  celle  qu'il  s'agit  de  démontrer. 
Ainsi  il  est  prouvé  que  les  deux  membres  de  l'équation  (5) 
sont  égaux  numériquement;  mais  il  reste  à  démontrer  que 
leurs  signes  sont  diiférents ,  quand  on  donne  des  signes  aux 
segments  et  aux  sinus  qui  y  entrent.  Ce  complément  de  la 
démonstration  se  fait  par  une  vérification  sur  la  figure, 
dans  les  quatre  cas  qu'elle  peut  présenter.  Nous  disons 
quatre  cas;  car  les  trois  droites  menées  par  les  sommets 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  267 

du  triangle  ÂBC  el  qui  forment  le  triangle  circonacrit  abc^ 
peuvent  être,  ou  toutes  les  trois  extérieures  au  triangle, 
ou  toutes  les  trois  intérieures ,  ou  une  intérieure  et  deux 
extérieures ,  ou  enfin  une  extérieure  et  deux  intérieures.  On 
reconnaît  aisément  que  dans  tous  les  cas  les  signes  des 
denx  membres  de  l'équation  sont  différents. 
Ainsi  le  théorème  est  démontré  (*). 

Corollaires.  — Voici  comment  cette  proposition  donne 
lieu  aux  deux  théorèmes  (352  et  356)  comme  cas  particu- 
liers : 

I**.  Que  l'on  considère  la  proposition  comme  se  rappor- 
tant à  trois  points  A ,  B,  C  pris  sur  les  côtés  du  triangle 
abc ,  et  qu'on  suppose  ces  points  en  ligne  droite ,  on  trouve 
que  le  second  membre  de  l'équation  devient  égal  à  -f-  i,  et 
Ton  a  en  conséquence 

Aa    hb    Ce  _ 

Ce  qui  est  le  théorème  (35S). 

a".  On  peut  regarder  la  proposition  comme  exprimant 
une  propriété  relative  à  trois  droites  menées  par  les  som- 
mets d'un  triangle  ABC,  et  si  l'on  suppose  que  ces  trois 
droites  concourent  en  un  même  point  O,  alors  les  trois 
points  a ,  &,  c  coïncideront  en  ce  point  unique ,  les  trois 

rapports  —  9  etc.,  deviendront  égaux  à  l'unité,  et  Ton  aura 

Fëq  nation 

sinOAC    tinOBA    sin  OCB  _ 
sin  OAB  *  sin  OBC  '  sinOCA  '^ 

Ce  qui  exprime  le  théorème  (356). 


(**)  Nous    donncrorid    plus  loin  (5G4)  deu^   aiiirca  démonstiations  du 
théorème,  qui  comporteront  Papplication  de  la  règle  des  signes. 
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V.  Réflexions  sur  le  caractère  des  démonstrations  fondées  sur 
les  théories  exposées  dans  cet  ouvrage.  —  Autres  démonstra- 
tions du  théorème  précédent. 

363.  La  démonstration  précédente  est  très-simple  en  ce 
qui  concerne  Tégalité  numérique  des  deux  membres  de 
l'équation  qu'il  s*agissait  de  démontrer;  mai&  il  faut  dire 
que  la  vérification  relative  au  signe  n'est  pas  aussi  simple, 
parce  qu'elle  exige  l'examen  de  quatre  cas  différents  que  peut 
présenter  la  figure.  On  conçoit  que  si ,  au  lieu  d'un  simple 
triangle,  il  s'agissait  d'un  polygone  quelconque,  on  pour- 
rait avoir,  pour  une  pareille  question  de  signe,  à  exami- 
ner un  beaucoup  plus  grand  nombre  de  cas  ]  ce  qui  pour- 
rait présenter  des  difficultés  réelles,  et  ce  qui,  d^ailleurs, 
n'est  pas,  en  général,  une  marche  satisfaisante.  11  est  donc 
à  désirer  que  Ton  puisse  adapter  aux  propositions  du  genre 
de  celle  qui  précède ,  des  démonstrations  qui  comportent 
par  elles-mêmes  toutes  les  conditions  de  signes ,  nous  pou- 
vons dire  des  démonstrations  complètes.  C'est  la  notion 
du  rapport  anharmonique  et  les  théories  qui  s'en  sont  dé- 
duites naturellement,  qui  paraissent  destinées  à  procu- 
rer ces  démonstrations  adéqiiates.  Sous  ce  point  de  vue, 
ces  théories  ont  dans  la  géométrie  moderne  un  caractère 
qui  les  distingue  essentiellement ,  en  les  rendant  propres 
à  donner  aux  conceptions  géométriques  toute  la  généralité 
dont  sont  empreints  les  résultats  de  l'analyse.  H  sera  donc 
utile  d'étendre  les  usages  de  ces  méthodes,  et,  pour  cela, 
de  chercher  à  les  appliquer  aux  propositions  mêmes  pour 
lesquelles  les  procédés  ordinaires  de  la  géométrie,  tels  que 
la  proportionnalité  des  côtés  dans  les  triangles  semblables, 
ou  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés  dans  tout  tri- 
angle, fournissent  une  démonstration  facile^  à  plus  forte 
raison ,  quand  cette  démonstration  n'embrasse  qu'une  par- 
tie de  la  proposition,  commo  cela  a  eu  lien  dans  le  théo- 
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rèine  pi^écédent.  Nous  ne  doutons  pas  qu^on  ne  parvienne 
toujours  à  une  démonstration  vraiment  satisfaisante.  Du 
moins  les  applications  déjà  faites  ici  des  méthodes  en 
question  aux  figures-  rectilignes,  et  surtout  Tétendue  et 
la  facilité  de  celles  qui  se  présenteront  dans  la  théorie  des 
sections  coniques ,  comme  dans  celle  des  courbes  du  troi- 
sième degié  et  des  surfaces  du  second  ordre,  nous  per- 
suadent que  ces  méthodes  fécondes  forment  les  bases  oalu- 
rclles  de  la  géométrie. 

Appliquons-les  au  théorème  précédent. 

364.  Autre  démonsi ration  du  théorème  (362).  — Les 
trois  di'oites  menées  du  point  a  aux  sommets  du  triangle 
ABC  (fig*  64)  )  donnent  la  relation 

sin  aAC    sio  ^BA    sinaCB  /.„»^ 

sm/iAB    sm^BC    sm/zCA 

et  la  droite  AB,  qui  coupe  les  trois  côtés  du  triangle  abc^ 
donne  celle-ci  : 

Ar     Ba    yh  ^        ^ 

On  a  donc 

A/7    Bb    yc  sinaAC    sin^BA    sinaCB 

Ar    Ba    yb  siimAB    sin&BC    sinnCA 

Or  les  quatre  droites  issiies  du  point  C,  savoir  CA  ,  Ca  , 
CB  et  Ce,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  points  A,  a',  B,  7,  lequel ,  ^ cause  des  droites  con- 
courantes en  a,  est  égal  à  celui  des  quatre  points  c ,  C ,  & 
et  y.  On  a  donc  l'égalité 

sin  ûCA    sin  cCA  Ce    7c 

sinaCB  '  siocCB  '^  Cb  '  ^b' 

Et ,  par  suite ,  l'équation  précédente  devient 

Aa    Bb    Cr  _       sin  a  AC    sin  b BA    sin  rCB 
Âf  *  B«  '  CÎ  ~"  ""  sinaAB  *  sin  bBC  *  sin  rCA 

c.    Q.    F.     IJ. 
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Autrement.  Les  trois  triangles  a  AB ,  fcBC  et  cCA ,  cou- 
pés respectivement  par  les  transversales  &c,  ca  et  06,  don- 
nent [fig*  65)  les  trois  équations 

7A    6B     ta  (z6    cQ    ab  SG    aK     bc 

Multipliant  ces  ^uations  membre  à  membre,  on  obtieut 

7A    aB    6C     bB    çC     ak 
7b  '  iC  *  lÂ  *  cÂ  '  ÔB  '  ÎC 
ou 

flA     *B    fC  _       aC    6A    7B 

ôb'ïc'ca'^'^Ib'sc'va' 

Or,  d'après  le  lemme  (353) ,  on  a  dans  le  triangle  ABC 

a  G    6  A    7  B sin  a  AG    sin  bBA    sin  cGB 

ÔB  '  ?C  '  7Â  "~  sin  a  AB  '  sin  ^BG  "  sinrGA* 
Donc 

a  A    bh    cC  sinaAG    sin^BA    sincGB 

aB     bC    cK  sinaAB    sin6BG    sincGA 

c.    Q.    F.    Dé 

VI.  Triangles  homologiques. 

365.  Quand  deux  triangles  ont  leurs  sommets  deux  à 
deux  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  points 
leurs  côtés  se  rencontrent,  deux  à  deux,  en  Ux}is  points 
situés  en  ligne  droite. 

Soient  ABC,  abc  (fig*  66)  les  deux  triangles  dont  les 
sommets  sont,  deux  i  deux,  sur  les  trois  droites  Aa,  B&,  Ce 
concourantes  en  un  même  point  S ^  je  dis  que  les  trois  côtés 
AB,  BC,  CA  du  premier  rencontrent  respectivement  les 
irois  côtés  flft,  ic,  ca  du  second  en  trois  points  y,  a,  6 
situés  en  ligne  droite. 

En  effet ,  les  deux  côtés  AB ,  ab  rencontrent  la  droite  SCc 
en  deux  points  D,  d-^  et  l'on  a  sur  ces  deux  côtés,  respec- 
tivement, les  deux  séries  de  quatre  points  A,  D,  B,  yet 
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a^.d^  b^  y  dont  les  rapports  anharmoniques  sont  égaux, 
parce  que  les  trois  droites  x\a,  Dr/,  Bi  concourent  en  un 
niëme  point.  Donc  li*^  quatre  droites  issues  du  point  C , 
CA,  CD,  CB,  Cy^  ont  leur  rapport  anharmonîque  égal  i 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  e,  ca^  cd,  cb^  cy. 
Mais  dans  ces  deux  faisceaux ,  les  deux  droites  homologues 
Q),  cd  coïncident;  donc  les  trois  autres  droites  du  premier 
faisceau  rencontrent  respectivement  les  trois  droites  homo- 
logues du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (43).  Donc  les  trois  points  è^  a^  y  sont  en  ligne 
droite.  c.  q.  f.  d. 

366.  Réciproquement  ;  Si  ^leiix  trmnglss  sont  tels ,  que 
leurs  côtés  se  coupant,  deux  à  deux  iTspcctwement ,  en 
tivis  points  situés  en  ligne  droite ,  leurs  sommets  sont  sur 
trois  droites-  concourantes  en  un  mêtne  point. 

Les  trois  points  a ,  6 ,  y  étant  supposés  en  ligne  droite ,  je 
dis  que  les  trois  droites  Âa,  BA,  Ce  concourent  en  un 
même  point.  En  eQet,  les  quatre  droites  issues  du  point  C, 
Cy,  Ca  ,  Ce  et  C$,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  droi tes  issues  du  poi nte,ey,ea,eCeteS, 
parce  que  celles-ci  rencontrent  la  droite  ya&  aux  mêmes 
points  que  les  quatre  premières,  respectivement;  donc  les 
quatre  points  y,  B,  A ,  D  ont  leur  rapport  anharmonique 
%al  à  celui  des  quatre  points  y,  A,  ij,  d-^  donc  les  trois 
droites  B&,  T)d  ou  Ce  et  ha  concourent  en  un  même 
point  (38).  c.  Q.  F.  D. 

367.  Ces  théorèmes  sont  attribués  à  Deaargues,  parce 
qu^ou  les  trouve,  avec  quelques  autres  propositions,  à  la 
suite  du  Traité  de  Perspective  de  Bosse,  imité  des  A/é- 
tiiodes  de  Perspectii^e  de  Desargues.  Les  démonstrations  y 
spnt  longues  et  pénibles.  Depuis ,  ils  ont  été  démontrés  par 
plusieurs  auteurs,  et,  en  dernier  lieu,  par  M.  Poncelet, 
dans  son   Trait i  des  Propriétés  projrrtivrs  (page  8(^)  où 
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CCS  théorèmes  forment  la  base  de  la  théorie  des  Jigurcs  ho^ 
mologiques.  Cette  théorie  sera  exposée  dans  un  des  chapi- 
tres suivants  (XXV^,  S  ^^'^l  ?  "^^^  dirons  seulement  ici  que 
M.  Poucelet  a  appelé  cenfre  dliomologie  des  deux  triangles 
le  point  de  concours  des  droites  qui  joignent  leurs  sonunets 
correspondants ,  et  axe  dliomologie  la  droite  sur  laquelle 
lear9  côtés  se  coupent  deux  à  deux;  les  deux  triangles  eux- 
mèmés  sont  dits  homologiques . 

Les  deux  triangles  donnent  lieu  à  diverses  relations  de 
grandeur,  ou  relations  métriques,  fort  importantes,  qui 
dérivent  immédiatement  de  la  notion  du  rapport  anharmo- 
nique;  mais  ces  relations  devant  se  présenter  plus  tard 
comme  conséquences  naturelles  de  la  théorie  générale  des 
figures  honiographiqiws  (chap.  XXV),  nous  n'en  parle- 
rons pas  ici. 

368.  Lemme.  —  Étant  pris  sur  une  première  droite 
(  fig.  67)  deux  points  A ,  B ,  ef  sur  une  si'conde  deux  points 
a,  b,  et  étant  menées  les  dmites  Aa,  Bb  qui  se  ren- 
contient  en  un  point  S;  si  Von  fait  tourner  la  seconde 
ilroite  ab  autour  de  son  point  de  rencontre  y  av^ec  la  pre- 
mière y  le  point  S  change  de  position ,  et  alors  il  arriyc  : 

1^.  Que  la  droite  menée  par  le  point  S  parallèlement  à 
la  droite  ab ,  dans  chacune  de  ses  positions ,  rencontre  la 
droite  AB  toujours  eiï  un  même  point  I  ; 

Et  a**  que  le  point  S  décrit  un  cercle  qui  a  pour  centra 
ce  point  I. 

En  effet,  les  quatre  points  A ,  B,  y,  I  ont  leur  rapport 
anharmonique  éga^l  à  celui  des  quatre  a  ^  b^  y  et  TiaBni, 
sur  la  droite  ab  ;  et  cette  égalité  détermine  la  position  du 
point  I.  Par  conséquent ,  cette  position  reste  la  même  quand 
la  droite  ab  tourne  autour  du  point  7.  Ce  qui  démontre*  ta 
première  partie  du  lemme. 

Quant  à  la  seconde ,  les  doux  triangles  semblables  SRI  et 
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J  Bidonnent 

SI       BI  ^,      BI.^7 

-_  =  __,     ou     SI  =  — - — ' 
oy        By  By 

Cette  valeur  de  SI  est  constante.  Donc  le  point  S  décrit  un 
cercle  qui  a  pour  centre  le  point  I.  c.   q.  f.  d. 

Remarque,  —  Si  la  droite  ai,  en  tournant  autour  du 
point  y,  sort  du  plan  de  la  (i^re,  le  point  I  sera  toujours 
fixe,  et  le  point  S  décrira  une  sphère  ayant  son  centre  eu 
ce  point. 

369.  Quand  deux  triangles  sont  homologiques,  si  Ton 
fait  tourner  le  plan  de  l'un  d'eux  autour  de  Vaxe  d^ho-- 
mologie,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  som- 
mets homologues  concourent  en  un  même  point ^  et  ce 
point,  variable  de  position,  décrit  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  F  axe  d'homologie. 

En  effet,  si  Ton  fait  tourner  le  triangle  acb  {fig>  68) 
autour  delà  droite  a  S,  les  deux  droites  AB,  ab^  qui  se  ren- 
contrent e^i  7,  sont  dans  un  même  plan,  et  par  conséquent 
les  deux  droites  Aa,  Bi  se  rencontrent,  puisqu'elles  sont 
dans  ce  plan.  Pareillement,  la  droite  A  a  rencontre  la  droite 
Cr,  et  celle-ci  rencontre  la  droite  B5.  Or  ces  trois  droites 
A  ^1 ,  B  /^  et  C  c,  qui  se  rencontrent  deux  à  deux ,  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan;  il  s'ensuit  qu'elles  se  rencontrent  en 
un  même  point  S. 

Menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés  du 
triangle  a&c,  lesquelles,  étant  dans  un  même  plan  parallèle 
à  celui  du  triangle,  rencontreront  les  côtés  du  triangle 
fixe  ABG  en  trois  points  I,  J,  K  situés  sur  une  droite  pa- 
rallèle à  Taxe  d*liomologie  a  S  7.  D'après  le  lemme,  ces 
trois  points  resteront  fixes,  et  seront  les  centres  de  trois 
sphères  sur  lesquelles  se  mouvra  le  point  S.  Donc  ce  point 
décrira  un  cercle,  intersection  commune  de  ces  sphères,  et 
situe  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  IJK,  et  par 
conséquent  à  l'axe  d'homologîe  a 07.  c.  q.   f.   d. 

18 
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Remarque,  — Les  trois  droites  A  a,  Bt,  Ce  concourant 
en  un  même  point  dans  l'espace,  les  deux  triangles  sont  la 
perpectîve  l'un  de  l'autre  ;  on  peut  donc  donner  au  théo- 
rème cet  énoncé  : 

Quand  on  a  mis  en  perspectwe  une  figure  plane  sur 
un  tableau  plan^  si  Von  fait  tourner  le  tableau  autour  de 
la  ligne  de  terre  (*) ,  les  deux  figures  restent  toujours  en 
perspectii^e ,  et  le  lieu  de  l'œil,  qui  change  de  position 
dans  r espace,  décrit  un  cercle  situé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre  (**). 

§  II.  —  application   des  théorèmes  précédents  à  la 
démonstration  de  diverses  propriétés  du  triangle. 

1. 

570.  La  proposition  (3i$2),  relative  aux  segments  qu'une  trans- 
versale fait  sur  les  côtés  d'un  triangle,  est  connue  généralement 
sous  le  nom  de  Théorème  de  Ptolémée ,  parce  qu'on  la  trouve  dans 
le  grand  Traité  d'Astronomie  de  ce  géomètre ,  où  elle  sert  pour 
démontrer  le  théorème  analogue  sur  la  sphère ,  qui  forme  la  base 
de  la  trigonométrie  sphérique  des  Grecs.  Mais  cette  proposition 
n'est  pas  de  Ptolémée;  elle  remonte  plus  haut:  car  on  la  trouve 
dans  les  sphériques  de  Ménélaus ,  géomètre  antérieur,  de  près  d'un 
siècle,  à  Ptolémée.  Plus  tard,  Pappus  Ta  démontrée  et  s'en  est 
servi  dans  ses  Collections  mathématiques.  Les  Arabes,  et  les  géo- 
mètres européens  h  la  renaissance  et  encore  au  xvii^  siècle,  en  ont 
fait  un  grand  usage.  On  la  trouve  notamment  dans  le  petit  traité 
de  Pascal  intitulé  Essai  pour  les  coniques. 

Chez  les  Anciens,  ce  théorème  servait  principalement  pour  corn- 


(  *  )  On  appelle  ligne  de  terre  lu  ilioîle  d^iiiio  scclion  du  plan  de  la  figure 
mise  oh  perspective ,  par  le  plan  du  tableau. 

(**)  Celle  propo&ilion  ne  se  rencontre  pas  dans  les  Traités  de  Pertpec- 
fiVf|,  où  elle  serait  de  natunt  à  irouver  place.  Je  no  sais  môme  si  on  Ta 
quelquefois  énoncée;  mais  elle  esl  comprise  implicilcmenl  dans  les  beaui 
théorèmes  de  M.  Ponceict  sur  la  perspective  des  scellons  coniques.  (  A'oir 
Traité  des  Vropriclcs  projrctii'rs  des  figures;  papes  55  cl  75.) 
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poser  les  raisons  de  raisons ,  c'est-à-dire  pour  former  le  produit  de 
deux  rapports,  et  l'exprimer  par  un  rapport  unique.  Ainsi,  soient 

— r  et  —  {fig.  69)  les  deux  rapports  dont  on  veut  former  le  pro- 
duit. On  place  les  deux  lignes  m  A ,  /iD  de  manière  que  leurs  ex- 
trémités A  et  D  coïncident ,  et  Ton  forme  ainsi  le  triangle  BAC , 
dans  lequel  la  droite  mn  détermine  sur  la  base  BG  les  deux  seg- 

pC 
ments  /?C,  /?B  ,  dont  le  rapport  ^  est  égal  au  produit  des  deux 

rapports  donnés.  Les  Arabes  se  sont  beaucoup  exercés  snr  ce 
sujet ,  aujourd'hui  de  peu  dUntérét. 

Le  théorème  (557)  sur  les  segments  que  trois  droites  menées 
d'un  mcme  point  aux  trois  sommets  d'un  triangle  font  sur  les 
côtés. opposés,  avait  cté  attribué  à  Jean  Bernoulli ,  parce  «[u'on  le 
trouve  dans  le  recueil  de  ses  œuvres  (t.  IV,  p.  33).  Mais  on  a  re- 
marque depuis  que  ce  théorème  avait  été  démontré  antérieure- 
ment, parle  géomètre  italien  Jean  dcGéva,  dans  un  ouvrage 
intiiulé  :  De  lineis  redis  se  inpt'cem  secantibus ,  statica  constructio 
(Milan,  1678,  in-4^),  ouvrage  dans  lequel  Fauteur  emploie  des 
démonstrations  fondées  sur  des  considérations  de  statique. 

M.  Carnot,  après  avoir  démontré  ces  deux  théorèmes  dans  sa 
Géomêi rie  de  position  y  lés  a  reproduits  dans  son  Mémoire  inliltilô 
Essai  snr  la  théorie  des  transversales ,  en  les  re^^ardant ,  hî  pre- 
mier principalement,  comme  le  fondement  de  celte  thé<iric.  ««  Ce 
»  théorème,  dit  l'illustre  auteur,  qui  doit  être  regardé  comme 
•  le  principe  fondamental  de  toute  la  théorie  des  transversales. . .    ■* 

Les  deux  théorèmes  ont  en,  dans  les  ouvrages  de  M.  Ciimot, 
et  depuis  dans  ceux  de  quelques  autres  géomètres,  un  usage  spé- 
cial et  un  usage  général.  Un  usage  spécial  pour  démontrer,  par 
l'un,  que  trois  points,  considérés  dans  ime  figure,  sont  en  ligne 
droite,  et  parl'autre,  que  trois  droites  passent  par  un  même  point. 
C'est  ainsi  qu'on  démontre  avec  une  grande  facilité,  par  exemple, 
que  les  trois  centres  de  similitude  directe  de  trois  cercles  pris  deux 
à  deux  y  sont  en  ligne  .droite  ;  ou  bien  que  les  droites  menées  des 
sf>mniets  d'un  triangle  aux  milieux  des  cùtéb  opposés  passent  par 
un  même  point.  Dans  leur   usage  général,  les  deux  théorèmes 

18. 


t 
l 
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peuvent  servir  de  lien  ou  de  transition  pour  la  démonstration 
d'autres  propositions.  On  peut  en  faire  usage,  par  exemple,  pour 
démontrer  les  propriétés  du  quadrilatère  sur  Tinvolution.  Mais 
ces  applications  des  deux  théorèmes  sont  bornées,  et  les  démons- 
trations qu'ils  procurent  sont,  en  général,  beaucoup  moins  fa- 
ciles que  celles  que  procure  la  théorie  du  rapport  anharmonique. 
On  le  conçoit;  car,  outre  que  les  deux  théorèmes  sont  moins 
simples  que  la  notion  du  rapport  anharmonique ,  et  moins  pro- 
pres, par  conséquent,  à  trouver  des  applications,  ils  se  réduisent 
à  eux-mêmes  et  ne  donnent  pas  lieu  à  des  théories  étendues  comme 
celles  du  rapport  anharmonique,  de  la  division  homograpfaique , 
et  de  rinvolution,  qui  ne  sont  au  fond  que  des  développements 
de  cette  notion  simple  et  élémentaire  du  rapport  anharmonique. 

571.  On  ne  s'est  servi,  jusqu'ici ,  que  des  deux  théorèmes  dont 
nous  venons  de  parler,  dans  lesi]uels  on  considère  les  segments 
faits  par  trois  points  sur  les  côtés  d'un  triangle  ;  mais  il  est  indi&. 
pensable  d'y  joindre  les  théorèmes  correspondants  (oo4]  et  (586) 
relatifs  aux  sinus  des  angles  que  les  droites  menées  des  sommets 
à  ces  points  font  avec  les  côtés,  car  ils  ont  leurs  applications  pro- 
pres ,  qui  peut-ctre  même  sont  les  plus  nombreuses. 

Les  théorèmes  dans  lesquels  on  considère  tout  à  la  fois  une 
transversale  et  un  point  fixe  dans  le  plan  d*un  triangle,  et  qui  pré- 
sentent ime  application  plus  directe  de  la  théorie  de  l'involution, 
seront  également  utiles,  comme  nous  allons  le  voir. 

II. 

574.  Les  polaires  d'un  même  point  relatives  aux  trois  angles 
d'un  triangle  vont  rencontrer,  respectivement^  les  côtés  opposés  en 
trois  points  situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  Aa',  B^',  Ce'  [fig,  70)  les  polaires  du  point 
O,  relatives  aux  trois  angles  du  triangle  ABC  (347);  et  a\  b\  c 
les  points  où  elles  rencontrent,  respectivement,  les  côtés  oppo- 
sés. On  a,  relativement  aux  trois  droites  issues  du  .point  O,  l'é- 
quation (3,  ol»6);  mais  les  deux  droites  OA,  Ka'  divisant  har- 
moniquement  l'angle  en  A ,  on  a 

sin  OAB  _       sin^'AB 

sin  OAC  "~  ~  sÏÎÏVaC     ^^^' 
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Pareillement 

sioOBC  __  ^  sin  b'BC  sin OCA  _       sin  c'CA 

sin  OBA  ""       sinVÏÏX     ^       sin  OCB  ~  ""  sin  c'CB  ' 

De  sorte  que  Téquation  (  3  )  se  change  en  celle-ci  : 

sin  a' Ah      si  n  *'  BC     si  n  c'CA 


sin  a'AG      sin  b'  BA     sin  c'CB 


=  -f-i; 


laquelle  prouve:  (Stftf)  que  les  trois  points  a\  b'j  c  sont  en  ligne 
droite.  Donc,  etc. 

CoaoLLAiiLs.  —  Si  le  point  O  est  à  l'infini ,  les  trois  droites  OA , 
OB  y  OC  seront  parallèles ,  et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  :        « 

Une  transversale  étant  menée  dans  le  plan  d'un  triangle  y  les 
droites  qui  vont  des  sommets  des  trois  angles  aux  points  milieux 
des  segments  interceptés  sur  la  transversale  par  ces  angles  respec^ 
tivementy  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite. 

575.  Les  polaires  d*un  point  relatives  à  deux  angles  d'un  tri  an' 
gle  se  coupent  sur  la  droite  qui  joint  ce  point  au  sommet  du  troi^ 
sième  angle. 

Soit  O'  [fig»  71)  ^^  point  d^intersection  des  )>olaires  du  point  O 
relatives  aux  deux  angles  A  et  B  ;  je  dis  que  le  point  O'  est  sur  la 
droite  OC. 

En  effet,  AO'  et  BC  étant  les  polaires  du  point  O ,  on  a 

sinOAB_       sin  O'AB  sin  OBC  _       sinO^BC 

sin  OAC  ""  ""  sin  O'AC     ^^      sin  OBA  ~"       sinO'BA* 

De  sorte  que  Téquation  (3,  556),  relative  aux  trois  droites  issues 
du  point  0,  devient 

sin  O'AB      sin  O^  BC     sin  OCA  _  ^ 
sin  O'AC  '  sinO'BA  '  sin  OCB  "~ 

Mais  en  menant  la  droite  O'C,  on  a 

sinO'AB      sinO'BC      sin  O'CA  ,  ,^. 
. .   z=:  —  1      (5ooj. 

sin  O'AC      sinO'BA     sin  OCB  ^        ' 
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Donc 

sin  OC  A  __  sin  O  CA      , 

sin  OCB  ~"  sin  O'CB  ' 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  OC  et  O'C  sont  coïncidentes; 
c*est-à-dire  que  le  point  O'  est  sur  la  droite  OC.      c.  q.  f.  d. 

374.  Si  dans  le  plan  d'un  tn'angle  ABC  {^'^.  72}  0/1  mène  une 
transversale  qui  rencontre  ses  côtés  en  trois  points  ik  y  b,  c,  et  que 
sur  chaque  côté  on  prenne  le  conjugué  harmonique  du  point  de 
rencontre  de  la  transversale ,  par  rapport  aux  deux  sommets  du 
triangle,  les  droites  qui  Joindront  les  trois  points  ainsi  déterminés , 
aux  sommets  opposés,  passeront  par  un  même  point. 
*     En  efTet ,  on  a 

«C      bA      fB  V"*** /> 


=  -T-o      W 


et 

aB 

a'B        bC            b'C        ck           c'a 

aC 

fl'C'      bk            b'k'     cB           r'B 

Donc 

a'B       b'C       c'a 

a'C       b'A       c'B^        '' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  droites  A  a',  Bb'yQc'  passent  par  un 
même  point  (  558  ) . 

CoEOLLAiBE.  —  Si  la  transversale  est  à  Tin  fini ,  on  en  conclut 
que  :  Les  trois  droites  menées  des  sommets  d'un  triangle  aux  milieux 
des  côtés  opposés  concourent  en  un  même  point, 

57  J5.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  on  mène  une  transversale  et 
qu'on  prenne  sur  deux  côtés  les  points  qui  avec  la  transversale  di- 
visent ces  côtés ,  respectivement,  en  rapport  harmonique ,  les  deux 
points  ainsi  déterminés  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  de  ren-^ 
contre  du  troisième  côté  par  la  transversale. 

En  effet ,  la  transversale  rencontre  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 

«,  by  c{fig'  72),  et  Ion  a 

oB      bC      cA_ 
7c'  bÂ'  ^~'' 

Si  sur  les  côtés  AB ,  AC  on  prend  les  points  c\  b'  qui,  avec  r,  by 
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respectivement,  ]es  divisent  harmoniquement ,  on  aura 

£A_        r'A        ^C  _       b'C 

et  par  conséquent 

6rB       b^       ^'^^     . 

ce  qui  prouve  que  les  trois  points  b%  c'  et  a  sont  en  ligne  droite. 
Donc,  etc. 

576.  Dans  un  triangle  y  les  bissectrices  des  trois  angles  passent 

par  un  même  point. 

^        ,  ,  sinaAB       sin  6BC        sincCA 

Car  chacun  des  trois  rapports -^     -; — ; —  7      -: 

sinaAC       sint^BA       sin  cCB 

{fis*  73)  est  égal  à  —  1  ;  par  conséquent  leur  produit  est  égal  lui- 
même  à  —  I  ;  ce  qui  [i^rouve  que  les  trois  droites  passent  par  un 
même  point. 

577.  Dans  un  triangle  y  les  bissectrices  des  suppléments  des  trois 
ongles  rencontrent  les  côtes  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite. 

En  effet,  si  les  p<nnts  a,  b,  c  appartiennent  aux  bissectrices 
des  suppléments  des  trois   angles,    chacun   des   trois  rapports 

-: ;»  etc.,  est  égal  a  -|-  1 .  Leur  produit  est  donc  aussi  égal 

sm  a  AC 

à  -h  I  ;  donc  les  trois  droites  rencontrent^  respectivement,  les 
côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

578*  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  de  deux  angles  et  la  bis- 
sectrice du  supplément  du  troisième  angle  rencontrent  respective- 
ment les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

^    '  .  sin/ïAB    sin  ^BC       sincCA 

En  effet,  deux  des  trois  rapports  -. —,9  -.—- 7-777  ^' 7^ 

'  '         sm  ^  AG    sm  o  BA       sin  c  CB 

sont  égaux  à  —  i ,  et  le  troisième  à  +  r  ;  leur  produit  est  donc  égal 

à  -4-  1  ;  ce  qui  prouve  que  les  trois  points  a  y  b,  c  sont  en  ligne 

droite.  Donc,  etc. 

579.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  suppléments  de  deux 
angles  se  rencontrent  sur  la  bissectrice  du  troisième  angle. 
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En  effet,  pour  les  bissc^ctrices  des  suppléments  des  deux  angles 

«    "  -r.  /  ^        r\     1  sin^BC        sincCA 

Bet  C  [fis.  '74)  >  *^*  rapports  -. — ^.--r  et  -. sont  égaux  u 

'  sin6BA        «iincCB  ° 

H-  I ,  et  pour  la  bissectrice  de  Tangle  A  le  rapport ^  est  égal 

sin  û  AC 

à  —  I  ;  le  produit  des  trois  rapports  est  donc  égal  à  —  i  :  ce  qui 

prouve  que  les  trois  bissectrices  passent  par  un   même  point. 

Donc,  etc. 

580.  Si  €l*un  point  on  conduit  des  rayons  aux  trois  sommets  d*un 
triangle  y  les  droites  menées  par  ce  même  point  perpendiculaire- 
ment à  ces  rayons  f  iront  rencontrer  les  côtés  opposés ,  en  trois  points 
situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  trois  droites  perpendiculaires  à  celles  qui  vont  aux 
sommets  du  triangle  forment,  avec  celles-ci ,  un  faisceau  en  in- 
volution  (246).  Donc  elles  rencontrent  Jes  trois  côtés  en  trois 
points  en  ligne  droite  (559). 

581.  Concevons  qu'on  ait  mené  par  le  point  0(fig.  ']5)  trois 
droites  formant  avec  les  trois  OA,  OB,  OC,  respectivement, 
trois  angles  qui  aient  la  même  bissectrice  OL;  ces  trois  droites  ren- 
contreront ,  respectivement ,  les  trois  côtés  opposés  aux  sommets  A , 
B,  C,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Car  elles  formeront 
avec  les  trois  OA,  OB,  OC  une  in  volution  (247). 

On  peut  donner  au  théorème  cet  énoncé  : 

Si  trois  rayons  pariant  des  sommets  d'un  triangle  vont  se  réfléchir 
en  un  même  point  sur  une  droite  ^  les  rayons  réfléchis  rencontre- 
ront, respectivement  y  les  trois  côtés  opposés  du  triangle^  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite. 

582.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle 
sur  les  côtés  opposés  forment,  avec  ces  côtés ,  six  droites  ayant 
entre  elles  les  relations  d'in volution  (24C)  ;  donc  (560) ,  ces  trois 
perpendiculaires  passent  par  un  même  point. 

585.  Par  une  considération  semblable  on  démontre  que  : 
Si  des  sommets  if  un  triangle  on  abaisse  sur  les  côtés  opposés 
des  oblif/ues  sous  des  angles  ayant  leurs  bissectrices  parallèles  à 
une  même  droite ,  ces  trois  obliques  passeront  par  un  même  point. 
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Car  elles  auront  avec  les  côtés  du  triangle  les  relations  d'invo- 
ltUion(847}. 

384.  Étant  pris  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle,  si  l'on 
mène  les  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point 
les  trois  côtés  du  triangle ,  et  les  bissectrices  des  suppléments  de  ces 
trois  angles  : 

1".  Les  trois  bissectrices  des  suppléments  rencontreront  les  trois 
côtés  opposés,  respectivement,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  ; 

2®.  Les  bissectrices  de  deux  des  trois  angles  et  la  bissectrice  du 
supplément  du  troisième,  rencontreront  aussi  les  trois  côtés  opposés, 
respectivement ,  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Car  les  trois  bissectrices  que  Von  considère  dans  chaque  cas 
forment  une  involution  avec  les  trois  droites  menées  au\  sommets 
du  triangle  (  279)  ;  par  conséquent,  elles  rencontrent  les  côtés  oppo- 
sés en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (5^9  ). 

581$.  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  théorème 
précédent  : 

1  •*.  Les  bissectrices  des  trois  angles  rencontrent  les  côtés  opposés 
du  triangle  en  trois  points  tels,  que  les  droites  menées  de  ces  points 
atix  sommets  opposés  concoitrent  en  un  même  point  ; 

2**.  La  bissectrice  de  Vun  des  trois  angles  et  les  bissectrices  des 
suppléments  des  deux  autres  rencontrent  aussi  les  côtés  opposés  en 
trois  points  tels ,  que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  sommets 
opposés  concourent  en  un  même  point. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  du  précédent,  en 
vertu  du  théorème  (374). 

586.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle ,  si  d'un  point 
de  la  circonférence  on  abaisse  sur  ses  côtés  des  obliques ,  sous  le 
même  angle  et  dans  le  même  sens  de  rotation ,  les  pieds  de  ces 
obliques  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soit  le  triangle  ABC  inscrit  au  cercle  {fig-  76);  que 
par  un  point  O  de  la  circonférence  on  mène  les  droites  OA ,  OB , 
OC  qui  aboutissent  à  ses  sommets,  et  les  droites  OA',  OB',  OC 
parallèles,  respectivement,  aux  côtés  opposés >  les  trois  angles 
(A,  A') ,  (B,  B'),  (C,  C)  auront  in  même  bissectrice.  Car  Tangle 
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A'OC  est  égal,  par  conslructioD ,  au  supplément  de  Tangte  ABC 
du  triangle,  et,  par  conséquent,  à  Tanglc  AOC  qui  sous-tend  la 
même  corde.  Donc  les  deux  angles  AOA'  et  COG'  ont  la  même 
bissectrice.Et  il  en  est  de  même  des  angles  AOA'  et  BOC. 

Ainsi  les  trois  droites  OA',  OB',  OC  font  avec  les  trois  OA,  OB, 
OC,  respectivement,  trois  angles  qui  ont  la  même  bissectrice,  et, 
par  conséquent,  ces  six  droites  forment  une  involution  (247). 
Si  Ton  fait  tourner  les  trois  premières,  d'une  même  rotation  ,  au- 
tour du  point  0,  les  angles  qu'elles  feront  avec  les  trois  OA, 
OB ,  OC ,  respectivement  ^  auront  encore  une  même  bissectrice ,  et, 
par  conséquent,  les  six  droites  seront  encore  en  involution.  Donc 
les  trois  OA',  OB',  OC,  devenues  O/7,  Oô,  Oc,  dans  leur  nou- 
velle position ,  rencontreront  respectivement  les  trois  côtés  op- 
posés du  triangle,  savoir  BC,  CA,  AB,  en  trois  points  /?,  ^,  r 
situés  en  ligne  droite  (5^9).  Mais  alors  ces  trois  droites,  qui 
primitivement  étaient  parallèles  à  ces  trois  côtes  du  triangle ,  sont 
devenues  trois  obliques  abaissées  sur  ces  côtés ,  sous  le  même 
angle,  et  dans  un  même  sens  de  rotation  à  partir  des  perpendi- 
culaires à  ces  côtés;  le  théorème  est  donc  démontré. 

586  bis,  Remarque.  —  Les  quatre  points  O,  A,  C,  B  sont  les 
sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  les  trois  angles 
AOA',  BOB',  COC  sont  égaux  aux  angles  formés  chacun  par  deux 
côtés  opposés  ou  par  les  deux  diagonales  du  quadrilatère;  et  celte 
circonstance,  que  ces  trois  angles  ont  la  même  bissectrice,  ex> 
prime  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cercle ,  les  bissectrices  des 
deux  angles  formés ,  respectivement ,  par  les  deux  couples  de  côtés 
opposés  y  sont  rectangulaires  et  parallèles  aux  bissectrices  des  an- 
gles formés  par  les  deux  diagonales. 

587.  Quand  un  triangle  est  circonscrit  à  un  cercle,  si  de  ses 
sommets  on  abaisse  sur  une  tangente  au  cercle  trois  obliques  qui 
soient  vues  du  centre  sous  des  angles  égaux  et  formés  dans  le  même 
sens  de  rotation  à  partir  des  sommets  y  ces  trois  obliques  concour- 
ront en  un  même  point. 

En  effet ,  soit  [fig.  77  )  le  triangle  ABC  circonscrit  au  cercle ,  ot 
dont  les  côtés  rencontrent  une  tangente  L  en  trois  points  a  ^  bjCi 
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que  (la  centre  du  cercle  on  mène  des  droites  à  ces  points  et  aux 
trois  sommets  du  triangle  ;  ces  six  droites  seront  en  involu- 
tion  (5^0).  En  outre,  les  trois  angles  AO/i,  BO^,  GOc^que  ces 
six  droites  forment ,  deux  à  deux ,  ont  la  même  bissectrice.  Car 
les  deux  angles  AOG,  aOc  qui  sous*tendent  les  deux  tangentes 
A€  y  ac  comprises  entre  les  angles  opposés  au  sommet ,  formés 
par  les  deux  tangentes  AB ,  GB,  sont  égaux  ;  t  ^  par  conséquent , 
la  bissectrice  cle  i'axigle  AO^z  est  aussi  celle  d^  Tangle  GO  c.  Et 
elle  est  pareillement  la  bissectrice  de  Tangle  BO  b. 

Puisque  les  trois  droites  OA ,  OB ,  OC  font  avec  les  trois  O  a , 
0^,  Oc,  respectirement,  trois  angles  qui  ont  la  même  bissec- 
trice y  il  en  sera  de  même  si  Ton  fait  tourner  d'une  même  rotation, 
les  trois  droites  OA,  OB,  OC  autour  du  point  O  ;  et  par  conséquent, 
dans  leur  nouvelle  position^  ces  droites  formeront  encore  une  in- 
volution  avec  les  trois  Oa,  0^,  Or.  Donc  les  points  n',  ^',  c',  où 
elles  rencontreront  la  tangente  fixe  L ,  formeront  une  involution 
avec  les  trois  a  y  hyc.  Donc  les  droites  qui  joindront  ces  trois  points 
aux  trois  sommets  du  triangle  passeront  par  un  même  point  (  561  ). 
Mais  ces  droites  forment  trois  obliques  abaissées  des  sommets  du 
triangle  sur  la  tangente  L  ,  et  qui  sont  vues  du  centre  O  sous  des 
angles  égaux  comptés  dans  le  même  sens  à  partir  des  sommets;  le 
théorème  est  donc  démontré. 

SftT  his.  Remarque.  —  Le  triangle  ABC  et  la  tangente  L  forment 
an  quadrilatère  CB  c^  circonscrit  au  cercle ,  dont  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  A  et  /z.  La  droite  qui  joint  ces 
points  de  concours ,  et  les  deux  diagonales  Ce,  B^,  sont  vues  du 
centre  sons  les  angles  AOa,  GOr,  BO^  ;  et  puisque  ces  angles  ont 
la  même  bissectrice ,  on  en  conclut  que  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle ,  les  angles 
sous  lesquels  on  voit  du  centre  les  deux  diagonales  et  la  droite  qui 
joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  ont  la  même  bis- 
sec  tri  ce. 

588.  Quand  trois  triangles,  homologiques  deux  a  deux  ,  ont  le 
même  axe  iThomologie,  leurs  trois  centres  d*homologie  sont  en 
ligne  droite. 

Soient  abc  y  a' b'  c  y  a"  b"  c"  [fig.  78)  les  trois  triangles,  dont 
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les  côtés  homologues  concourent  trois  à  trois  en  trois  points  a,  ^,  y, 
situés  en  ligne  droite;  les  trois  côtés  aby  a' b\  a"  b'^  donnent  lieu 
aux  deux  triangles  a/i' a"  eibb'  b'\  dont  les  sommets  sont,  deux 
à  deux ,  sur  trois  droiies  concourantes  au  même  point  7;  donc  les 
trois  côtés /7a%  aa"  et  a' a''  du  premier  rencontrent  respectivement 
les  trois  côtés  bb'y  bb"  et  b' b'^  du  second  en  trois  points  situés  en 
ligne  droite  (S6tf  ).  Or  ces  trois  points  sont  les  centres  d'homologie 
des  trois  triangles  proposés,  pris  .deux  à  deux;  donc,  etc. 

Ck)aoLLAiBK.  —  Deux  triangles  homothétiques y  ou  semblables 
et  semblablement  placés,  sont  deux  triangles  horoologiques  dont 
Taxe  d'hproologie  esta  l'infini.  Donc  :  Quand  trois  triangles  sont 
homothétiques ,  deux  à  deux^  leurs  centres  de  similitude,  ou  (Tho- 
mothétie,  sont  en  ligne  droite. 

580.  Quand  trois  triangles  homologiqucs  ont,  deux  h  deux  y  le 
même  centre  dt homologie ,  leurs  trois  axes  d* homologie  passent 
par  un  même  point,. 

Soient  abc,  a' y c\  a"  b" c"  (Jîg.  'jc))  les  trois  triangles,  dont 
les  sommets  sont,  trois  à  trois,  sur  trois  droites  concourantes  en 
un  même  point  S,  centre  d'homologie  commun  aux  trois  triangles. 
Les  trois  côtés  ab,  a'b',  a"  b"  forment  un  triangle,  et  les  trois 
côtés  ac,a'(f,  a" c"  en  forment  un  second.  Ces  deux  triangles 
sont  homologiques ,  puisque  les  trois  côtés  de  l'un  rencontrent  res- 
pectivement les  trois  côtés  de  Tautre  en  trois  points  <i,  a' ,  a"  situés 
en  ligne  droite.  Donc  les  sommets  des  deux  triangles  sont ,  deux 
à  deux,  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point  (366). 
Or  ces  droites  sont  précisément  les  axes  d'homologie  des  trois  tri-» 
angles  proposés.  Donc,  etc. 
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CHAPITRE  XX. 

PROPRIÉTÉS      DES    POLYGONES    EN     GÉNÉRAL,      DU     QUADRILA- 
TÈRE   ET    DE    l'hexagone. 


390.  Les  propriétés  du  triangle  contenues  dans  les  pre- 
mières parties  du  chapitre  précédent  (332-364)  se  dis- 
tinguent par  Thypothèsc  et  par  la  forme  particulière  des 
équations  qui  expriment  ces  théorèmes.  Car,  d^une  part, 
on  y  considère  toujours,  soit  un  système  de  points  pris  sur 
les  côtés  du  triangle,  soit  un  système  de  droites  menées  par 
ses  sommets,  ou  des  points  et  des  droites  tout  à  la  fois; 
et,  d'autre  part,  l'équation  qui  constitue  chaque  théorème 
est  toujours  formée  d'un  produit  de  rapports,  chacun  de 
deux  segments  qui  ont  même  origine  sur  une  même  droite, 
ou  de  deux  sinus  d'angles  qui  ont  même  sommet  et  un 
côté  commun ,  produit  égal  h  it:  i ,  ou  bien  d'un  produit 
de  rapports  de  segments  égal  à  un  produit  de  rapports  de 
sinus. 

On  peut  former  dans  un  triangle  beaucoup  d'autres  re- 
lations semblables,  nous  n'avons  donné  que  celles  qui  de- 
vaient nous  oilrir  une  application  utile. 

Il  existe  dans  les  polygones  des  relations  du  même  genre, 
dont  celles  du  triangle  ne  sont  que  des  cas  particuliers  et 
qui  comportent ,  comme  celles-ci ,  l'application  du  prin- 
cipe des  signes  aux  segments  et  aux  angles  que  l'on  y  con- 
sidèi-e.  Nous  allons  démontrer  quelques-unes  de  ces  proprié- 
lés.  Le  principe  des  signes  nous  permettra  d'en  conclure 
quelques  propositions  qui  semblent,  par  leur  nature,  se 
rattacher  à  cette  partie  de  la  science ,  à  laquelle  on  a  donné 
parfois  le  nom  de  Géométrie  r/e  situation ,  non  pas  seule- 
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394.  Corollaire. — LVquatîon  prouve  qu'il  y  a  toujours 

,  .         .    j  sinOAB  sinOBC 

un  nombre  pair  ou  impair  de  rapports   .    ^^^9   .   ^^-y  etc. , 

négatifs,  selon  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  pair 
ou  impair;  et  Ton  en  conclut  cette  proposition  : 

Si  d'un  même  point  on  mène  ries  rayons  aux  sommets 
de  tons  les  angles  d'un  polygone,  dont  les  uns  seront  situes 
dans  les  angles  eux^nénies  [ou  leurs  opposés  au  somfnet) 
et  les  autres  dans  les  suppléments  des  angles  ^ 

Le  nombre  des  rayons  situés  dans  les  angles  sera  pair 
ou  impair,  selon  que  le  nombre  des  angles  du  polygone 
sera  pair  ou  impair, 

395.  Si  par  les  sommets  d'un  polygone  ABCDEF 
(fig.  82)  on  mène  arbitrairement  des  droites  A  a,  Bb,  etc., 
qui  forment  un  second  polygone  abcdef  inscrit  au  pie- 
rm'er,  on  a  la  relation 

—    —       YI ^,si"^AF    sin&BA       sin/FE 

^  '      A/'  Ba"  Fc  —"sinflABsin  /;BC '**  sin/FA*' 

le  signe  étant  H-  ou  — ,  selon  que  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  est  pair  ou  impair, 

JNous  allons  prouver  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  ua 
polygone  de  n  cotés,  il  l'est  pour  un  polygone  d'un  côlé  de 
plus.  En  effet,  considérons  le  polygone  de  n  cotés  ABCDK, 
pour  lequel  on  a  par  hypothèse, 

An    Bb       Es  ,   sin/iAE    sin^BA        sin  aED 


Ac     Ba        Efi  sinaAB    siii  ÀBC       sincEA 

On  a  dans  le  triangle  AEF, 

As     Ec    F/  sinsAF    sin  rEA    sin/FE 


A/    Es     Fe  sincAE    sin  ^EF    sin/FA 

Multipliant  membre  à  mcrabre,  il  vient 


(r.ctt). 


A^     B^        Kc    F/__sinrtAE    sin^BA       sin/FE 
Af'hVi"*  e7/'  F>~*  '^sin'^AF  '  sinTÏÏC    "sin/FÂ 
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Ce  qui  démontre  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  poly- 
gone de  7»  côtés ,  il  Test  pour  un  polygone  d'un  côté  de  plus. 
Or  nous  Tavons  démontré  pour  le  triangle;  donc  il  a  lieu 
pour  un  quadrilatère,  pour  un  pentagone,  etc.  Donc,  etc. 

Observation.  — Les  deux  théorèmes  (391  et  393)  peu- 
vent être  considères  comme  des  corollaires  de  la  propo- 
sition actuelle,  ainsi  que  nous  Pavons  vu  à  Tégard  du  tri- 
angle (362). 

396.  Des  droites  Aa,Bb,  Ce,...,  étant  menées  arbitrai" 
rement  par  les  sommets  d'un  polygone  ABC...  (fig.  83), 
si  une  transversale  rencontre  les  côtés  du  polygone  en  des 
points  a,  6,  y,.,.,  et  les  droites  en  des  points  a,  h,..,  on 
aura  ,  entre  les  sinus  des  angles  que  les  droites  font  a\^ec  les 
côtés  du  polygone  et  les  segments  que  ces  angles  inter^ 
ceptent  sur  la  transversale,  la  relation 

...       sinaAB    sin  ^BG    sincCD  j«^»    ^^    ^7 

^*^       sinoAF    sin^BA    sin  cCB  ~«?    ha    c6      ' 

le  signe  étant  -\-  ou  — ,  selon  que  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  est  pair  ou  impair. 

En  elTet ,  que  par  un  point  O  pris  sur  la  transversale  on 
conduise  des  droites  aux  sommets  du  polygone,  on  pourra 
écrire 

nn  a  AB    sin  OAB\  /sin  h  BC    sin  OBC\ 


\  /sin^BC  ^  sin  OBC\ ^  laa  .  Oa\  /^    06\ 

/  Vsin^BA'sinOBAJ  "V^f  "Oy/  \fca  '  Oa/ 


BnaAF  '  sinOAF/  \sin  6BA  '  sinOBA 

car  dans  le  second  membre  les  facteurs  Oa,  06,...,  se  dé- 
truisent deux  à  deux,  et,  dans  le  premier  membre,  tous 
les  sinus  introduits  se  détruisent  ensemble ,  parce  qu*on  a 
Téquation 

■ 

sinOAB    sinOBC    sinOCD  .         ,,^., 

.  .: . •••  =  ±  I      i595). 

sinOAF    sinOBA    sin  OCB  ^        ' 

Or  les  rapports  anharmoniques  du  premier  membre  de 

>9 


L 


/ 
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réquation  sout  égaux  à  ceux  du  secoue!  membre ,  un  à  un , 
respectivement.  Donc  Téquation  est  vraie. 

G.    Q.     F.     D. 

397.  Corollaire.  —  Une  transversale  étant  menée  dans 
le  plan  d'un  polygonr ,  les  deux  côtés  de  chaque  angle  du 
.  .  polygone  rencontrent  cette  droite  en  deux  points  qui  dé- 

terminent un  segment  compris  soit  dans  l'angle  lui-même 
(ou  son  opposé  au  sommet) ,  soit  dans  son  supplément.  On 
conclut  du  théorème  qui  vient  d'être  démontré  que  :  he 
nombre  des  segments  compris  clans  les  angles  eux-mêmes 
ou  leurs  opposés  ait  sommet  est  toujotws  pair. 

En  eliet,  supposons,  dans  le  théorème,  que  toutes  les 
droites  x\^,  B/.>,etc.,  soient  menées  dans  les  angles  mêmes 

du  polygone  ^  chaque  rapport  tel  que  —  ?   relatif  à  Tangle 

A,  sera  négatif  quand  le  segmentée!  sera  compris  dans 
Tangle  A  ou  son  opposé  au  sommet,  et  positif  quand  le 
segment  sera  compris  dans  le  supplément  de  Tanglc.  La- 
proposition  revient  donc  à  prouver  que  le  nombre  des  rap- 
ports —  »  j-  )  etc.,  négatifs  est  toujours  pair.  Or,  quand  le 

nombre  des  angles  du  polygone  est  pair,  on  a  le  signe  -H  dans 
l'équation  (4).  Mais  alors  le  premier  membre  est  positif, 
et,  par  conséquent ,  le  second  Test  aussi.  Donc  le  nombre 

s 

des  rapports  — ?  etc.,  negatits  est  pair. 

Quand  le  nombre  des  angles  du  polygone  est  impair,  le 
signe  du  second  membre  de  l'équation  (4)  est  —  i.  Mais 

le  premier  membre  est  négatif.  Donc  le  produit  —  •  r—?  •  ••  ' 

est  positif.  Donc  le  nombre  des  rapports  négatifs  est  pair. 
(]c  que  nous  nous  proposions  de  prouver.  Donc,  etc. 

Observation,  —  Ce   théorème  et  les  deux  (392,  394-) 
sont  de  ceux  qui  nous  paraissent  se  rapporter  à  la  Géomé- 
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trie  de  situation  proprement  dite,   comme  nous   Tavons 
annoncé  (390). 

398.  Étant  pris  des  points  a,  b,...,  sur  les  côtés  d'un 
polygone  ABCD ...  (fig.  84),  si  d'un  point  O  F  on  mène  des 
droites  aux  sommets  du  polygone  et  aux  points  a  ^  b,..., 
on  aura,  entre  les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font 
entre  elles  et  les  segments  que  les  points  a,  h ^.,,  font  sur 
les  côtés  du  polygone^  la  relation 

sin  a  0 A    sin  &  OB       ak    ^  B 

sin  a OB  '  sïnTÔC'"  ~  ÔB    Tc" 

En  effet,  menons  par  le  point  O  une  droite  fixe  OL,  et 
appelons  a\  i',. ..,  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés  AB, 
BC,...  du  polygone,  l'équation  pourra  s'écrire 


jjnaOA    sin  LO A \  /sin  ftOB    sin  LOB 
ttOflOBsinLOBJ  Isïn  TÔTT' sîn  LÔC 


Car  tous  les  sinus  introduits  dans  le  premier  membre  s'an- 
nulent d'eux-mêmes  deux  à  deux,  et  les  segments  intro- 
duits dans  le  second  membre  s'annulent  tous  ensemble,  en 
vertu  de  la  relation 

fl'B     b'C  ^        ■ 

Or  chaque  rapport  anharmonique  du  premier  membre  est 
égal  au  rapport  anharmonique  correspondant  dans  le  se- 
cond membre.  Donc  Téquation  a  lieu,  et  le  théorème  se 
trouve  démontré. 

399.  Corollaire  I.  —  Si  toutes  les  droites  Oa,  O  A,  etc., 
sont  les  bissectrices  des  angles  AOH,  BOC,  etc.,  chacun 

des  rapports ^—r  ?  etc., est  égal  à  —  i .  On  en  conclut  que  : 

^'^         sinaOB 

ILes  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  d^un 
point  fixe  les  côtés  d'un  polygone  ABC...,  rencontrent 

'9' 
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ces  côtés  en  des  points  a ,  b , . . .  tels,  que  F  on  a  la  relation 

le  signe  étant  H-  ou  —  selon  que  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  e^t  pair  ou  impaù', 

CoROLLAïaB  II.  —  Si  toates  les  droites  Oa,  etc. ,  sont  les 
bissectrices  des  suppléments  des  angles  du  polygone,  le  pre» 
mier  membre  est  toujours  positif.  Donc  : 

Les  bissectrices  des  suppléments  des  angles  sous  lesquels 
on  voit,  d*un  même  point ,  les  côtés  d'un  polygone  ABC. . ., 
rencontrent  ces  côtés  en  des  points  a  ^  b,. ..  tels,  que  Von  a 

On  peut  conclure  de  ce  théorème  les  propriétés  relatives 
au  triangle ,  démontrées  précédemment  par  d'autres  con- 
sidérations (384  et  385). 

400.  Etant  pris  des  points  a ,  b ,  c ,.,.  sur  les  côtés  con- 
sécutifs d^ un  polygone  ABCD.  .  .,  si  f  on  fait  la  perspec- 
tive de  la  figure  sur  un  plan ,  la  Jonction 

nA    ÔB    fC 

conservera  la  même  valeur. 

En  effet ,  menant  une  transversale  qui  rencontre  les  côtés 
consécutifs  du  polygone  en  des  points  a,  S,  y,... ,  on  a 

aA    SB    7C  ,  ._ . , 

Et ,  par  conséquent ,  la  fonction  proposée  a  la  même  valenr 
que  la  suivante  : 

/oA    aX\   fbB    6B\ 
\aB  "^j  \bc''  6C/  *"  ' 

Celle-ci  devient,  en  perspective, 
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et  conserve  la  même  valeur,  parce  qu*eUe  se  compose  de 
rapports  anharmoniques.  Mais  cette  dernière  se  réduit  à 

a'k!    ^B' 

^^— ^  •     »    •  •  •  • 

parce  que  les  points  a',  6',  .  .  .  étant  en  ligne  droite,  de 
même  que  a ,  ë ,  .  .  . ,  on  a  la  relation 


a'B'      6'C' 

On  a  donc 

aK    ^B  a'h!    6'B' 

-^—        •  M     •       •      •         """^  ■  •        ■  I  •       •       •       • 

«B  Ac        /l'B'  va 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Observation.  —  Le  théorème  et  la  démonstration  sub- 
sistent, si,  l'œil  étant  placé  dans  le  plan  du  polygone,  on 
fait  la  perspective  sur  une  droite.  Alors  on  prend  pour  la 
transversale  a  S  une  droite  passant  par  l'œil. 

401 .  Etant  donné  un  polygone  ABC ...  F  e£  des  droites 
Aa,Bb,Cc, .  .  .  menées  par  ses  sommets  y  si  Von  fait  la 
fterspectii^e  de  la  figure  sur  un  plan ,  la  fonction 

sin  a  AF  sin  b  BA   sio  c  (^B 
siaaAB  sin^BG  sincGO 

ne  changera  pas  de  valeur. 
C'est-à-dire  que  l'on  aura 

sin  a' AT    sin  ô'B'A'  sinaAF    sin^BA 


•  .  •  • 


sina'A'B'sinft'B'C  sinflAB    sin^BC 

En  effet,  que  par  un  point  O  pris  dans  le  plan  du  po- 
lygone on  mène  des  droites  à  ses  sommets ,  on  aura 

sinOAF    sin  PB  A    sin  OCB  .    _.  ^  ^     /395^ 
sin  OAB  *  sin  OBC  '  sin  OCD"  '  '     ^        ^' 

et,  par  conséquent,  la  fonction  proposée  est  égale  à 


-( 


sin  a  AF    sinOAF  \  /sin^BA    sin  PB  A 
sinaAB  '  sin  PAB )  \îm  b BC  '  sin  PBC 


Or  dans  la  perspective  cette  fonction  ne  change  pas  de 
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valeur ,  parce  qu^elle  se  compose  de  rapports  anharmoniques. 
Mais  les  rapports  correspondants  à  ceux  que  nous  venons 
d'introduire  disparaîtront  en  perspective ,  parce  qu'ils  ont 
leur  produit  égal  à  rt  i,  en 'vertu  du  ihéorème  (393)5  il 
restera  donc  les  rapports  correspondants  à  ceux  qui  forment 
la  fonction  donnée  ^  ce  qui  démpntre  le  théorème. 

§  II.  —  Propriétés  du  quadrilatère. 

402.  Les  propriétés  générales  d'un  polygone  s'appliquent 
d'elles-mêmes  au  quadrilatère  \  mais  cette  figure  donne  lieu 
à  quelques  propositions  particulières. 

Si  sur  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  ABCD  (Gg.  85) 
on  prend  quatre  points  a,  b,  c,  d  tels,  que  Fon  ait  la  re- 
lation 

«A    ^B     cC    fID  __ 

^'^  ah'  bC/  ^'dA'^^' 

et  qu'on  regarde  ces  quatre  points  comme  les  sommets  con- 
sécutifs  d*un  second  quadrilatère  abcd,  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  de  celui-ci  seront  situés  sur  les  deux 
diagonales  du  premier. 

Ainsi  les  deux  droites  ah ,  cd  se  croisent  sur  la  diago- 
nale AC.  En  effet,  si  Ton  suppose  que  ces  deux  droites 
rencontrent  la  diagonale  en  deux  points  différents  € ,  e',  on 
aura  dans  les  deux  triangles  ABC  ,  ADC  les  relations 

flA    bB    sC_  cC     dD    «'A__ 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre  et  ayant 

cC       s'C 
égard  à  l'équation  supposée,  on  en  conclut  — -  =  -7— •  Ce 

I A       s  A 

qui  prouve  que  les  deux  points  e ,  e'  coïncident.  Donc ,  etc. 

403.  Réciproquement  :  *Sï  par  un  pointe  de  la  diagonale 
AC  d'un  quadrilatère  ABCD  on  mène  deux  droites  quel^ 
conques,  dont  l'une  rencontre  les  deux  côtés  AB,  BC  en 
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a ,  h  y  et  la  seconde  les  deux  cotés  CD ,  D  A  en  c ,  d  ,  on 
aura  entre  les  segments  formés  par  ces  quatre  points  a , 

b,  c,  d  sur  les  cotés  du  quadrilatère ,  la  relation 

ak    èB    rC     ^^__ 

et  y  par  suite,  les  deux  droites  àdi  ^  ob  se  couperont  sur  la 
seconde  diagonale  RD. 

En  effet,  si  les  deux  droites  ah ^  cd  se  croisent  en  un 
point  e  sur  la  diagonale  AC ,  on  aura  les  deux  équations 
précédentes ,  en  écrivant  e  au  lieu  de  e'  dans  la  seconde  5  et 
ces  équations  multipliées  membre  à  membre  donnent  Té- 
quation  (  i  ) 

Cette  équation  étant  démontrée ,  il  s'ensuit  que  les  deux 
droites  ad^  bc  se  croisent  sur  la  diagonale  BD  (402). 

CoBOLLAiRE.  —  Si  Ics  dcux  droitcs  menées  par  le  point  e 
de  la  diagonale  AC  se  confondent,  les  deux  équations  dont 
nous  venons  de  faire  usage  ont  toujours  lieu,  et  Ton  en 
conclut  Téquation  (i).  Ce  qui  démontre  directement  la 
propriété  du  quadrilatèi*e ,  comprise  dans  le  théorème  gé- 
rai (391),  savoir:  Quand  une  transversale  rencontra  les 
quatre  côtés  d^un  quadrilatère  ABCD  en  quatre  points  a , 
hy  c^à  ^  on  ala  relation 

404.  Si  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  ABCD  (fig.  86)  on  mène  deux  droites 
qui  rencontrent,  rcspectii^ement ,  les  deux  couples  de 
côtés  opposés  en  a^  c  et  h^  d,  on  a  entre  les  segments 
que  ces  points  forment  sur  les  quatre  cotés  du  quadrila- 
tère la  relation 

a\    6B    cC    d^_ 

et,  par  suite ,  le  quadrilatère  abcd,  qui  a  pour  sommets 
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consécutifs  ces  quatre  points^  a  les  points  de  concours  de 

ses  côtés  opposés  sur  les  deux  diagonales  du  quadrilatère 

ABCD. 

En  efTet)  les  deux  séries  de  quatre  points  E,  A,  a,  B 

et  E,  P,  c,  C  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  \  de 

sorte  qu'on  a 

ûA    EA  _  cD    ED 

On  a  pareillement 

6B    FB_^    FA 
bC'fC~~dD'FD' 

Ces  équations  multipliées  membre  à  membre  donnent 

ak    bB    cC    rfD_EA.EC    FA. FC 
aB'Jc'&D'dji~  EB.ED  *  FB.FD* 

Or  le  second  membre  est  égal  à  Tunité  (3S0, 1).  Donc,  etc. 

405.  Si  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  AUCD  (fig.  87) 
on  mène  des  droites  Aa,Bb,  Cc,Dd  telles,  que  l'on  aà 
la  relation 

,  .  siDâAD    sin^BA    sin  <?€B    sinrfDC 

^^^  sinaAB  '  sin  6BC  '  sincGD  "  unrfDA  "^  '' 

ces  quatre  droites  seront  les  côtés  consécutifs  d'un  quadri- 
latère abcd  circonscnt  au  proposé,  et  dont  les  diagonales 
passeront  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
celui-ci. 

Cela  résulte  du  théorème  (402) ,  en  vertu  de  la  proposi- 
tion (395).  Car  Téquation  (2)  ayant  lieu  par  hypothèse, 
réquation  (1)  a  lieu  d'après  cette  proposition;  et  par  con- 
séquent la  diagonale  AC  passe  par  le  point  de  concours  des 
côtés  opposés  ha ,  cd  (402).  Donc ,  etc. 

Obseri^ation.  — On  peut  démontrer  le  théorème  direc- 
tement, d^une  manière  analogue  à  celle  par  laquelle  nous 
avons  démoiilré  le  théorème  (402). 
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406.  Corollaires.  —  Dans  tout  quadrilatère  y  les  bis^ 
sectrices  des  quatre  angles  forment  un  second  quadrilatère 
dont  les  diagonales  passent  par  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  du  premier. 

Et  il  en  est  de  même  quand  le  second  quadrilatère  est 
formé  soit  par  les  bissectrices  des  suppléments  des  quatre 
angles,  soit  par  les  bissectrices  de  deux  angles  et  les  bis- 
sectrices des  suppléments  des  deux  autres  angles. 

Car,  dans  chacun  des  trois  cas  que  présente  ce  théorème, 
les  droites  bissectrices  que  l'on  y  considère  donnent  lieu  à 
1  équation  (2)  précédente. 

407.  Si  par  les  sommets  d*un  quadrilatère  ABCD  on 
mène  quatre  droàes  A  a,  Bb,  Ce,  Dd,  de  manière  que 
le  second  quadrilatère  abcd ,  formé  par  ces  droites  prises 
pour  côtés  consécutifs,  ait  les  points  de  concours  de  ses 
côtés  opposés  sur  les  deux  diagonales  du  premier,  on 
aura  entre  les  sinus  {les  angles  que  ces  droites  font  as^ec 
les  côtés  du  quadrilatère,  la  relation 

sin  a  AD    sin  b  BA    sin  cCB    sin  d  DC 

sin/iAB  *  sin  ^BC  *  sin  cCD  '  sûTrfDÂ  ~"    ' 

et,  par  suite,  les  diagonales  de  ce  second  quadrilatère 
abcd  passeront  par  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés du  quadrilatère  ABCD. 

En  effet,  les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  (fg'  88) 
passent,  par  hypothèse,  par  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  abcd\  par  conséquent,  on  a,  d'à-- 
près  le  théorème  (404) ,  l'équation 

ka    %b    Ce     Dd 


kb    Bc     Cd    Da 


=  I. 


Donc,  d'après  le  théorème  (395)  appliqué  au  quadrilatère, 
on  a  Féquation  qu^il  s'agit  de  démontrer. 

Et  cette  équation  ayant  lieu,  il  s'ensuit,  d'après  le  thco* 
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rème  précédent,  que  les  diagonales  ac^  bd  du  quadrilatère 
ahcd  passent  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
du  quadrilatère  ABCD.  c.  q.  f.   d. 

§  III.  —  Quadrilatère  gauche,  —  Hyperboloïde  à  une- 

nappe, 

408.  Le  théorème  (402)  et  sa  réciproque  s'appliquent 
d*eux-mêmes  au  quadrilatère  gauche  \  ce  qui  donne  lieu  à 
ce  théorème  : 

Quand  un  plan  rencontre  les  quatre  côtés  d'un  quatlri" 
latère  gauche  ABCD  en  quatre  points  a,  b,  c,  d,  o^  a  /a 
relation  de  segments 

oA    bB    cC^    dD  _ 
ah'  bC'cD'Tfk'"  '' 

Et  réciproquement ,  quand  cette  relation  a  lieu  les  quatre 
points  a ,  b,  c ,  d  sont  dans  un  jnénie  plan, 

409.  On  conclut  de  ce  théorème  une  propriété  de  Thy- 
perboloïde  à  une  nappe ,  d^où  résulte  une  démonstration  de 
la  double  génération  de  cette  surface  par  une  ligne  droite. 

On  appelle  hyperboloïde  à  une  nappe  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  en  s^appuyant  sur  trois 
droites  fixes.  D'après  cela  : 

Si  une  droite  ac  (fig.  89)  glisse  sur  les  deux  côtés  op- 
posés AB,  CD  d\m  quadrilatère  y  de  manière  quon  ait 
toujours  la  relation 

i  étant  une  constante ,  cette  droite  engendre  un  hyperbo- 
loïde il  une  nappe. 

En  effet ,  que  l'on  prenne  sur  les  deux  autres  côtés  du 
quadrilatère  deux  points  fixes  ft,  d  tels,  que  Ton  ait 

dA  _    bu 
dD~~    bC' 
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il  existera  entre  ces  points  et  les  deux  a,  e^  la  relation 

ak    AB    cC     r/D 


flB    bC    cD    dk 


qui  prouve  que  les  quatre  points  sont  dans  un  même  plan; 
c'est-à-dire  que  la  di^oite  ac  rencontre  toujours  la  droite 
fixe  bd.  Cette  droite  se  meut  donc  en  s^appuyant  sur  trois 
droites  fixes  AB,  CD  et  bd\  par  conséquent  elle  engendre 
un  hyperboloïde  à  une  nappe.  c.  q.  f.  p. 

Corollaire.  — En  observant  que  la  position  delà  droite 
b(l  est  indéterminée,  puisqu'il  suffit  que  l'on  ait 

dk  _.  ^B 

on  en  conclut  que  toutes  les  droites  qui  satisferont  à  cette 
relation  s'appuieront  sur  toutes  les  génératrices  ac  de  Thy- 
perboloïde,  et  par  conséquent  seront,  dans  toute  leur  éten- 
due ,  sur  celte  surface.  Donc  : 

La  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur 
trois  droites  fixes ^  peut  l'être  d'une  seconde  manière  par 
une  droite  s' appuyant  sur  trois  positions  fixes  delà  pre^ 
mière  génératrice  (*). 

410.  L'équation  — -  =  X.  —  montre  que  les  deux  points 

a,  c  forment  sur  les  deux  cotés  du  quadrilatère  Aii,  CD 
deux  divisions  homograpliiques  \  de  sorte  que  le  théo- 
rème ('^KIQ)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Quand  deux  droites  dans  V espace  sont  dii^isées  ./lomO" 
graphiquement  y  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
points  homologues  des  deux  div^i^ions^  enveloppent  un 
hyperboloïde  à  une  nappe» 


(*)  C^elte  dcmonslralioii  uôomélrique  de  la  tloiiblc  pêncralîon  do  l'hy- 
per bo!oîde  h  tine  nnppe  par  une  lignn  liruiic  a  «'lé  •  Ion  née  pour  la  promiéro 
foin  dans  la  Correspondance  sur   l'École  Polytechnique  ;   loracll,  paRC  j.J6. 
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411.  Puisque  les  deux  points  a,  c  forment  sur  les  deux 
côtés  AB,  CD  deux  divisions  homographiques ,  si  autour 
de  ces  deux  côtés  on  fait  tourner  deux  plans  passant,  res- 
pectivement, par  les  deux  points  c  et  a,  ces  deux  plans, 
dont  la  droite  d'intersection  sera  la  génératrice  ac  de  l'hy- 
perboloïde,  formeront  deux  faisceaux  (*)  homographiques; 
on  a  donc  ce  théorème  : 

Si  autour  de  deux  droites  fixes  on  fait  tourner  deux 
plans  dont  les  positions  successives  Jb  mien  t  deux  faisceaux 
homographiques,  leur  droite  d'intersection  engendrera  un 
hjperboloï/le  à  une  nappe. 

Corollaire.  —  On  conclut  de  ce  théorème,  que,  si  l'on 
fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droites  fixes  dans  l'espace ,  leur  dmite  d'intersection  en- 
gendre un  hyperboloîde  à  une  nappe. 

Il  suffit  de  prouver  que  les  deux  plans  mobiles  forment 
deux  faisceaux  homographiques. 

Soient  A ,  B,  C, . . .  des  positions  du  premier  plan  ,  qui 
tourne  autour  de  la  droite  L,  et  A',  B',  C, .  . .  les  posi- 
tions correspondantes  du  second  plan ,  qui  tourne  autour 
de  la  droite  L'.  Que  d'un  point  fixe  O'  pris  sur  la  droite  L', 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  plans  A ,  B,  C, . .  .  ; 
ces  droites,  situées  dans  les  plans  A',  B',  C',. . .,  respec- 
tivement, seront  toutes  dans  un  même  plan,  perpendicu- 
laire à  la  droite  L  ;  donc  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
de  ces  droites  sera  égal  à  celui  des  quatre  plans  A^  B',... 
dans  lesquels  elles  sont  situées  (17  );  mais  leur  rapport 
anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  A,B,..., 
parce  que  ces  droites  sont  perpendiculaires  à  ces  plans  res- 
pectivement. Donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre 


(*)  Nous  appelons /tf/>cr/ia  de  plans ,  une  série  de  plans  panant  par  une 
môme  droite. 
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plans  Â ,  B, . . .  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  correspon-» 
dants  A',  B',. ...  Ce  qu'il  fallait  prouver.  Donc,  etc.  (*). 

412.  Quatre  points  c,  c',. .  .  appartenant  à  quatre  gé- 
nératrices ac^  a'c\,..  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  plans  qui ,  ayant  pour  arête  com- 
mune le  côté  AB,  passent  respectivement  par  ces  quatre 
génératrices ,  lesquels  sont  les  plans  tangents  à  l'hyper- 
boloïde  aux  points  a,  a', . . .  .  Donc,  puisque  les  quatre 
points  c,  c',...  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  a,  a',  etc.,  on  peut  dire  que  : 

Les  plans  tangents  à  un  hyperboloïde,  en  quatre  points 
(Vune  même  génératrice  AB ,  ont  leur  rapport  anïiarmo" 
nique  égal  à  celui  de  ces  quatre  points. 

Ce  théorème  donne  Heu ,  par  les  conséquences  qu'on  en 
peut  déduire,  à  diverses  propriétés  de  Thyperboloïde ,  et 
en  général  des  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite. 
Mais  ce  n'est  pas  ici  le  moment  de  traiter  cette  matière  (**). 

§  IV.  —  Propriétés  de  l'hexagone. 

I. 
443.   Étant  données  six  droites,  si  deux  d'entre  elles 


{*)  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O' sur  les  plans 
A,  By  ..  sont,  évidemment,  sur  l'hyperboloîde ;  or  le  lien  de  ces  points 
est  un  cercle  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  L,  mené  par  le 
point  O';  on  «n  conclut  donc  que  les  sections  circulaires  de  l'hyperboloîde 
sont  dans  des  plans  perpendiculaires  aux  deux  droites  L,  L'. 
'  Cet  hyperbololde  ,  engendré  par  la  droite  d'^intersection  de  deux  pians 
rectangulaires,  tournant  autour  de  deux  droites  fixes,  jouit  d\ine  pro- 
priété intéressante  :  On  peut  déterminer,  d'une  infinité  de  manières,  un  ^S' 
tème  de  deux  droites,  telles,  que  les  distances  de  chaque  point  de  l'hyperboloîde 
à  ces  deux  droites ,  ont  un  rapport  constant.  (  \oir  Journal  de  Mathématiques 
de  M.  Lionville,  tome  l ,  page  3^4  i  aunée  i836.) 

(**)  On  peut  consulter  un  Mémoire  sur  las  Surfaces  engendrées  par  une 
ligne  di'oite,  dans  le  tome  XI  de  la  Correspondance  mathématique  et  phj' 
siçue  de  M.  Quetelet  ;  année  i8SS;  pages  ^g-n^ 
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sont  fiwisées  homographiguement  par  Içs  quatre  autres  y 
il  en  sera  de  même  de  deux  quelconques  des  six  droites. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  (fig»  90)  les  six  droites ,  dont 
les  quatre  premières  divisent  homographiquement  les  deux 
E ,  F,  c'est-à-dire  en  deux  séries  de  quatre  points,  a^b^  c^d 
sur  E,  et  a\  h\  c',  d'  sur  F,  qui  ont  leurs  rapports  anhar- 
moniques  égaux. 

Je  dis  que  les  deux  droites  A  et  i)  sont  aussi  divisées  ho- 
mograpliiquemeut  par  les  quatre  autres  C,  D,  E,  F. 

En  effet,  soit  O  le  point  de  concours  des  deux  droites 
C ,  D  :  les  deux  séries  de  quatre  points  « ,  i,  c,  rfet  a',  b\ 
c\  rf' ayant  leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  il  en  est 
de  même  des  deux  faisceaux  de  quatre  droites  Oa ,  Oi,  C,  D 
et  Oa\  Ob\  C,  D.  De  sorte  qu'on  a  Péquation 

sin(Og,  C)    sin  (O^  C)  _  s»nj^qa:j^)    sin(0^\C) 
sïntô"^')  *  sin(OA,  D)  ""  sin  (àa\  D)  '  sin  (Ob',  D)  ' 
ou 

sin  (Or?,  C]    s\n{Oa',  C)  _  sin  ( O  /^^  C)    sinjO^C) 
sin ( 0^7 p)  *  siïrjOfl',  D)  "  sin  [Ob^D)  '  sin(Oy,  D)' 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
Oa,  Ofl',  C,  D  et  06,  Oh\  C,  D  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques  égaux.  Donc  les  quatre  points  d'intersection 
du  premier  faisceau  par  la  droite  A  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à  celui  des  quatre  points  d'intersection  du 
second  faisceau  par  la  droite  B.  Ce  qui  démontre  que  les 
deux  droites  A,  B  sont  divisées  homographiquement. 

Il  reste  à  montrer  que  l'une  des  deux  droites  E ,  F  et  l'une 
des  quatre  autres ,  par  exemple  E  et  D,  sont  divisées  aussi 
homographiquement;  cela  résulte  de  ce  que  les  deux  A  et 
B  sont  divisées  homographiquement.  Ainsi  le  théorème  est 
démontré  complètement. 

iiif.  Quand  deux  côtés  d'un  hexagone  sont  diuisés 
homographiquement  par  les  quatre  autres^  les  tfx>is  dia- 
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g  anales  qui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par  un 
même  poùit. 

Soit  ÂBCDEF  (fig- 91)  Thexagoiie;  considérons  deux 
côtés  opposés  AB ,  DE.  Soient  d\  c'  les  points  de  ren- 
contre du  premier  par  les  deux  côtés  CD,  EF^  et  6',  a'  les 
points  de  rencontre  du  second  par  les  deux  côtés  BC,  AF. 
Les  quatre  points  A,  B,  1/',  e'  ont,  par  hypothèse,  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a'^  b\  D,  E; 
ceux-ci  peuvent  être  écrits  dans  l'ordre  E,  D,  h\  a'  (40)  \ 
nous  dirons  donc  que  les  deux  séries  de  quatre  points  A,  B, 
d\  e'  et  E,  D,  fc',  a'  ont  leurs  rapports  anharmoniques 
égaux.  11  s'ensuit  que  les  droites  menées  de  deux  points 
quelconques  de  la  première  série  aux  deux  points  corres- 
pondants de  la  seconde,  pris  inversement,  se  coupent  sur 
une  môme  droite  (108).  Les  deux  points  C  ,  F  et  le  point 
de  croisement  des  deux  diagonales  AD,  BE  sont  des  points  de 
cette  droite.  Donc  les  deux  diagonales  AD,  BE  se  coupent 
sur  la  troisième  diagonale  CF.  c.  q.  f.   p. 

4-15.  On  conclut  sans  difficulté,  de  ce  théorème,  que  : 

Réciproquement  :   Quand  les  trois  diagonales  qui  joi-- 

gnent  les  sommets  opposés  d'un  hexagone  passent  par  un 

même  points  deux  côtés  quelconques  de  l'hexagone  sont 

divisés  homo graphiquement  par  les  quatre  autres. 

II. 

416.  Étant  donnés  six  points^  si  les  faisceaux  formés 
autour  de  deux  de  ces  points  par  les  rayons  menés  aux 
quatre  autres  sont  homo  graphiques  [c'est-à-dire  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux  ) ,  il  en  est  de  même  pour 
deux  quelconques  des  six  points. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  (fig^  92)  les  six  points.  Les 
deux  faisceaux  qui  ont  pour  centres  les  deux  points  E,  F 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  autres  points  A , 
B,  C,  D  ont,  par  hypothèse,  leurs  rapports  anharmoniques 
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égaux;  je  dis  qu'il  en  est  de  même  des  deux  faisceaux  qui 
ont  pour  centres  les  deux  points  A ,  B  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points  C ,  D,  E ,  F. 

En  effet,  la  droite  CD  coupe  les  deux  premiers  faisceaux , 
qui  ont  leurs  centres  en  E  et  F,  en  deux  séries  de  quatre 
points  a,  &,  C,  D  et  a',  6',  C,  D  qui  ont  leurs  rapports 
anbarmouiques  égaux,  puisque  les  deux  faisceaux  sont  ho- 
mographiques.  On  a  donc 

aC    ÙC  _a^b^  aC    a'C  _bC    b'C 

Ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  a',  C,  D  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  6,  b\  C,  D- 
Donc  le  faisceau  qui  a  son  centre  en  A  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  points  a,  a',  C,  D,  a  le  même  rap- 
port anharmonique  que  le  faisceau  qui  a  son  centre  en  B 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  points  6,  b\  C  ,  D. 
C'est-à-dire  que  les  quatre  droites  menées  du  point  A  aux 
quatre  points  E,  F,  D,  C  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  droites  menées  du  point  B  aux 
quatre  mêmes  points. 

Il  nous  reste  à  prouver  que  les  deux  faisceaux  qui  ont 
leurs  centres  en  Tun  des  deux  points  E,  F  et  l'un  des  quatre 
A ,  B,  C ,  D,  par  exemple ,  en  E  et  D,  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points,  sont  aussi  homo- 
graphiques.  Or  cela  résulte  de  ce  que  les  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  centres  en  A  et  B  sont  homographiques.  f^ 
théorème  est  donc  démontré. 

417.  Quand,  dans  un  hexagone,  les  rayons  menés  de 
deux  sommets  aux  quatre  autres  forment  deux  Jaisceaux 
homographiques f  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sont  en  ligne  droite. 

Soit  l'hexagone  ABCDEF  (Jig.  pS),  et  G,  H,  I  les  pcnnts 
de  concours  des  trois  couples  de  côtés  opposés  AB,  DE; 


*« 
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BC,  ¥F\  CD,  FA.  Je  dis  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 

En  effet,  les  quatre  droites  BÂ,  BC,  BD,  BF  ont  le 
même  rapport  anharmonique  que  les  quatre  EA)  EC,  ED^ 
EF,  par  hypothèse ,  et  en  changeant  Tordre  de  celles-ci ,  on 
peut  dire  que  les  quatre  premières  ont  le  même  rapport 
anharmonique  que  les  quatre  EF,  ED,  EC ,  EA  (45).  Donc 
les  points  d'intersection  de  deux  droites  quelconques  de  la 
première  série  par  les  deux  droites  correspondantes  de  cette 
dernière,  prises  inversement,  sont  deux  points  toujours  en 
ligne  droite  avec  un  même  point  fixe  (IH).  Or  D  et  C 
sont  un  système  de  deux  tels  points ,  F  et  A  un  autre  5  et 
G  et  H  un  troisième.  Donc  les  trois  droites  DC,  FA,  GH 
passent  par  un  même  point.  C^est-à-dire  que  le  point  I  est 
en  ligne  droite  avec  les  deux  G  et  H.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Donc ,  etc. 

418.  Réciproquement  :  Quand  les  trois  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  d'un  hexagone  sont  en  ligne 
droite,  les  faisceaux  qui  ont  pour  centres  deux  sommets 
quelconques  de  r hexagone  et  dont  les  rayons  passent  par 
les  quatre  autres  sommets,  sont  homo graphiques. 

Cette  réciproque  se  conclut  de  la  proposition  directe, 
sans  difficulté. 

419.  Observation,  —  Les  hexagones  auxquels  se  rap- 
portent les  propositions  précédentes  jouissent  de  diverses 
autres  propriétés  qu'il  serait  aisé  de  démontrer  ici,  mais 
qui  se  présenteront  plus  naturellement  dans  la  théorie  des 
sections  coniques. 
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CHAPITRE  XXI. 

ÉQUÀTIOKiS  A  LA  DROITE,  OU  RELATIONS  DE  SEGMENTS  SERVANT 
A  DÉTERMINER   TOUS  LES   POINTS  d'uNE  LIGNE   DROITE. 


§  I.  —  Équation  entre  les  segments  faits  sur  deux  droites 
par  des  rayons  tournant  autour  de  deux  pôles  fixes. 

420.  Nous  avons  vu  (chap.  XVII)  qu^on  peut  décrire 
de  diverses  manières  une  ligne  droite  par  le  point  dHnter- 
section  de  deux  rayons  tournant  autour  de  deux  points 
fixes  \  il  suffit  que  ces  deux  rayons  forment  deux  faisceaux 
homographiques  tels,  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes,  considérée  comme  appartenant  au  premier 
faisceau ,  soit  elle-même  son  homologue  dans  le  second  fais- 
ceau. Si,  au  lieu  de  déterminer  l'homographie  des  deux 
faisceaux  par  des  constructions  géométriques ,  comme  nous 
l'avons  fait,  on  Texprîme  par  une  relation  d'angles  ou  de 
segments ,  cette  relation  constituera  une  équation  de  la 
droite.  Nous  allons  chercher  les  différentes  formes  d'équa- 
tions auxquelles  ces  considérations  donnent  lieu. 

I. 

42fr.  Si  autour  de  deux  pôles  fixes  P,  P'  (fig.  94)  on 
fait  tourner  deux  rayons  rencontrant,  respectiv^ement^ 
deux  axes  fixes  EA ,  E'B'  en  deux  points  m ,  m' tels^  que 
l'on  ait  la  relation  constante 

dans  laquelle  A  et  B'  sont  deux  points  fixes  pris  arbi- 
trairement sur  les  deux  axes  ,•  E ,  E^  les  points  oà  ces  axes 
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rencontrent  la  droite  PP',  et  a ,  ê ,  v  des  coefficients  con-^ 
stants,  le  point  de  concours  des  deux  r€tfons  Pm,  P'm' 
dédira  une  ligne  droite. 

En  effet  réquation  exprime  que  les  deux  points  m ,  m' 
forment  sur  les  deux  axes  EÂ,  E'B'  deux  divisions  homo- 
graphiques  dans  lesquelles  E  et  E'  sont  deux  points  homo* 
logues  (123).  D'où  il  suit  que  les  deux  droites  Pm,  P'm^ 
décrivent  deux  faisceaux  homographiques  qui  satisfont  k  la 
conditidn  que  la  droite  PP'  soit  elle-même  son  homologue 
dans  les  deux  faisceaux.  Donc  le  point  d^intersection  des 
deux  rayons  Pm,  P'm'  décrit  une  ligne  droite  (105).  Ce 
(ju'il  fallait  prouver  (*). 

Il  est  clair  que,  réciproquement,  une  droite  étant  don- 
née ,  on  pourra  toujours  déterminer  deux  des  trois  con- 
stantes a,  6  et  V,  l'autre  étant  prise  à  volonté,  de  manière 
que  l'équation  (a)  corresponde  à  la  droite. 

422.  Nous  avons  vu  (123)  que  dans  Féquation  [a)  un 
ou  deux  des  points  fixes  A,  E,  6',  E'  peuvent  être  situés  h 
l'infini  ;  et  que  le  segment  qui  se  rapporte  à  un  point  situé 
à  Tinfini ,  disparait  de  Péquation  comme  s'il  était  devenu 
^al  à  Tunité.  Il  s'ensuit  que,  sans  changer  la  position 
des  deux  pôles  P,  P',  mais  en  supposant  que  Tune  des 
deux  origines  A,  B',  ou  toutes  deux,  soient  à  Tinfini,  ou 

(*)  Il  existe  dans  la  géométrie  à  trois  dimensions  un  théorème  analogue, 
UToir  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  rt  trois  axes  fixes  de  direction 
quelconque,  qui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  trois  points  £,£',£"; 
tt  étant  pris  sur  ces  axes  trois  pc'vts  fixes  A,  B',  d";  si  autour  des  trois 
côtés  ths  triangle  on /ait  tourner  trois  plans  qui  rencontrant,  respectivement, 
les  trois  axes  en  tr^is  points  m ,  m',  m"  tels ,  que  Con  ait  la  relation 

Am       ^B'm'  Cm"        . 

*>*>y>  o   éiani  des   coefficients  constants  ;    le  point  d*iniersection  des   trois 
plans  décrira  imi  plan, 

ao. 
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bien  que  Tiin  des  deux  axes  EA ,  E'B',  ou  tous  deux,  soient 
parallèles  à  la  droite  PP',  on  aura  les  quatre  équations  sui- 
vantes, toutes  également  propres  k  représenter  une  ligne 
droite  quelconque  : 

A  m  JE 


E/n         E'/n' 

6 


E/w        E'm' 


V 


«^'"  ^fi  n'«'— 
-: .  A  //i  -+-  6 .  B /n'  =  V. 

423.  Quand  dans  ces  équations ,  de  même  que  dans  (a), 
la  constante  v  est  nulle,  Téquation  devient  à  deux  termes, 
et  alors  les  points  fixes  Â ,  B'  sont  deux  points  homologues 
des  deux  divisions  homographiques  (116) ,  et  la  droite,  lieu 
du  point  d'intersection  des  deux  rayons  tournants  Pm,  P'm', 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  di»ux  droites  PA ,  P'  B'. 
Cela  a  lieu  même  quand  les  points  A  et  B'  sont  à  Tinfini. 

II. 

424.  Les  pôles  P,  P'sont  pris  arbitrairement^  la  seule 
condition  à  observer,  c^est  que  ces  points  et  les  deux  E ,  E' 
soient  tous  quatre  .sur  une  même  droite.  Cette  droite  peut 
être  à  l'infini^  alors  les  droites  P/n  sont  parallèles  entre 
elles  ^  ainsi  que  les  droites  Vrn!^  mais  sous  une  autre  di- 
rection -,  et  Téquation  devient 

a  .A  m  -h  € .  B'/n'  =  v. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  sur  deux  axes  on  prend,  à  partir  de  deux  points 
fixes  A,  B'  (fig.  95) ,  deux  segments  variables  Am^  ^'ni 
liés  entre  eux  par  la  relation  du  premier  degré 

{h)  a.Aw-He.B'OT'  =  v, 

et  que  par  les  points  la^m!  on  mène  des  droites  parai- 
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lèles  à  deux  autres  axes  fixes,  le  point  d^ intersection  de 
ces  deux  droites  décrira  une  ligne  droite. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  points  fixes  A ,  B'  coïncident 
en  0  (fig'  96)  avec  ie  point  dHntersection  des  deux  axes  y 
et  si  les  droites  Mm  sont  parallèles  à  Taxe  Om\  et  les 
droites  Mm'  parallèles  à  Taxe  Om,  les  deux  segments  Om, 
Om'  seront  précisément  les  deux  coordonnées  x,^  du  sys* 
terne  de  géométrie  analytique  de  Descartes  ^  et  le  théo* 
rème  exprime  que  Téquation  du  premier  degré 

est  celle  d'une  ligne  droite. 

425.  Reprenons  le  cas  où  les  points  Â ,  B',  origines  des 
segments  Am,  B^m'  (fie'  9^))  ^^^^  quelconques,  ainsi  que 
les  directions  des  deux  axes  fixes  auxquels  les  droites  Mm, 
M m^  sont  parallèles . 

Que  l'on  mène  par  le  point  fixe  A  la  parallèle  à  la  droite 
Mm,  et  qu'on  abaisse  sur  cette  droite  l'oblique  Mp  paral- 
lèle à  A 772  ;  on  aura  Mp  =  Am.  Pareillement,  ayant  mené 
par  le  point  fixe  6'  la  parallèle  à  M  m/  et  abaissé  du  point 
M  sur  cette  droite  l'oblique  M//  parallèle  à  B' m',  on  a 
Mp*=Wm\  De  sorte  que  l'équation  (b)  devient 

TL.Mp  4-  6.M/?'  =  V. 
C est-à-dire  que  : 

Si  Ton  demande  le  Heu  d 'un  point  M  tel,  que  les  obliques 
Mp,  Mp'  abaissées  de  ce  point  sur  deux  axes  fixes,  sous 
des  angles  donnés^  aient  entre  elles  la  relation  du  pre^ 

nùer  degré 

a .  Mp  -f-  6 .  M/?'  =  > , 

le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  peut  encore  conclure  de  là  l'équation  de  la  géométrie 
analytique,  déduite  plus  directement  du  théorème  pré- 
cédent. 
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III. 

436.  Au  lieu  de  Féquation  (a),  pour  exprimer  la  divi- 
sion homograpkique  des  deux  droites  EA,  E'B'  (fig-  97), 
ou  peut  prendre  Téquation 

{c)  A/w.BW-f-X.A/w-hfA.B'ut'-f- v=:  o     (151), 

pourvu  que  Ton  détermine  l'un  des  trois  coefficients  X ,  jul  ,  v 
de  manière  que  les  points  de  rencontre  de  la  base  PP'  par 
les  deux  axes  EA ,  E'  B'  soient  deux  points  homologues. 
L'équation  qui  exprime  cette  condition  est 

AE.B'E'-+->.AE-+-/it  B'E'H-v=:o. 

Ainsi  lequation  générale  d'une  droite  sera 

Am.BW  +  X.A/w-HfA.BW  =  AE.B'E'H-X.AE-4-p.B'E', 

les  deux  coefficients  A  et  ji  étant  arbitraires.. 

Appelons  I  le  point  de  la  première  droite  EA  qui  corres- 
pond à  Tinfini  de  la  seconde ,  et  J' le  point  de  celle-ci  qui 
correspond  à  Tinfini  de  la  première  5  on  aura  X  =  1 —  B' J\ 
jx  =  —  AI  (134) ,  et  Téquation  devient 

Aw.B'/n'— B'J'.Am-rAI.B'/w'=:AE.B'E'— B'J'.AE— AI.B'E. 

Réciproquement,  une  droite  L  étant  donnée,  cette  équa- 
tion pourra  la  représenter-,  les  points  A,  B'  y  sont  arbi- 
traires :  mais  les  deux  points  I,  J'  ne  le  sont  pas;  ils  dé- 
pendent de  la  position  de  la  droite.  Pour  déterminer  le 
point  1  on  mène  la  droite  P'C  parallèle  à  la  droite  E'B', 
et  qui  i*encontre  la  droite  L  en  C;  puis  la  droite  PC  qui 
marque  sur  EA  le  point  I.  Pareillement,  pour  déterminer 
le  point  J'  on  mène,  parallèlement  à  EA ,  la  droite  PD  qui 
rencontre  la  droite  L  en  D;  la  droite  P'D  rencontre  la 
droite  E'B'  au  point  cherché  J'. 

Si  Ton  place  les  deux  points  A  et  B'  en  I  et  J'  respecti- 
vement, l'équation  se  réduira  à 

Iw.JW  =  IE.J'E'. 
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4-27.  Dans  tous  les  théorèmes  précédents  on  peut  suppo- 
ser que  les  deux  transversales  coïncident ,  les  mêmes  équa- 
tions subsistent. 

L'équation  (c)  peut  prendi^  alors  une  forme  différente, 
savoir, 

(d)  Am.BW-hX./w/w'  -hv  =  o     (161). 

Mais  il  faut  observer  que  la  constante  v  n'est  pas  arbi- 
traire^ car,  pour  que  l'équation  soit  celle  d'une  droite, 
il  faut  que  le  point  E  où  Taxe  EA  (Jig»  98)  rencontre  le 
base  PP'  soit  un  point  double,  c'est-à-dire  la  réunion  des 
deux  points  homologues  E,  E'.  Cette  condition  s'exprime 

par  la  relation 

AE  B'E-hv  =  o. 

Ainsi  l'équation  générale  d'une  droite  sera 

A//i.BW-hX.wm'  =  AE.B'E;. 

les  points  A  et  B'  étant  pris  arbitrairement  sur  Taxe  EA ,  et 
X  étant  IU1  coefficient  arbitraire. 

Cette  équation  renferme  trois  éléments  indéterminés ,  le 
point  A,  le  point  B  et  le  coefficient  X.  Une  droite  étant 
donnée ,  on  ne  peut  prendre  qu'un  de  ces  éléments  arbi- 
trairement, les  deux  autres  seront  pris  de  manière  que  Té- 
qnation  s'applique  à  cette  droite  particulière. 

Co'ROLLAiRE.  —  Lcs  dcux  points  doubles  des  divisions  ho- 
mographiques  marquées  par  les  points  m ,  m^  sur  l'axe  EA 
sont  le  point  E  et  le  point  F  intersection  de  l'axe  EA  par 
la  droite  proposée.  Il  s'ensuit  que  les  deux  points  A  et  B' 
sont ,  de  part  et  d'autre ,  à  égale  distance  du  point  O  milieu 
de  EF(16!).  On  peut  donc  placer  le  point  A  en  E  et  le 
point  B'  en  F^  alors  l'équation  de  la  droite  est 

E/w .  F  m'  —  E  l .  //i  m'  =  o , 

ou 

E/w.F/w' 

r—  =  El. 

mm 


3i2  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Ainsi  réqaation  de  toute  di*oite  peut  être  de  la  forme 

Km .  B/n 


mm' 


=  >. 


§  II.  —  Équation  entre  des  segments  faits  sur  plusieurs 
axes  par  des  rayons  tournant  autour  de  points  fixes 
situés  en  ligne  droite. 

I. 

428.  Le  théorème  (421)  relatif  aux  segments  faits  sur 
deux  axes  fixes  peut  être  généralisé  et  appliqué  aux  seg- 
ments faits  sur  un  nombre  quelconque  d^axes  fixes ,  de  la 
manière  suivante  : 

Si  l'on  a  plusieurs  axes  AE ,  BE',  CE",...  et  autant  de 
pôles  P,  P',  P", .  . .  placés  en  ligne  droite,  et  que  de  cha- 
que point  M  d'une  droite  L  on  conduise  des  rayons  à  ces 
pôles,  lesquels  rencontrent  respectivement  les  axes  AE, 
BE',  CE",...  en  m,  m',  m",...,  on  aura  entre  les  segments 
que  ces  points  font  sur  ces  axes,  à  partir  d'autant  de 
points  fixes  A,  B,  C,...  pris  arbitrairement,  et  des  points 
E,  E',  E",...  tous  situés  sur  la  droite  VW".,,^  la  rela- 
tion constante 


,   ,  A/w       ^  B/w'  C/w" 


y 


dans  laquelle  tous  les  coefficients ,  moins  deux,  peuv^ent 
être  pris  arbitrairement. 

C'est-à-dire  que  les  deux  coefficients  non  déterminés 
pourront  1  être  de  manière  que  Féquation  ait  toujours 
lieu. 

Nous  allons  démontrer  que  si  la  proposition  est  vraie 
dans  le  cas  de  n  axes  AE,  BE', .. .,  elle  Test  nécessairement 
pour  (  «  -f-  I  )  axes. 

Supposons  que  les  deux  coefficients  indéterminés  soient 
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a  et  €.  Faisons  abstraction  du  premier  axe  AE^  nous  au- 
rons un  axe  de  moins ,  et ,  par  hypothèse ,  la  proposition 
sera  vraie  \  de  sorte  que  les  coefficients  y ,  3 , . . .  étant  don- 
nés, on  pourra  déterminer  les  deux  6',  v'  de  manière  que 
Ton  ait  toujours  Féquation 

^  E-7;r'-^^rw'-^---=^- 

Mais  en  ne  considérant  que  les  deux  axes  AE  et  6E\  on  peut 
déterminer  deux  coefficients  a ,  6  "  de  manière  que  Ton  ait 
toujours  la  relation 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre  ^  on  a 

Cette  équation ,  relative  à  (/i  -f- 1)  axes ,  aura  toujours  lieu , 
puisqu'elle  résulte  de  deux  équations  qui  elles-mêmes  ont 
toujours  lieu  \  et  les  coefficients  de  ses  deux  premiers  termes, 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnés ,  ont  des  valeurs  déter- 
minées. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coefficients  non  dé- 
terminés soient  a  et  v.  On  fera  encore  abstraction  du  pre- 
mier axe  AE ,  et  Ton  déterminera  deux  coefficients  6'  et 
v^  de  manière  que  Ton  ait 

^,Bm'  Cm" 

^ËW-^^Ê^ -*-•••  =  '' 

ce  qu'on  peut  faire,  par  hypothèse.  Puis,  eu  considérant 
les  deux  axes  AE  ,  BE',  on  déterminera  deux  coefficients 
QL ,  y''  tels ,  que  l'on  ait 

Aw  Bw' 

E/w        ^  ^YJm' 
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Ajoutant  ces  deax  équations  membre  à  membre  ,  il  vient 

Km       ^  Bm'  Cm" 


a 


E«^^ËW-*-^Ë'0,i''"^---=('''-^''")' 


équation  dans  laquelle  les  deux  coefficients  a  et  (v  -f-  v'), 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnés ,  ont  des  valeurs  déter- 
minées. 

Ainsi  il  est  démontré  que  si  le  théorème  a  lieu  pour  n 
axes,  il  aura  lieu  pour  (n  + 1) .  Mais  il  est  vrai  pour  deux; 
donc  aussi  pour  trois,  pour  quatre,  etc. 

Observation.  —  Dans  le  cas  de  deux  axes  on  ne  peut  pas 
faire,  en  général,  la  constante  v  égale  à  zéro;  mais  on  le 
pourra  toujours  dans  le  cas  où  l'on  a  plus  de  deux  axes. 

429.  INous  venons  de  prouver  qu'ayant  pris  arbitraii'e- 
ment  les  coeflScients  a ,  o , . . . ,  v,  moins  deux ,  on  peut  déter- 
miner ceux-ci  de  manière  que  Téquation  ait  lieu  pour  tous 
les  points  d^une  droite  donnée  L.  Or  deux  points  quel- 
conques de  la  droite  peuvent  servir  pour  déterminer  ces 
deux  coefïicients.  En  effet,  ces  deux  points  donneront  lieu 
à  deux  équations,  telles  que 

A/W|  B/w,  C/w 


t/ » 


Km,  E'm\        '  E'/w 

A/w,  B/w',  C/w* 


V. 


E/w,  E'/w',        '  Wm\ 

Et  ces  équations,  dans  lesquelles  les  segments  A  /r/i ,  A  m, ,  etc . , 
sont  connus,  servent  à  déterminer  les  deux  coefficients  in- 
connus. 

Il  suit  de  là  que  :  Quand  V équation  (e)  a  lieu  pour 
deux  points  d^une  droite^  elle  a  lieu  pour  tous  les  autres 
points  de  cette  droite. 

Ce  qui  conduit  à  ce  théorème  général  qu'on  peut  consi- 
dérer comme  la  réciproque  de  la  proposition  (428)  : 

430.  Étant  donnés  des  axes  AE,   BE',  CE"...,   tcr^ 
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mùiés  en¥,^¥.\K^\...  à  une  tnénte  droite,  et  autant  de 

pâles  P,  P',  P",...  Situés  sur  cette  droite,  si  l'on  demande 

le  lieu  d'un  point  M  tel,  que  les  rayons  conduits  de  ce  point 

aux  pôles  P,  P',  P",.'*  fassent,  respectivement,   sur  les 

axes  AE,  BE',  CE",...  des  segments  dont  les  rapports 

km    Bm'    Cm"  »        »     .        t 

F^  '  S7*~f'  „//    //  V  ^^^^  entre  eux  la  relation  au  premier 

degré 

,,  A  m       ^Bw'  C/w" 


•  •  • 


dans  laquelle  a,  S,  y,...,  v  sont  des  coefficients  constants, 
pris  arbitrairement,  le  lieu  du  point  M  sera  une  ligne 
droite. 

En  effet,  supposons  que  l'on  ait  déterminé  deux  points 
Ml,  Ms  satisfaisant  à  Téquation,  cette  équation  aura  lieu 
pour  tous  les  autres  points  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
M|,  Mj  (4^).  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Noos  verrons  plus  loin  (440)  comment  on  pourra  déter- 
miner les  points  Mi,  Mt , .  .  .  qui  satisfont  à  Téquation. 

IL 

431 .  Ces  théorèmes  relatifs  à  plusieurs  axes  donnent  lieu 
aux  mêmes  corollaires  que  le  théorème  relatif  à  deux  axes. 
Ainsi  nous  dirons,  en  supposant  tous  les  pôles  P,  P  ,...  à 
Tinfini ,  que  : 

Si  de  chaque  point  d*une  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnés,  les  segments 
que  ces  obliques  détermineront  sur  ces  axes,  à  partir  de 
points  fixes  A,  B....,  auront  entre  eux  une  relation  du 
premier  degré 

(x.,km  -f-g.B/n'-f-  7.C/it"  -f-.  .  .=,v, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  «,  6,.--i  ^9  moins  deux, 
poufTont  être  pris  arbitrairement. 
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432.  On  peut  substituer  aux  segments  faits  sur  les  axes 
fixes,  les  obliques  abaissées  parallèlement  à  ces  axes  sur 
d'autres  axes  menés  par  les  mêmes  points  fixes  A ,  B, . . . , 
comme  dans  le  cas  de  deux  axes  (42o)  ;  et  Ton  a  ce  théo- 
rème ; 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliqueSy  sous  des  angles  donnés,  ces  obliques 
p,  p',  p", .  .  .  auront  entre  elles  une  relation  du  premier 
degré 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  S,...,  v,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement. 

Et  réciproquement  :  Le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  obli" 
ques  abaissées  de  ce  point  sur  des  axes  fixes,  sous  des 
angles  donnés,  aient  entre  elles  une  relation  du  premier 
degré ,  est  une  ligne  droite  (  *  ) . 

433.  Aux  obliques  qui  ont  des  directions  différentes,  ou 
peut  en  substituer  d'autres  ayant  toutes  la  même  direction, 
parce  que  celles-ci  seront  proportionnelles  aux  premières, 
respectivement  ;  il  s'ensuit  que  : 

Étant  données  plusieurs  droites  AE,  BE',  CE"  et  une 
dernière  L,  si  l'on  mène  des  transversales  toutes  parallèles 
entre  elles,  dont  chacune  rencontre  ces  droites  en  des 
points  a,  b,  c,...,  M,  on  aura  entre  les  segments  Ma, 


(*)  Co  théorème  faisait  partie  des  Lieux  plans  d^ Apollonius,  ainsi  qu'oa 
le  voit  dans  les  Collections  mathématiques  dePappus,  où  il  est  énonce  d^a* 
bord  pour  le  cas  de  deux  axes  seulement,  puis  pour  un  nombre  quelconque 
d'*axes,  dans  les  termes  suivants:  <t  Si  a  puncto  quodam  ad  positione  datas 
duos  rectas  lineas  parallelas ,  vel  inter  se  convenientes ,  ducantur  rectœ  linetK 
in  dato  angulo,  vel  datam  habentes  proportionem ,  vel  quorum  una  simul  cum 
ea  ad  quam  altéra  proportionem  habet  datam ,  data/uerit ,  contingrt  punctusn 
rectam  lineam  positione  datam.  —  Et  si  sint  quotcumque  rectœ  lineœ  in  datit 
nngulis ,  sit  autem  quod  data  linea  et  ducta  continetur,  una  cum  contenta  daîu 
linea  et  altéra  ducta  ,  œqualc  ci ,  quod  data  et  alia  ducta,  et  rcliquis  continr-^ 
iur,  punctum  similiter  rectam  lineam  positione  datam  contingrt.  » 
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Mb,. . .  la  relation  du  premier  degré 

a.Mfl-|-6.M64-7.Mc-|-...=  v, 

dans  laquelle  tous  les  coeffcients  a,  o,...,  v,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement. 
Et  rëciproquement. 

§  m.  —   Équation  entre  des  segments  faits  sur  un  ou 

plusieurs  rayons  tournant  autour  de  pôles  fixes  quel- 

conques, 

I. 

434.  Dans  les  théorèmes  précédents,  Inéquation  d*une 
ligne  droite  a  lieu  entre  les  segments  que  les  rayons  menés 
de  chaque  point  de  cette  droite  à  deux  ou  plusieurs  pôles 
fixes  font  sur  des  axes  fixes.  Nous  allons  maintenant  ex- 
primer Féquation  d'une  droite  en  fonction  de  segments 
faits  sur  des  rayons  menés  de  chaque  point  de  la  droite  à 
un  ou  plusieurs  pôles  fixes  pris  arbitrairement. 

Considérons  le  théorème  général  (428),  d'après  lequel 
tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent  être  pris  arbi- 
trairement. 

Prenons  sur  les  axes  AE,  BE',  etc.,  {fig-  99),  des  points 
fixes  R,  R',...,  et  remplaçons  Iqs  coeflîcients  a,  S,...  par 

("'  •  vn  )  '  (^'  *  F^^  )'  ^^^''  l'équation  deviendra 

Am    AR\        _  /B/7j'     BR'  \ 

Ë7»-ÊRJ"^^'\Ê^'*rT';"^  —  "• 

C'est-à-dire  que  :  si  de  chaque  point  M  d'une  droite  L  on 
mène  les  rayons  MP,  MP',  elc,  qui  rencontrent  respecti- 
vement les  axes  AE,  BE',  etc.,  en  m,  m',...,  on  aura  cette 
relation  dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,,  ë,,  etc., 
moins  deux ,  peuvent  être  pris  arbitrairement  ;  les  points  R, 
R',...  ayant  été  pris  eux-mêmes  arbitrairement  et  restant 
fixes  sur  les  axes  AE ,  BE',  etc. 
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G)nsidérous  les  quatre  droites  menées  du  point  P  auit 
quatre  points  M ,  A ,  E ,  R ,  et  coupons-les  par  une  trans- 
versale issue  du  point  M ^  soient  M,  a ,  e,  p  les  points  d*in- 
tersection  :  leur  rapport  anharmonîque  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  M ,  A,  £,  R,  de  sorte  que  le  premier  terme 

de  l'équation  peut  être  remplacé  par  a,  I  —  :  — ^  |  •  Si ,  pa- 
reillement, Ton  mène  par  le  point  M  une  autre  transver- 
sale qui  rencontre  les  droites  P'B,  P'E',  P'R'  en  i,  e',  p', 
on  pourra  prendre,  pour  le  deuxième  terme  de  Féquation, 

l'expression  6,  (  -7—  :  -^  1 5  et  ainsi  des  autres  termes  :  l'é- 
quation devient  donc 

--r  :  —  )h- 6,  ( -yr-,  : -f     H-. .  .==  V. 
?M     ep/  \e'M     e' p  / 

Ainsi  les  segments  qui  étaient  comptés  sur  les  axes  AE, 
BE',  etc.,  sont  remplacés  par  des  segments  comptés  sur  des 
transversales  menées  arbitrairement  par  chaque  point  M  de 
la  droite  L;  et  les  axes  AE,  BE'  n'entrent  plus  dans  le 
théorème.  A  leur  place,  on  considère  de  nouvelles  droites 
PA,  P'B,...,  PR,  P'R',....  Les  points  p,  p',.--  ^^^^  sur  les 
droites  fixes  PR,  P'  R', . . .  ;  mais  on  peut  éliminer  ces  droites 
en  considérant  les  points  p,  p',...  comme  des  pôles  fixes 
pris  arbitrairement,  par  lesquels  on  fait  passer  toutes  les 
transversales  issues  de  chaque  point  M  de  la  droite  L. 
Enfin ,  de  cette  manière,  les  pôles  primitifs  P,  P', . . .  dis- 
paraissent et  se  trouvent  remplacés  par  les  nouveaux  pôles 
p,  p^, . . . .  On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Étant  données  des  droites  K^  B,  C,...  (fig.  100),  et  étant 
pris  arbitrairement  autant  de  pôles  fixes  p,  p',  p'',...,  cor^ 
respondants  à  ces  droites,  un  à  une,  respeciiv^ement  ^  si  par 
chaque  point  M  d'une  droite  L  on  mène  des  transversales 
passant  par  ces  pôles  p^  p*^  p^\,..j  et  rencontrant,  respectt- 
uenienty  les  droites  A ,  B ,  C , . . . ,  en  des  points  a ,  b ,  c , . . . , 
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et  une  autre  droite  fixe  E,  en  des  points  e,  e',  e",.-.,  on 
aura  la  relation  constante 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  6v«m  ^)  moins  deux  y 
peus^ent  être  pris  arbitrairement, 

II. 

435.  Ce  théorème  général  donne  lieu  à  plusieurs  corol- 
laires; car  on  peut  supposer  à  Finfini  soit  la  droite  E ,  soit 
un  ou  plusieurs  des  points  p,  p\'  •  »  ou  tous  à  la  fois;  et 
ces  points  peuvent  se  réunir  en  un  seul. 

Si  Ton  suppose  tous  ces  points  à  Finfini ,  Téquation  [/) 
devient 

aU       ^   bfA  cM 

La  droite  sur  laquelle  sont  comptés  les  deux  segments 
Ma,  Me  reste  parallèle  à  elle-même-,  de  sorte  que  ces  deux 
segments  sont  proportionnels^  respectivement,  aux  dis- 
tances du  point  M  aux  deux  droites  A  et  E.  Il  en  est  de 
même  de  tous  les  autres  segments.  On  a  donc ,  en  appelant 
P'i  p' •>  p"'i'  '  '  ^^^  l^s  distances  de  chaque  point  M  de  la 
droite  L  aux  droites  fixes  A ,  B,  C , . . .  et  E ,  la  relation  ho- 
mogène 

Donc  :  Les  distances  de  chaque  point  d*une  droite  à, 
plusieurs  axes  fixes  ont  toujours  entre  elles  une  relation 
homogène  du  premier  degré ,  dans  laquelle  tous  les  cocfii'- 
cientSj  moins  deux,  peui^ent  être  pris  arbitrairement, 

436.  Si  la  droite  E  est  à  Finfini ,  Féquation  (/)  devient 

{h)  a HSt-, -h7— 7, -h.  .  .=v. 

'  ap  op  cp 
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—  est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des 

points  M  et  p  sur  la  droite  A,  et  de  même  des  autres  termes; 
or  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  p.  p', .  . .  sur 
les  droites  A,  B, . . .  sont  constantes,  et  l'on  peut  les  faire 
entrer  dans  les  coefficients  de  Téquation,  de  sorte  qu'en 
appelant  p,  p', ...  les  perpendiculaires  abaissées  de  cbaque 
point  M  sur  les  droites  A ,  B, . . . ,  on  a  la  relation 

dans  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent 
être  pris  arbitrairement 5  c'est-à-dire  que  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  chaque  point  d\ine  droite  L  sur  îles  axes 
fixes  ont  entre  elles  une  relation  du  premier  degré,  dans 
laquelle  on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coeffi- 
cients moins  deux.  Ce  qui  est  le  théorème  (432) ,  car  on 
peut  substituer  aux  perpendiculaires  des  obliques. 

437.  Faisons,  dans  Téquation  (A), 

oM  =  pM  —  pfl, 


il  vient 


a h  6  -r-T-  4-  .  .  .  =  (a  4-  6  -f-  .  .  .  —  v  ), 


ou,  en  représentant  le  second  membre  par  v,, 

pM       ^p'M 

a h  o  ^-r-, — h  •  .  •  =  v,  ; 


pa  p'  b 

ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Étant  don  fiées  des  droites  A ,  B,  C , .  .  .  et  autant  de 
pôles  fixes  p,  p',  p",."  placés  d'une  manière  quelconque , 
si  de  cliaque  point  M  d'une  autre  droite  L  on  mène  des 
rayons  à  ces  pôles,  lesquels  rencontreront  les  droites  A, 
B ,  C  , .  . .  en  des  points  a ,  b ,  c , . . . ,  on  aura  la  relation 


iO  «T7-*-^^-*"77r7-i-' ••  =  ».. 
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vonstante 

dans  laquelle  a ,  S, . . . ,  Vi  sont  des  constantes  qui  toutes^ 
moins  deux,  peuA^ent  être  prises  arbitrairement. 

438.  Si  tous  les  points  p^^  p'9  •  •  -  se  confondent  en  un 
seul,  Féquation  (h)  devient 


<^) 

nM 

a  .  — 
ap 

^   ^M 
àp 

^P 

4-... 

=  v, 

et  1 

'équadon  (i) 

(/) 

a 
pa 

6         7 

pb       pc 

•  •  •  ' 

Ce  qui  prouve  que  : 

Etant  données  plusieurs  droites  A ,  B ,  C , .  . . ,  et  une 
dernière  L ,  si  autour  d'un  point  fixe  p  on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  ces  droites  en  des  points  a,  b, 
c , ...  y  M,  on  aura  les  deux  relations  (k)  et  (1) ,  dans  cha^ 
cunc  desquelles  toutes  les  constantes ,  moins  deux,  peuuent 
être  prises  arbitrairement^ 

439.  Et  rëciproquement  : 

Étant  données  plusieurs  droites  A>,  B,  C^...,  si  autow 
d'an  point  fixe  p  on  fait  tourner  une  transversale  qui  les 
rencontre  en  des  points  a^  b,  c,...,  et  qu'on  prenne  sur 
cette  droite  un. point  M  détemuné  par  l'une  ou  l'autre  des 
deux  équations  {k)  et(\)^le  lieu  de  ce  point  sera  une  ligne 
droite  (*). 

440.  Dans  ce  théorème  on  détermine  immédiatement, 
soit  par  Téquation  (/r),  soit  par  la  seconde  (/),  chaque  point 

(*  )  Ce  théorème  te  trouve  dans  le  Mémoire  de  M.  Poncelet  sur  les  Centre* 
des  moyennes  harmoniques  (voir  Journal  de  MatJiémaltques  de  M.  Crelle^ 
tome  lll ,  page  a55  j  niinée  i8a8). 

21 
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M  situé  sur  une  transversale  issue  du  point  p.  Et  comme 
on  passe  de  I  équation  {c)  du  théorème  (430) ,  à  Tune  ou  à 
Tautre  des  équations  (A)  et  (/),  dont  les  coefficients  dé- 
pendent de  ceux  de  l'équation  (c) ,  le  point  p  pouvant  être 
pris  arbitrairement,  on  voit  qu'on  pourra  se  servir  de  Tune 
des  équations  (À)  et  (/)  pour  déterminer  les  points  M  qui 
satisfont  à  Téquation  (c)  5  et  même  pour  déterminer  en  par- 
ticulier le  point  situé  sur  une  droite  donnée. 

441 .  Observation.  —  Tous  les  théorèmes  compris  dans 
le  deuxième  et  le  troisième  paragraphe  de  ce  chapitre ,  qui 
ont  été  des  conséquences  immédiates  de  Tun  ou  de  l'autre 
des  deux  théorèmes  généraux  ^428)  et  (434),  comportent 
la  même  généralité  que  ceux>-là  ^  car  on  peut  remonter  de 
tous  ces  théorèmes  aux  deux  (428)  et  (434)  ;  et  comme  on 
passe  aussi  de  l'uu  à  Tautre  de  ces  deux-là ,  nous  pouvons 
dire  que  tous  les  théorèmes  ont  une'  égale  généralité ,  et 
qu  ils  ne  sont  que  des  expressions  différentes  d'une  même 
propriété  relative  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite.  De 
ces  expressions,  la  plus  simple  est  celle-ci  :  Les  distances 
de  chaque  point  d*une  ligne  droite  à  plusieurs  axes  Jixes 
ont  entre  elles  une  relation  du  premier  degré  ^  soit  homo- 
gène y  soit  complète,  dans  laquelle  tous  les  coefficicnis , 
moins  deux,  peui^nt  être  pris  arbitrairement. 

Tous  les  théorèmes  n'expriment  rien  de  plus  que  celte 
sim|Je  proposition  ;  mais  il  est  intéressant  de  voir  qu'an 
moyen  delà  notion  du  rapport  anharmonique  on  les  déduit 
tous  d'une  proposition  élémentaire  (123) ,  et  que  l'on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre. 
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CHAPITRE  XXII. 

lÈQUATIOKS   LV  POINT,  OU  RELATIONS  DE  SEGMENTS  SERVANT  A 
DÉTERMINER  UNE  INFINITÉ  DE  DROITES  ASSUJETTIES  A  PASSER 

TOUTES    PAR    UN   MÊME  POINT.  CENTRE  DE  GRAVITÉ   d'uN 

SYSTÈME    DE    POINTS,    CENTRE   DES    MOYENNES    HARMO- 
NIQUES. 


i4â.  Nous  appelons  équation  au  point,  une  équation 
entre  certaines  variables  dont  chaque  système  de  valeurs 
^termine  la  position  d'une  droite,  de  manière  que  toutes 
«es  droites  passent  par  un  même  point.  On  peut  dire  €(ue 
réquaticxi  représente  ce  point, 

§  I.  —  Équation  entre  les  segments  qu\ine  droite  tour'- 
nant  autour  cTun  point  Jait  sur  deux  axes  fixes. 

Si  sur  deux  axes  SA ,  SB  (fig.  loi),  qui  se  coupent  en  S 
-et  sur  lesquels  A  et  B  sont  deux  points  fixes,  on  prend 
deux  points  variables  m,  m',  liés  entre  eux  par  la  rela- 
tion 

dans  laque/le  a ,  ë  et  y  sont  des  coefficients  constants^  la 
droite  mm'  passera  toujours  par  un  même  point  p. 

En  elTet,  cette  équation  exprime  la  division  bomographi*- 
que  des  deux  droites  SA ,  SB  (i23),  et  dans  cette  division 
deux  points  homologues  coïncident  en  S.  Par  conséquent 
la  droite  mm'  passe  toujours  par  un  même  point  p  (103). 

On  peut  dire  que  l'équatiou  représente  le  point  p^  ou 
<{n'êlle  ai  Téquatiôn  de  eê  point,  ou,  en  terme  général, 
ijùé  c'cM  une  équation  au  points 
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Il  est  évident  que ,  réciproquement ,  un  point  étant  donné, 
on  peut,  en  attribuant  à  l'un  des  trois  coefficients  a,  S  et  v 
une  valeur  arbitraire ,  déterminer  les  deux  autres  de  ma- 
nière que  l'équation  (a)  représente  ce  point. 

443.  Chacun  des  trois  points  S,  A,  B  peut  être  k  Tin- 
fini  (123)  9  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  équations  : 

a         ^B//i' 
om  ont 

a  6 

om       om 

3**.  a.  A/iï -h  €.Bw'  =  V. 

Dans  cette  dernière ,  les  deux  axes  SA ,  SB  sont  paral- 
lèles. 

444.  Quand  la  constante  v  est  nulle ,  le  point  représenté 
par  Tune  ou  l'autre  de  ces  équations  est  toujours  situé  sur 
la  droite  AB.  Car  alors  l'équation  générale  se  réduit  à 

a  « h  6  - — r  =  O 


S//I  S/w' 

OU 

Aw  _    Rm' 

et  cette  équation  exprime  que  dans  la  division  bomogra* 
phique  des  deux  droites  SA,  SB,  les  points  A  et  B  sont 
deux  points  homologues  (  115).  Donc  la  droite  AB  est  une 
des  positions  de  la  droite  mm',  et  par  conséquent  le  point 
p  se  trouve  sur  cette  droite. 

445.  On  peut  encore  prendre  pour  l'équation  d'un  point, 
Téquation  générale 

(b)  Aw.B/n'-hX.Aiii -+•  fA.B/w'-i- v  =  o, 

pourvu  que  l'on  détermine  l'un  des  trois  coefficients  de 
manière  à  exprimer  que  deux  points  homologues  coïncident 
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en  S.  La  relation  qui  exprime  cette  coqflition  est 

AS.BS-t->.AS-f-ft.BS-+-v*=o. 

Éliminant  v,  on  aura  pour  Féquation  générale  d'un  point 

(b')    A/7t.Bw'-f->  A/»-f-tt.B/iî'==AS.BS-H>.AS-hft.BS; 

dans  laquelle  les  cofficients  X  et  /x  sont  arbitraires.  Réci- 
proquement, un  point  étant  donné ,  on  pourra  attribuer  à 
ces  coefficients  des  valeurs  telles,  que  Féquation  représente 
ce  point. 

446.  Quand  les  constantes  X ,  fx  sont  nulles ,  Téquation 

se  réduit  à 

Am.B/it  =AS«BS> 

Ainsi  toute  droite  mm\  déterminée  par  cette  relation , 
passera  par  un  point  fixe. 

Et  réciproquement  :  Un  point  étant  donnée  on  peut  dé- 
terminer sur  les  deux  axes  SA,  SB  (fig.  102)  la  position 
des  deux  points  Â ,  B ,  et  une  constante  "k^  de  manière 
que  réquation  du  point  soit 

Ai>i.Bm'  =  X. 

En  effet,  cette  équation ,  qui  exprime  la  division  bomogra* 
pbique  des  deux  axes  AS ,  BS ,  fait  voir  que  le  point  A  cor- 
respond à  l'infini  de  la  seconde  droite ,  et  le  point  B  k  Fin- 
fiai  de  la  première.  Donc  si  par  le  point  p  on  mène  une 
parallèle  à  Faxe  SA,  elle  déterminera  sur  le  second  axe  le 
point  B.  Et  pareillement  la  parallèle  pA  au  second  axe 
détermine  sur  le  premier  le  point  A.  Quant  k  la  con- 
stante X ,  elle  est  égale  au  rectangle  SA  .SB. 

§  II.  —  Équation  entre  les  segments  faàs  par  une  droite 
tournant  autour  d'un  point  fixe,  sur  plusieurs  droites 
concourantes  en  un  même  point, 

447.  Etant  données  plusieurs  droites  SA,  SB,. . .  pas- 
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sant  toutes  par  un  même  point  S  (fig.  loi)  et  sur  lesquelles 
sont  pris  arbitrairement  des  points  fixes  A ,  B ,  C , . . .  5  ji 
autour  (Tun  point  p  on  fait  tourner  une  transversale  qui 
rencontre  ces  droites  en  des  points  m,  m',  m^,. . .,  0/1 
aura  la  relation  constante 


,  ,  km       ^B/»'  Cm" 


9 


> 


1 


a,  6,  ...,  V  étant  des  coefficients  constants  qui  tous, 
moins  deux ,  peui^ent  être  pris  arbitrairement. 

La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le 
théorème  (428). 

448.  Pour  que  l'équation  (c)  soit  celle  d'un  point  dé- 
terminé,  H  siffit  qu'elle  soit  satisfaite  pour  deux  transuer^ 
sales  issues  de  ce  point. 

En  eflet)  pour  que  l'équation  soit  celle  d'un  point  donné, 
on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coefficients  moins 
deux  ;  et  ceux-ci  se  détermineront  par  certaines  relations 
dépendantes  de  la  position  particulière  du  point.  Or  deux 
transversales  passant  par  le  point  donnent  deux  équadons 
de  condition  entre  tous  les  coefficients ,  savoir  : 

A/Wi       ^Bw',  Awj       ^B/«' 

a-~^4-€ç-j--l-...  =  »,     et     a— - -+- 6— j-H- .  .  .  =  »; 

et  ces  deux  équations  suffisent  pour  déterminer,  et  déter-* 
n^inept  nécessairement  les  deux  coefficients  inconnus.  De 
sorte  quet  quand  elles  sont  satisfaites^  l'équation  (c)  est  celle 
du  poii|t  donné,  et  par  conséquent  toute  autre  transversale 
menée  par  ce  point  satisfera  aussi  à  l'équation.  Donc,  etc. 

449.  Quand  une  droite  mobile  rencontre  les  axes  SA , 
SB,  se, .  .  .  en  des  points  m,  m',  m",  .  . .  entre  lesquels 
a  lieu  la  relation 

A  m       .B//i'  C/w" 


a  -n H  ^  5 — 7  4-  7  s — T,  -h  .  .  .  =  Vy 
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oiï  a,  6,  y,  .  . ,,  V  sont  des  coefficients  constants,  cette 
droite  passe  toujours  par  un  même  point. 

En  elTet ,  si  Ton  considère  le  point  d^intersection  de 
deux  des  droites  qui  donnent  lieu  à  cette  équation ,  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède,  que  Téquation  aura  lieu  pour 
toute  autre  droite  menée  par  ce  point.  Mais  elle  ne  peut 
pas  avoir  lieu  pour  une  droite  qui  ne  passerait  pas  par  ce 
point;  car  cette  droite  rencontrerait  celles  qui  passent  par 
le  point,  en  des  points  par  chacun  desquels  on  pourrait 
mener  une  infinité  de  droites  satisfaisant  à  Téquation  \  d*où 
Ton  conclut  que  toute  droite  quelconque  satisferait  à  Téqua- 
lion  ;  ce  qui  n'est  pas  possible.  Donc ,  etc. 

Observation,  — Ce  théorème  peut  être  considéré  comme 
la  réciproque  de  la  proposition  (446).  De  sorte  que  les  di- 
verses propositions  que  nous  déduirons  de  celle-ci  admet- 
tront une  pareille  réciproque. 

450,  Dans  l'équation  (c)  le  point  S,  ou  bien  les  points 
A,  B,. . .,  peuvent  être  pris  à  Tinfini,  et  Féquation  sub- 
siste comme  si  les  segments  infinis  devenaient  des  con- 
stantes. Cela  résulte  de  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  deux 
axes  (443).  Mais  il  est  très-facîle  de  le  démontrer  directe- 
ment. En  effet ,  prenons  sur  chacune  des  droites  SA ,  SB,... 
un  point  fixe,  R  sur  la  première,  R'  sur  la  seconde,  etc. , 
on  pourra  écrire  Téquation  sous  la  forme 

,_,,  km    KK       ^    B/7i'    BR' 

'    ^  S/71     SR  Sw'    SR' 

SR.         SR' 

car  on  coadidérera  les  quantités  ct-r-^i  ë  ^r^'  6tc. ,  comme 

AR         BR 

formant  les  coefficients  des  différents  termes.  Ainsi ,  les 

points  A,  R,  Bj  R';  etc.,  étant  pris  arbitrairement  sur  les 

droites  SA  ^  SB,  etc.,  respecti\^ement  ^  on  pourra  prendre 

arbitrairement  toutes  les  constantes  a ,  6 ,  .  .  . ,  v ,  moins 

fleuXy  et  déterminer  ces  deux^ci,  de  manière  que  cette 
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Téquation 

a . fl Pi  -4-  6 .  ^ p,  -h  7 .  rpi  -h  .  .  .  =  o, 

et  de  mener  par  le  point  pi  une  parallèle  aux  perpendicu- 
laires; cette  parallèle  satisfera  à  la  question;  c^est-à-dire 
qu'en  appelant  p,  p\ ...  ses  distances  aux  points  A,  B,  ^ . . , 

on  aura 

a ./? -h  6  ./>' -f- 7  ./>" -h . . .  =  o. 

Or,  d'après  le  théorème  précédent,  toutes  les  droites  ainsi 
déterminées  passent  par  un  même  point  p.  On  peut  donc 
dire  que  : 

Etant  donnés  des  points  quelconques  A ,  B ,  C , . . .  et  des 
coefficients  «,  6,  y,...^  il  existe  toujours  un  certain  point  p 
tel  y  que  si  Von  mène  par  ce  point  une  droite  quelconque^ 
la  somme  de  ses  distances  aux  points  A,  B,...  multipliées 
respectis^ement  par  les  constantes  « ,  6,  etc.,  sera  toujotws 
nulle. 

Le  point  p  est  ce  qu'on  appelle  le  centre  de  grai^ité  des 
points  A ,  B,  C , . . .  supposés  matériels  et  ayant  pour  masses^ 
respectivement,  les  constantes  a,  6,  y,.... 

453.  Quand  les  points  A ,  B ,  C ,. . .  sont  en  ligne  droite, 
leur  centre  de  gravité  est,  évidemment,  le  point  p  de  cette 
droite ,  déterminé  par  l'équation 

a.Ap-t-S.Bp-h...  =0. 

Caries  distances  p^  p',.*»  des  points  A  9  B,...  à  une  droite 
quelconque  menée  par  le  point  p  seront  proportionnelles 
aux  segments  Af,  Bp,...,  et  auront,  par  conséquent,  entre 
elles  la  relation 

a ./;  -t-  6  .y»'  4-  elc .  =  o , 

qui  caractérise  le  centre  de  gravité. 

454.  Considérons  un  système  de  points  quelconques  A  , 
B,  C,...  et  leur  centre  de  gravité  p;  concevons  qu'on  les 
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projette  tous  sur  une  droite,  par  des  obliques  parallèles 
entre  dles,  et  soient  a,  6,  c ,..  *,  /^t  leurs  projections.  Les  seg- 
meats  apt^  bpxt  etc.,  seront  proportionnels  aux  distances 
des  points  A ,  B,  C , . . .  à  Foblique  menée  par  le  point  p  \  on 
aura  donc  la  relation 

a  flpi  -f-  6.6pi  -}-  7.cpi'-H  •  •  •  =  o. 

Or  cette  équation  exprime  que  le  point  p^  est  le  centre  de 
gravité  des  points  a^b^..,  supposés  doués  des  masses  <x,  6, . . . . 
Donc,  si  Von  projette  sur  une  droite  quelconque  des  points 
matétiels  A ,  B ,  C , . . .  ei  leur  centre  de  gratuité,  la  projec- 
tion de  ce  dernier  point  sera  le  centre  de  grai^ité  des  points 
en  projection. 

455.  D'après  cela  ,  pour  déterminer  le  centre  de  gravité 
d'un  système  de  points  A ,  B ,  C ,. . .,  il  suffit  de  projeter  ces 
points  sur  deux  droites ,  et  de  prendre  les  centres  de  gravité 
des  deux  séries  de  points  en  projection;  les  deux  points 
ainsi  déterminés  seront  les  projections  du  centre  de  gravité 
cherché. 

Les  deux  projections  peuvent  aussi  se  faire  sur  une  même 
droite,  par  des  obliques  différentes. 

456.  Qu^on  mène  une  droite  quelconque  ne  passant  plus 
par  le  point  jO,  et  soient  P,  P',  P'', ...  ses  distances  aux  points 
A,  B,  C,...,  et  G  sa  distance  au  point  p,  on  aura  /i=P^-G, 
pf  --.  p'«-^  Q ^  etc.,  et  l'équation 

a ./?  4-  <>  ./>'  H-  7  -p"  -f- .  . .  =  o 
deviendra 

a.P-f-e.P'-»-7.P"-+-...  =  (a  4- 6 -+-7 -+-... )G. 

D'après  cela  on  peut  dire  que  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  points  matériels 
est  un  point  dont  la  distance  à  une  droite  quelconque  ^ 
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multipliée  par  la  somme  des  masses  de  tous  les  points  ^ 
est  égale  à  In  somme  des  dislances  de  ces  points  à  la 
même  droite,  multipliées  respectiv^ement  par  les  masses 
de  ces  points. 

Quand  tous  les  coefficients  a ,  S,  etc. ,  sont  égaux  à  runité, 
on  appelle  le  point  p  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  A ,  B ,  C,.  ••9  parce  que  la  distance  de  ce  point  à  une 
droite  quelconque  est  la  valeur  moyenne  des  distances  de 
tous  les  points  à  cette  droite.  C*est-àKlire  que  Ton  a 

p-f.p'-f.p"^,.. 
G  = ; 


n 


n  étant  le  nombre  des  points  A ,  B , 

Quand  la  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances, la  somme  de  ses  distances  à  tous  les  points  est  nulle. 

§  IV.  —  Centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 

de  points, 

I. 

457.  Reprenons  Téqualion  (c',  4^)  ^  supposons  que  les 
points  R)  R^. . .  (Jig'  104)9  ^I^^  ^^^  arbitraires,  soient 
pris  tous  sur  une  même  droite  L,  et  par  le  point  O,  où  la 
droite  qui  tourne  autour  d^un  point  fixe  rencontre  cette 
droite  L,  menons  d'autres  droites  aux  points  A ,  B , . . . ,  S; 
puis,  concevons  une  transversale  qui  coupe  ces  droites  en 
des  points  a ,  6 ,  . . . ,  5 ,  la  droite  mm!  en  un  point  o^  et  la 
droite  L  en  r;  on  aura 

km     AR flp     ar 

Sm  '  SR       5p  *  sr 

Biw\  im!  _b^    br 
Sw''  Sft'  ""T^'^r* 
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De  sorte  que  l'équation  (c^}  devient 

(s)  a-i-H-eTi-H =:v.-i-. 

^  ar  or  sr 

Or  les  droites  SA ,  SB, .  .  .  u^ entrent  plus  que  par  leurs 
points  fixes  A,  B,  etc.,  dans  la  manière  de  former  cette 
équation  \  ce  sont  les  droites  issues  d^un  même  point  O  va- 
riable sur  la  droite  fixe  L,  qui,  en  tournant  autour  des  points 
A  ,  B,  . .  . ,  S  et  |9,  déterminent,  sur  la  transversale  menée 
arbitrairement,  les  points  a,  i,  ..  .,  s  et  p^  l'équation 
exprime  donc  ce  théorème  : 

Etant  donnés  plusieurs  points  fixes  A\  B ,  .  .  . ,  û  ,  et 
une  droite  L ,  si  de  chaque  point  de  cette  droite  on  conduit 
des  rayons  à  ces  points  y  et  quon  mène  une  transi^ersale 
qui  rencontre  ces  rayons  en  des  points  a ,  b ,  . .  . ,  /o, ,  <?f  /a 
droite  L  en  un  point  r,  il  existera  entre  les  segments  for^ 
niés  par  les  points  a ,  b , . . . ,  à  partir  de  l'un  d'eux  pt  et  du 
point  r ,  la  relation 

,,X  ^P\  M^Pi 

ar  or 

dans  laquelle  toutes  les  constantes ^  moins  deux,  peuv^ent 
être  prises  arbitrairement  y 

Et  toutes  ces  constantes j  y  compris  ces  deux-là,  reste- 
ront  les  mêmes  y  quelle  que  soit  la  transversale, 

458.  Réciproquement: 

Etant  donnés  des  points  A .  B ,  C , .  .  .  ,  des  constantes 
a^S^yj..,et  une  droite  L ,  si  par  chaque  point  O  de  cette 
droite  on  conduit  à  ces  points  les  rayons  O  A ,  OB ,  OC , . . . 
qui  rencontreront  une  transversale  en  des  points  a ,  b , 
c,  .  . . ,  e<  qu'on  prenne  sur  cette  transversale  le  point  px 
déterminé  par  Véqvtation 

ar  hr ,       *  cr 
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flans  laquelle  r  est  le  point  de  renconWe  de  la  transxfer^ 
sale  et  de  la  droite  L,  la  droite  Opi  passera  toujours  par 
un  point  fixe  y 

Et  ce  point  sera  le  même,  quelle  que  soit  la  position  de 
la  transversale. 

Le  point  pi  déterminé  sur  la  transversale  par  l'équa- 
tîon  (A)  a  été  appelé  par  M.  Poncelet  le  centre  des  moyennes 
liannoniques  des  points  a,  A,...  relatif  au  point  r\  et  le 
point  p  par  lequel  passent  toutes  les  droites  Op,,  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  des  points  A ,  B ,  C ,  .  .  .  rela- 
tif à  la  droite  L  (*). 

459.  Diaprés  ces  définitions,  le  théorème  exprime  que  : 
Étant  donné  un  système  de  points  Â,  13,  .  .  .  et  leur 

centre  des  moyennes  harmonicptes  p,  relatif  à  une  flroite 
L ,  sidun  point  de  cette  droite  on  mène  des  rayons  à  tous 
ces  points  et  que  Von  tire  une  transi^ersale  qui  rencontre  ces 
rayons  en  des  points  ^^h^  .  ,  ,  ^  p^  et  la  droite  L  en  un 
point  r,  le  point  p^  sera  le  centre  des  moyennes  harmoni'- 
ques  des  points  a,  b,  .  .  .  relatif  au  point  r. 

460.  L'équation  (  //  ) ,  qui  détermine  le  centre  des  moyen- 
nés  harmoniques  p^  des  points  a,  £,...  par  rapport  au  point 
r,  se  met  sous  une  autre  forme.  Qu  on  y  fasse 


ap  z=  rp  —  rfl , 

bp  =  rp  —  r6. 

elle  devient 

(« 

■"—     ■    1"  "V  "i~  •  •  •  > 
rp                  ra       ro 

ou 

a         g 
i         ra       ro 

rpt'"    a  -h  6  -h  .  .  . 

{*)  Voir  le  Mémoire  sur  les  Centres  des  moyennes  harmoniques ^  art.  ao 
(p.  !i44  ^^  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crelltf,  t.  }Il;  ann.  i8ad). 
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Quand  tous  les  coefficients  et,  6, .  . .  sont  égaux  à runité, 
le  segment  rp^  est  ce  que  Maclaurin  a  appelé  la  moyenne 
harmonique  entre  les  distances  ra,  rb  ^  ,  .  .  (62). 

II  est  à  remarquer  que  Téquation  (h)  peut  se  mettre  sous 
Ja  forme 

(/}  (a4-6+...    -H  =:a    __  _|- Ç. -^  ^„  etc., 

rp,  rfl  rb 

/étant  un  point  quelconque  pris  sur  la  même  droite  que 
les  points  a,  &,  etc. 

En  effet,  si  Ton  divise  les  deux  membres  par  — ?  Téqua- 

tion  ne  contiendra  que  des  rapports  anharmoniques,  et  par 
conséquent  elle  aura  lieu  pour^  toute  position  du  point  i, 
si  elle  a  lieu  pour  une  seule.  Or  quand  le  point  i  est  à  Tin- 
fiai,  Téquation  redevient  Téquation  (A).  Donc  elle  a  lieu 
quel  que  soit  le  point  i. 

461.  Si  le  point  r  de  Téquation  [h)  est  à  Tinfini,  le 
point  p  devient  le  centre  de  gravité  des  points  a^  h  ^ ,  .  , 
supposés  matériels  et  ayant  pour 'masses  les  coefficients  a, 
f  ,.••  i  <'ai'  l'équation  s'écrit 

ér  cr 

a.apx-^  ^,bp^. h  V'^Pi- h  •  •  •  =  o, 


ar  '      nr 


ar   ar 


OU,  parce  ipic  les  rapports  t-.»— »  etc.,  sont  égaux  à  l'u- 
nité, 

ce  f|ui  exprime  que  le  point  pi  est  le  centre  de  gratuité  des 
points  «5  6,  c,...,  dont  les  masses  seraient  a,  S,  y...  (454). 

462.  Quand  la  droite  L  est  à  Tinfini,  le  centre  He: 
moyennes  harmoniques  des  points  A,  B,...  devient  lui- 
même  le  centre  de  grai^ité  de  ces  points  supposés  doués  de 
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masses  a,  S....  Car  toutes  les  droites  menées  d'an  point  0 
de  la  droite  L  à  ces  points  sont  parallèles  entre  elles,  le 
point  r  sur  une  transversale  est  à  Tinfini ,  et  le  point  p,  dé- 
terminé sur  cette  droite  est  le  centre  de  gravité  des  points  a, 
£,...;  d^où  il  suit  que  le  point  o  est  le  centre  de  gravité  des 
points  A,  B.... 

II. 

463.  D'après  ces  considérations,  ou  pourrait  croire  que 
les  propriétés  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d*un 
système  de  points  impliquent  une  notion  plus  générale  que 
celle  du  centre  de  grauité.  Mais  cette  plus  grande  généra- 
lité n'est  qu'apparente  et  n'existe  pas  au  fond.  On  peut  le 
concevoir,  à  priori ,  car  les  propriétés  du  centre  de  gravité 
et  celles  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  sys- 
tème de  points  sont,  sous  une  forme  différente,  des  ex- 
pressions générales  d'un  même  théorème  exprimé  par  l'é- 
quation (c.  447);  elles  n'expriment  donc  rien  de  plus  ni 
moins  que  cette  équation,  et  rien  de  plus  ni  moins  Tune 
que  l'autre.  Et,  en  effet,  nous  allons  voir  qu'on  peut  con- 
clure les  propriétés  du  centre  des  moyens  harmoniques  de 
celles  du  centre  de  gravité. 

Soient  des  points  A,B,  C,...  (/ig*  io5);  que  p^  p\... 

représentent  leurs  dislances  à  une  droite  L,  et  -»  -,...,- 

leurs  masses*,  et  soient  P,  P', ...  les  distances  de  ces 
mêmes  points  à  une  autre  droite  K  menée  par  leur  centre 
de  gravité;  on  aura  (452) 

P      ^P'  Q 

a f-S— 7-H...-hv  —  c=o. 

/'  P  V 

Soit  O  le  point  où  la  droite  K  rencontre  la  droite  fixe  L; 

on  a 

P  _  sin  KOA       P^  _  sin  KOB 

Jj  ~  sin  LO A  *     /7  "~  sin  LOB  '    ^^^'  ' 
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et  Téquation  devient 

sin  KOA  sin  KOB  _ 

Sin  LOA  sin  LOB 

Or  si  l'on  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  droites 
OA,  OB,...,  eix  des  points  a,  iv--î  ï*  droite  OK  en  pi 
et  la  droite  L  en  r,  on  peut  substituer  aux  rapports  de  sinus 
qui  entrent  dans  Téquation  les  rapports  de  segnaents  cor- 
respondants ,  de  sorte  que  Fëquation  devient 

ar  or 

Cela  est  évident^  car  si  Ton  divise  tous  les  termes  de  Té- 

,  ^  sin  KOA  ,  .  ^ 

t|uat]on  par  le  rapport  -: — frîT^  premier  terme,  on  forme, 

dans  tous  les  autres,  des  rapports  anharmoniques  de  sinus, 
auxquels  on  peut  substituer  les  rapports  anharmoniques  des 
segments  correspondants^  d'où  résulte  Téquation  que  nous 
venons  de  poser. 

Or  cette  équation  exprime  le  théorème  (458)  sur  le 
centre  des  moyennes  harmoniques^  de  sorte  qu  on  peut  dire 
que  :  le  point  appelé  centre  des  moyennes  harmoniques 
(Vim  système  de  points  matériels  A,  B,  C,...,  relatif  à 
une  dtvite  L,  est  le  centre  de  gratuité  de  ces  mêmes  points 
ijuî  auraient  d* autres  masses  égales ^  respectii^ement ^ 
aux  premières  dwisées  par  les  distances  des  points  à  la 
droite  L.' 

464>.  Observation .  —  Les  di  vers  théorèmes  contenus  dans 
les  trois  paragraphes  II ,  III  et  IV  de  ce  chapitre  pouvant  tous 
se  déduire  les  uns  des  autres,  d'une  manière  facile  et  di- 
recte ,  au  moyen  du  rapport  anharmonique  qui  forme  leur 
lien  commun,  on  peut  les  considérer  comme  exprimant 
tous,  sous  dos  énoncés  ditTérents,  une  même  propriété  re- 

22 
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lative  à  un  système  de  droites  passant  par  un  même  point. 
L'expression  la  plus  simple  de  cette  propriété  est  la  sui- 
vante : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point,  ses  dis- 
tances f^p\.,.à  plusieurs  points  Jixes  quelconques ,  ont 
entre  elles  une  relation  homogène  du  premier  degré 

a ./?  -h  6  ./>'  -h  7  ./>"  -h  etc.  =  o , 

dont  tous  les  coefficients ,  moins  deux  y  peuv^ent  être  pris 
arbitrairement. 

Et  réciproquement ,  quand  plusieurs  drvitcs  satisfont  à 
cette  relation  constante ,  elles  passent  toutes  par  un  même 
point. 


TROISIÈME   SECTION. 

systèmes  de  coordonnees  servant  a  déterminer 
des  points  ou  des  droites.  —  figures  homogra- 
phiques,  et  méthode  générale  de  déformation 
d'une  figure.— figures  corrélatives,  et  Méthode 
générale  de  transformation   des   figures  en 

d'autres    de    genre    DIFFÉRENT. 


CHAPITRE  XXllI, 

SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES  SERVANT  A  aEPnÉSBMTER  PAR    LITE 
ÉQUATION    TOUS    LES    POINTS    d'uNE   COURBE. 


I. 

465.  JVous  «vous  vu  (4â1)  qu'étant  donnés  deux  axes 
ÂC,  BD  [fig*  io6)^  et  deux  points  fixes  P,  Q,  situés  sur 
la  droite  Â6,  si  autour  de  ces  deux  points  on  fait  tourner 
•deux  rayons  dont  le  point  de  concours  //r décrive  une  ligue 
droite,  les  segments  que  ces  deux  rayons  feront,  respecti- 
vement, sur  les  deux  axes  AC,  BD  auix)nt  entre  eux  la  re- 
lation constante 

aC       ,  bD 

Et  réciproquement. 

De  sorte  qn'une  telle  relation  forme  Yéquatiou  d'une 
li^e  droite  dont  chaque  point  se  trouve  déterminé  par  les 

deux  rapports  —  ?  7-5  •  Ces  rapports  peuvent  s'appeler  les 

coor/hnrtées  du  point  w  ,  abscisse  et  ordonnée  j  et  en  les 
représentant  par  deux  simples  lettres  x,  j,  on  dira  que 

22. 
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Vé/fuation  du  premier  degré 

eH  celle  d^une  ligne  droite, 

466.  11  s^ensuit  qu'une  équation  du  Aegté  m  entre  le» 
deux  mêmes  coordonnées ,  repi^entera  une  courbe  jouis- 
sant  de  la  propriété  d^ètre  coupée  par  une  droite  quelcon- 
que, en  m  points  réels  ou  imaginaires;  ce  qu'on  appelle 
une  courbe  géométrique  du  degré  ou  de  Vordre  m. 

Car  cette  équation  étant 

F(*,  r)  =  o, 

le»  ordonnées  des  points  d'iatersection  de  la  courbe  par  la 
droite  (i^)  seront  les  racines  de  Téquation 

F(f*  — >r,  j)  =  o, 

laquelle  est  du  d^ré  m. 

Ainsi  dans  ce  système  de  coordonnées,  comme  dans  le 
système  en  usage ,  toute  courbe  géométrique  de  l'ordre  m 
est  représentée  par  une  équation  du  degré  m. 

467.  On  peut ,  comme  nous  Pavons  vu  (422) ,  faire  di- 
verses hypothèses  sur  la  position  des  ai^es  AC ,  BD ,  et  celle 
des  deux  points  fixes  C ,  D  qu'on  peut  placer  à  Finfini .  Les 
deux  pôles  P,  Q  peuvent  aussi  être  à  Tinfini ,  auquel  cas 
les  deux  points  A ,  B  s^y  trouvent  eux-mêmes.  Dans  tous 
les  cas,  ceux  des  segments  Aa,  etc.,  dont  les  origines  sont 
k  TinGni ,  disparaissent  de  Téquation ,  comme  sMIs  étaient 
devenus  égaux  à  Tunité.  Nous  avons  donné  (422)  les  éqoa^ 
lions  qui  résultent  de  ces  diverses  hypothèses  ;  nous  n'y 
reviendrons  pas  ici.  Nous  examinerons  en  particulier  un 
seul  des  systèmes  de  coordonnées  qui  répondent  aux  posi- 
tions difierentes  des  axes  et  des  pôles;  celui  qui  a  le  plus 
d'analogie  avec  le  système  en  usage  dans  la  Géométrie  ana^ 
f  y  tique. 
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468.  Prenons  pour  les  pôles  P  et  Q  (fig-^  107)  les  deux 
points  B  et  Â  respec ti veinent ,  et  pour  les  points  C  et  D  le 
point  de  concours  S  des  deux  axes  \  les  deux  coordonnées 

d'un  point  m  seront  les  rapports  —  ?  T-g  que  les  deux 

rayons  Bm  et  A  m  forment  sur  les  deux  axes  SA ,  SB. 

SI  l'on  suppose  les  deux  points  A  et  B  à  l'infini ,  ce  sys- 
tème de  coordonnées  deviendra  précisément  celui  de  la 
Géométrie  analytique ,  imaginé  par  Descartes ,  puisque  les 
deux  segments  infinis  aA,  6B  disparaîtront  de  Téqua- 
lion,  comme  nous  Pavons  vu  précédemment  (424). 

Considérons  le  cas  général  où  les  deux  points  A  et  B  sont 
à  distance  finie. 

1°.  Le  rapport  des  coordonnées  d'un  point ,  -  ou  —  \j-^ 

est  égal  au  rapport  —  des  segments  que  la  droite  menée  de  ce 

point  à  l'origine  S  fait  sur  la  base  AB ,  ce  rapport  étant  pris 
avec  le  signe  —  5  ainsi 

X  cB 

^»      d^S     «"i*»      ■■■w   • 

X  c  A 

En  effet,  on  a  dan» le  triangle  ASH 

«S     b%    cK  ^ 

âH    ÏS    cl""""  '' 

doù 

cB  aS     bS  X 

C  A  ri  A  '  ^  B  y 

2".  La  somme  des  deux  coordonnées  d'un  point  m  est 

égale  à  — -•  Car  on  a  dans  le  quadrilatère  aSbm. 

Sa       Sb       Sm      .^^^   „  . 

OU 

m  S 
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contre  Taxe  SA ,  en  faisant  y  =  o  dans  l'équation  ;  et  de 
même  les  ordonnées  des  points  où  elle  rencontre  Taxe  SB, 
en  faisant  0:=  o. 

Quant  aux  points  où  la  courbe  rencontre  ta  base  AB, 
une  difficulté  semble  se  présenter,  car  pour  chacun  de  ces 
points  les  deux  coordonnées  sont  infinies  (468,  3^)  ;  mais 
leur  rapport  va  suffire  pour  déterminer  chaque  point.  En 
effet,  le  rapport  des  deux  coordonnées  d'un  point  m  est 

égal  à (468,  I®).  Quand  les  deux  coordonnées  sont 

infiniment  grandes ,  le  point  approche  indéfiniment  de  la 
base ,  et  le  rapport  des  deux  coordonnées  exprime  toujours 

le  rapport -]  à  la  limite,  le  point  m  se  trouve  sur  la 

CA, 

base  même,  coïncidant  avec  le  point  c  :  donc  le  rapport  des 
deux  coordonnées  infinies  exprime  le  rapport qui  dé- 

c  A 

termine  ce  point  c. 

II  faut  donc  trouver  dans  Téquation  F(x,j^)  =  o,  les 

valeurs  du  rapport  -  quand  x  et  y  sont  supposés  infinis. 

Prenons  une  courbe  géométrique  du  degré  m ,  et  soit 
Aa?*-f-(«-4-  bx)x^~^  -+-..  .E7"-f-F  =  o, 
son  équation .  Ecrivons,  en  divisant  par^'", 

A  ~-  -i-  *  -=-T  -+■  «  -=-;  --f-...^E-f---r  =  o. 
Faisons  j^  infini,  Téquation  se  réduit  k 

Af-J   ^hi^\       4-...-+-E=:o. 

(Vest  cette  équation  qui  donnera  les  valeurs  du  rapport 
-  OU T-,  lesquelles  déterminent  les  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  et  de  la  base  AB. 
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472.  Remarquons  que  dans  cette  équation  le  terme  con- 
stant F  de  l'équation  de  la  courbe  n'entre  pas.  Il  s'elisuit 
que  deux  équations  qui  ne  diffèrent  que  par  le  terme  con* 
stant  représentent  deux  courbes  qui  coupent  la  base  AB 
dans  les  mêmes  points.  Dans  le  système  de  coordonnées  eu 
usage ,  les  deux  équations  représentent  deux  courbes  homo" 
thétiçiies  (c'est-à-dire,  semblables  et  semblablement  pla^ 
cces)  ;  et  comme  ce  système  dillère  de  celui  dont  il  est  ici 
question,  en  ce  que  la  base  AB  y  est  à  Tinfini,  on  en  con- 
clut que 

Deux  courbes  homotkétiques  sont  deux  courbes  qui  ont 
les  tnémes  points  y  réels  ou  imaginaires  y  à  Vinftnù 

Cela  se  vérifie,  du  reste,  tout  naturellement ,  en  cher- 
chant les  directions  des  asymptotes  (réelles  ou  imaginaires) 
des  deux  courbes. 

473.  Équation  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe, 
—  L'équation  d'une  droite  qui  doit  passer  par  deux  points 
{x\y')  et  (x'\y")  est,  évidemment, 

On  eu  conclut,  comme  dans  le  système  de  cooixlounées  en 
usage,  que  la  tangente  en  un  point  [x\y)  d'une  courbe 
F  (x,  j^)  =  o,  a  pour  équation 

ou 

II .  Autres  expressions  des  coordonnées  d*un  point. 

174.  L'équation  (i)  exprime  que  les  deux  points  a,  b 
forment  sur  les  deux  axes  AC,  BD  {fig-  io6)  deux  divi- 
sions homographiques ,  dans  lesquelles  les  points  A  et  B 


346  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

sont  deux  points  homologues.  On  peut  prendre,  pour  ex- 
primer ces  deux  divisions ,  Téquation 

sinoPC         sinôQD_ 
(^^  sin/iPA  "*■    slSl^  QB  """  ^' 

qui  signifie  que  les  deux  rayons  tournants  Pa,  Q6  for- 
ment deux  faisceaux  homographiques  (146).  De  sorte  (fu'on 
peut  considérer  cette  équation  comme  étant  celle  d'une- 
ligne  droite^  et  les  deux  rapports  de  sinus  seront  les  deux 
coordonnées  d'un  point. 

475.  Soient  p,  p'  et  q  les  distances  de  ce  point  aux  trois 
droites  PC,  QD  et  PQ;  Téquation  se  change  en  celle-ci  : 


7  7 

ou 

(3)  p^lp'=ni,j', 

c'est-à-dire  qu'on  peut  prendre  pour  l'équation  d^une  droite, 
une  relation  homogène  du  premier  degré  entre  les  distances 
de  chaque  point  de  la  droite  à  trois  axes  fixes.  Les  rapports 

->  —  de  deux  de  ces  distances  à  la  troisième  seront  recar- 
fj    q  ^ 

dés  con^u^c  les  coordonnées  d'un  point. 

Il  s'ensuit  que  Téquation  d'une  courbe  de  Tordre  m  sera 
une  relation  homogène  du  degré  m  entre  les  distances  de 
phaque  point  de  la  courbe  aux  trois  axes  fixes. 

Si  le  troisième  axe  auquel  se  rapporte  la  distance  ^  est  à 
Tinfini,  cette  variable  disparaît  de  l'équation  (3)  comme 
si  elle  devenait  égale  à  l'unité ,  ainsi  que  nous  l'avons  vu 
souvent;  et  alors  on  retrouve  le  système  de  coordonnées  en 
usage. 

Ul.  Applioations  des  systèmes  de  ooordonnceA  prëeédenls. 

476.  Proposons-nous  de  dônionti'cr  ce  théorème  : 

Quand  une  roiirhc  gèontéfriquc  de  C ordre  m  rencontre  les  cétéf 
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d'un  triangle  ASB  en  des  points  a ,  a', .  .  .  sur  AS ,  b ,  b', .  . ,  sttr 
SB ,  c/  c ,  c' . .  .  suPlRk  ^  on  a  la  relation 

,  ,       ak    a'K  bS    *'S  cB    c'B 

^^       aS     fl'S        ^6B     6'B        ^cA    c'a        -^'' 

les  points  pouvant  être  réels  ou  imaginaires,  en  totalité  ou  en 
partie ,  sur  chacun  des  côtés  du  triangle. 
En  effet,  soit 

réquation  de  la  courbe,  rapportée  aux  deux  axes  SA,  SB  comme 
précédemment  (471  ). 

On  détermine  les  abscisses  des  points  a ,  a', . . . ,  c*est-à-dire  les 

rapports  — -  ?  -7--  »  •  •  •  >  en  faisant  r  =  o  dans  Téquation  de  la 
ak    a'k 

courbe.  L'équation  devient 

A  jc*  4-  «rjr*-'  -f- .  . .  -4-  F  =  o  ; 

et  par  conséquent  on  a 

<ïS     a'S  .F 

ak    a'k  A 

Pareillement,  en  faisant  xsszo  dans  Féquation  de  la  courbe ,  on 
trouve  pour  le  produit  des  ordonnées  des  points  by  h\  . .  oit  li\ 
courbe  rencontre  Taxe  SB , 

bS     b'S  /F 

bE    b'B  E 

•27              r  B 
Mais,  d*après  Téquation  qui  donne  les  rapports  -  ou r(i- 

latifs  aux  points  de  la  courbe  situés  sur  la  base  AB  (471),  on  a 

cB     c'B  E 

cA    é/k  A 

De  ces  eT^pressions  des  trois  produits  de  rapports ,  on  conclut  tï*- 
quation  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  Donc ,  etc. 

477.  Corollaires.  —  On  peut  donner  au  tîicorcme  une  autre 
expression  ,  et  dire  que  :  Si  par  dcujc  points  fixes  A  ,  B  0/1  vwnv 
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deux  droites  quelconques  se  coupant  en  un  point  S  et  rencontrant 
la  courbe  en  deux  séries  de  points  a ,  a'  •  • .  ^ ^  1^  b', . .  .  ^  on  aura 
la  relation 

ak    a'X  bS     //S 

quelle  que  soit  la  direction  des  deux  droites. 

Car  cette  équation  devient  Téquation  (<i),  si  Ton  y  met,  pour  la 

cA    c'a 
constante  qui  forme  le  second  membre,  le  produit  —  •  -^7  -•• 

qui  reste  constant  d*aprés  Thypothèse. 

478.  Dans  ce  théorème ,  on  peut  supposer  que  le  pojnt  S,  ou 
bien  Tun  des  deux  points  A,  B,  ou  tous  les  deux  à  la  fois ,  soient 
à  l'infini  ;  et  Téquation  subsistera ,  comme  si  les  segments  iofinis 
étaient  devenus  égaux  à  Tunilé.  En  effet ,  dans  le  premier  cas, 

OÙ  le  point  S  est  à  l'infini,  les  rapports,   tels  que  j^j  de  deux 

segments  infinis  comptés  sur  deux  droites  parallèles  à  partir  de 
deux  points  déterminés,  sont  égaux  à  Tunité;  ainsi  les  segments 
infinis  disparaissent  et  Téquation  devient 

,   .  Aa,Xa' , , , 

C'est-à-dire  que  : 

Si  par  deux  points  fixes  A ,  B  pris  dans  le  plan  iVune  courbe 
géométrique  y  on  mène  deux  transversales  parallèles  entre  elles, 
les  produits  des  segments  [réels  ou  imaginaires)  compris  sur  ces 
droites  entre  la  courbe  et  les  deux  points  A  et  B,  resprctipement , 
seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant,  quelle  que  soit  la  tli' 
rection  commune  des  deux  transversales, 

479.  Si  c'est  le  point  B  que  Ton  suppose  à  Tinfini ,  les  segments 
^B^  etc.,  formeront  avec  cB,  etc.,  qui  se  trouvent  dans  l'expres- 
sion de  la  constante  qui  constitue  le  second  membre,  des  rapports 
égaux  à  Pu  ni  té ,  de  sorte  que  Téquation  deviendra 

I  i\  a  A    a  A  ,  ^    ,,  -, 

('0  -^    TF    ••  X  ^S.^'S...  =:const. 

aS     û'S 
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480.  Pareillement,  si  le  point  A  passe  à  Tinfini ,  cette  équation 

devient  ^ 

^S.^'S.-. 
le)  -— — 7- =  const. 

Ce  qui  exprime  que  : 

Si  par  un  point  S  on  mène  dans  le  plan  d'une  courbe  géomé- 
trique deux  transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes,  les  pro* 
duils  des  segments ,  •  réels  ou  imaginaires ,  /ormes  sur  ces  deux 
droites  entre  le  point  fy  et  la  courbe,  ont  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  le  point  S. 

481.  Observation. — Cette  propriété  des  courbes  géométriques 
se  présente  si  naturellement  dans  la  Géométrie  analytique,  qu'on 
pourrait  en  faire  remonter  la  connaissance  au  moment  où  Des* 
cartes  a  mis  au  jour  son  immortel  ouvrage.  Toutefois  on  la  dé- 
signe assez  souvent  sous  le  nom  de  théorème  de  Newton ,  parce 
qu'on  la  trouve  dans  Touvrage  intitulé  :  Énumération  des  courbes 
du  troisième  ordre.  (  De  ratione  contentorum  sub  parallelarum  seg- 
mentis.) 

Le  théorème  général  relatif  aux  segments  faits  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle  est  dû  à  Camot ,  qui  l'a  donné  dans  sa  Géo- 
métrie déposition  (pages  291  et 436). 

On  peut  le  conclure  très- facilement  du  théorème  de  Newton. 
En  effet ,  que  l'on  mène  par  un  point  O  trois  droites  parallèles  aux 
trois  côtés  du  triangle ,  les  produits  des  segments  faits  par  la  courbe 
sur  ces  trois  droites  A  partir  du  point  O9  auront,  deux  à  deux, 
des  rapports  égaux  aux  rapports  des  segments  faits  sur  les  trois 
côtés  du  triangle.  Il  résulte  de  là  trois  égalités  qui  y  multipliées 
membre  à  membre,  produisent  l'équation  de  Camot. 

Le  théorème  s'applique  à  un  polygone  quelconque,  et  se  dé- 
montre, soit  en  partant  du  cas  du  triangle,  soit  par  le  mode  de 
démonstration  même  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  cas  du 
triangle. 

IV.  Autre  nppliealion 

484.  Théorème.  —  Si  autour  d*nn  point  fixe  on  fait  tourner 
une  transversale  qui  rencontre  une  courbe  de  C ordre  i\  en  tï  points 
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(rnf/f  ou  imagi natives)  dont  on  prend  le  centre  des  moyennes  har- 
moniques M  relatif  au  point  fixe  y  le  lieu  de  ce  jioint  M  est  une 
ligne  d/oite. 

Soit 

Aa:*-+-(rt  H-  A;')x*-'  h-  . .  .  =  o, 

réquation  delà  courbe  »  rapportée  à  deux  axes  coordonnés  SA, 
SB  ;  et  prenons  le  sommet  A  pour  le  point  fixe  autour  duquel 
tourne  la  transversale. 

Soit  x'  l'ordonnée  du  point  où  cette  droite ,  dans  Tune  de  ses 
positions,  rencontre  Taxe  SB,  rccpintion  de  la  droite  sera  v  =  r'; 
et  les  abscisses  des  points  m ,  m\ ...  où  elle  rencontre  la  courbe 
seront  données  par  Tcquation 

Aj:"H-(rt  -f-  i^/')  jr"-'-h  .  .  .  H- E/""  4- F  =  o. 

Leur  somme  est  donc 

aS       ri'S  a-hùy' 

a  A        rt'  A  A 

Or  la  droite  menée  du  point  B  au  centre  des  moyennes  harmo> 
niques  des  points  ///,  /m',.  . .  relatif  à  Torigine  A,  passe  par  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  a\  etc.  (4I»9'>, 
lequel  se  détermine  par  la  relation 

M.S       aS        fl'S  ,,^,,, 

31,  A        a  A        «  A 
On  a  donc 

M,  S  rt-4-é/' 


// 


M,  A 

au ,  eu  appelant  x  le  rapport  -- —  ^ 

M.  A 


lijc'  H :^  =r  o. 


Cesi  une  relation  entre  les  deux  coordonnées  x\  y'  du  |>oini  M» 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  <r intersection  <le  la 
courbe  par  la  transversale.  Cette  relation  du  premier  degn?  est  IV- 
quation  d'une  ligne  droite  Donc  le  Ken  du  point  M  est  un-e  liiyne 
droite.  c.  q.  f.   p. 
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405.  GoKOLLAiHB.  —  Nous  avons  vu  que  quand  Torigine  par 
rapport  à  laquelle  on  prend  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
d^m  système  de  points  est  à  Tinfini ,  ce  point  devient  le  centre  des 
moyennes  distances  du  système  de  points  (401  ).  Par  conséquent, 
si  le  point  A  ,  autour  duquel  on  a  fait  tourner  la  transversale,  est 
à  rinfîni ,  on  a  ce  théorème  : 

Si  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  on  mène  une  série  de 
transversales  parallèles  entre  elles ,  et  qu^on  prenne  sur  chacune  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  où  elle  rencontre  la  courbe^ 
le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  a  appelé  cette  droite  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  des 
transversales. 

Cette  propriété  des  courbes  géométriques  est  due  à  Newton  et 
se  trouve  dans  VÉnumération  des  courbes  du  troisième  ordre.  (  De 
curvaruni  diamet/is^  etc.);  celle  relative  aux  centres  des  moyennes 
harmoniques  est  due  à  Cotes ,  et  a  été  démontrée  par  Maclaurin 
dans  son  Traité  des  propriétés  des  courbes  géométriques  (§2^7, 
Théor.  IV),  cité  précédemment,  page  43. 
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CHAPITRE  XXiy. 

systemes    de   coordonnées    servant   a  représenter    par 
i:ne  Équation  toutes  les  tangentes  d'une  courbe. 


I. 

484.  Nous  avons  vu  (442)  qu'en  déterminant  lapositiou 
trune  droite  par  los  rapports  de  segments  qu*elle  fait  sur 
deux  axes  fixes  SA ,  SB  (/ig^.  109) ,  s'il  existe  entre  ces  rap- 
ports la  relation  du  premier  degré 

la  droite,  dans  toutes  ses  positions,  passe  toujours  par  un 
m<^me  point  ;  et  nous  avons  appelé  cette  relation  Yéquation 

de  ce  point.  On  peut  dire  que  les  deux  rapports  —  et  %— 

sont  les  coordonnées  de  la  droite,  abscisse  et  ordonnée. 
Nous  les  représenterons,  pour  abréger,  para:  et^^  Ainsi 
Téquation  d'un  point  sera 

(1')  X-f->J  =  fX. 

485.  Une  équation  F  (.r,  j^)  =  o  représentera  une  infi- 
nité de  droites  dont  chacune  sera  déterminée  par  un  sys- 
tème de  valeurs  de  x  ely  satisfaisant  à  Téquation  ;  de  sorte 
qu'on  pourra  dire  que  Téquation  est  celle  de  la  courbe  en- 
veloppe de  toutes  ces  droites. 

Si  l'équation  est  algébrique  et  du  degré  m ,  la  courbe 
qu'elle  représente  jouira  de  la  propriété  que  par  un  point 
quelconque  on  pourra  lui  mener  m  tangentes,  réelles  ou 
imaginaires. 
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En  effet,  on  détermine  les  tangentes  qui  passent  par  le 
point  dont  Téquation  est  x-|-Xj^  =  /:a,  en  remplaçant  x 
par  ju  —  Xy  dans  Téquation  proposée,  laquelle  devient 

Les  m  racines  de  cette  équation  sont  les  ordonnées  des  m 
tangentes  cherchées.  Donc  la  courbe  admet  m  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  passant  par  un  même  point. 

486.  On  peut,  dans  ce  système  de  coordonnées,  prendre 
le  point  S  à  l'infini  {fig-  i  >o)  ;  alors  les  deux  axes  AS,  BS 
sont  parallèles,  et  les  deux  coordonnées  d'une  droite  ah 
sont  deux  simples  segments  x  =  ii.  a,y  =  Bi,  comme  dans 
Ja  Géométrie  de  Descartes,  mais  formés  différemment. 

On  peut  aussi ,  en  conservant  le  point  S  à  distance  finie 
[fig.  top),  supposer  les  deux  points  A,  B  à  Tinfini^  on  a 

alors  J?  =  ^  >  r  ==  ôT  '  c'est-à-dire  que  les  deux  coordon- 

nées  d'une  droite  ah  sont  les  valeurs  inverses  des  deux 
segments  que  cette  droite  fait  sur.  deux  axes  fixes  à  partir 
de  leur  point  de  rencontre. 

Considérons  le  cas  général  d'un  triangle  ABS. 

487.  Étant  donnée  V équation  d'un  points  Jétemiipter 
les  droites  qui  ifont  de  ce  point  aux  trois  sommets  du  tri^ 
angle  ASB  (fig.  1 1 1  ). 

L'équation  d'un  point  m  est 

*  -h  V  =  P' 

.        '        ,  «  A   ^  B       ,  ,     .  , 

X  etj  représentent  les  rapports  ""ô'  tô  qti  une  droite  quel- 
conque, menée  par  le  point  m,  forme  sur  les  doux  axes 
SA,  SB.  Pour  déterminer  le  pointât  où  la  droite  Bm  ren- 

^B 
contre  Taxe  SA,  il  faut  faire  y  =  o ,*  c'est-à-dire  —  =  o  ; 


ona  ^=^=^ 


bS 
=  11. 

i3 
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Pareillement,  faisant  x  =  o,  onaj^=  —  =  y 

On  détermine  le  point  y  où  la  droite  Sm  rencontre  la 
base  ÂB  par  la  relation 

7A_^       aA    6S  ^  f* 

Ainsi  dans  Téquation  d'un  point 

les  deux  paramètres  ^  et  /x  déterminent  respectivement  les 
deux  droites  menées  de  £e  point  à  l'origine  S  et  au  point  B; 

et  leur  rapport  ~  détermine  la  droite  menée  du  même  point 

A 

au  point  A. 

488.  Rapport  des  deux  coordonnées  d'une  droite. — 

On  a  {Jig.  lia) 

«A  ^B  __<?A 

^  ïs~ï¥' 

ou 

*x cA 

c'est-à-dire  que  le  rapport  des  coordonriées  d'une  droite  est 
égal  au  rapport  des  segments  que  la  dmitefait  sur  la  base, 

489.  Discussion  de  l'équation  d'un  point,  —  i^«  Si  le 
point  m  est  situé  sur  la  base  AB ,  on  a  /x  =  o ,  et  l'équation 

du  point  est 

.r  -h  X^  =  o. 

Car  la  droite  Bm  rencontre  Taxe  SA  en  un  point  a  poui 

aA 
lequel  on  a  — •  =  fjt  =  o .  La  position  du  point  est  détermi- 

née  par  le  rapport  — -•  =  —  A. 

2^.  Si  le  point  m  est  sur  Taxe  AS ,  on  a  X  =  o.  Et  l'équa- 

lion  du  point  est  x  =  (a.  Car  alors  le  rapport  j^  =  r  est 
infini.  Donc  X  =  o. 


P^'J  '  ''' 
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3^.  Toute  droite  passant  par  Torigine  S  a  ses  coordon- 
nées infinies. 
Car  pour  une  telle  droite  on  a  aS  =  o ,  iS  =  o ,  et  par 

conséquent  j:=—  =  -=:oo5etae  même  ^^=00. 

490.  Étant  donnée  V équation  d'une  courbe^  trouver 
celles  de  ses  tangentes  qui  passent  par  les  sommets  à  la 
base,  A,  B  ,  et  par  l'origine  S. 

Soit  F (x y  jr)  =  o  Téquation  de  la  courbe;  si  l'on  y  fait 
jr  =  o ,  r«qu4tion  donnera  les  abscisses  des  tangentes  issues 
du  point  B» 

Et  de  même  en  faisant  a:  =  o ,  on  aura  les  ordonnées  des 
tangentes  issues  du  point  A. 

Les  tangentes  qui  passent  par  Torigine  S  ont  leurs  coor- 
données infinies  (489,  3^.)  ;  mais  on  détermine  leur  direc- 
tion par  le  rapport  de  leurs  coordonnées,  lequel  a  une 
valeur  finie.  En  effet,  supposons  que  la  droite  que  Ton  con- 
sidère passe  infiniment  près  du  point  S  {Jig  112)  et  coupt* 
les  deux  axes  SA ,  SB  en  a,  & ,  et  la  base  AB  en  c  ,  on  a 

cA aA  ^  ^B « 

A  la  limite ,  où  les  segments  aS,  bS  deviennent  nuls ,  et  les 

rA 
deux  cooixlonnees  de  la  droite,  infinies,  le  rapport  —  qui 

détermine  la  direction  de  la  droite  est  toujours  égal  à  celui 
de  ces  deux  coordonnées.  11  faut  donc ,  pour  déterminer  les 
tangentes  à  la  courbe  qui  passent  par  le  point  S,  prendre  le 

rapport  -  dans  l'équation  de  la  courbe  et  y  faire  x  et  y 

infinis.  Soit 

_         /«A 

cette  équation  ;  celle  qui  donne  les  rapports  -  ==  —  quand 

a3. 
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X  ety  sont  infinis ,  est 


(?)•-(;-)• 


-h...-hE  =  o. 


Remarque,  —  Le  terme  connu  F  n^entre  pas  dans  cette 
équation.  Il  en  résulte  que,  deux  courbes  dont  les  équa- 
tions ne  diffèrent  que  par  le  terme  connu,  ont  les  mêmes 
tangentes  issues  de  l'origine  S. 

491 .  On  distingue  les  courbes  ainsi  représentées  par  une 
équation  entre  les  coordonnées  de  leurs  tangentes ,  par  le 
degré  de  cette  équation,  et  Ton  appelle  courbe  de  seconde  ou 
troisième,  etc.,  classe  les  courbes  dont  Téquation  est  du  se- 
cond, ou  troisième,  etc.,  degré. 

On  peut  dire  aussi  que  la  classe  d'une  courbe  indique  le 
nombre  de  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  qu'on  peut  loi 
mener  par  un  point. 

492.  Trouver  l'équation  du  point  d^ intersection  de 
deux  droites  déterminées  par  leurs  coordonnées. 

Soient  x^ y'  les  coordonnées  de  la  première  droite,  et 
x^\y  celles  de  la  seconde '^  l'équation  du  point  .sei-a  évi* 
demment 

493.  Trouver  Inéquation  du  point  de  contact  d'une 
courbe  et  d'une  de  ses  tangentes. 

Soit  F{x,  y)  =  o  l'équation  de  la  courbe,  et  r',  y'  le» 
coordonnées  de  la  tangente  dont  on  veut  trouver  le  point  de 
contact.  L'équation  de  ce  point  sera 

ou 
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II.  Autres  expressions  des  coordonnées  d'une  droite. 

494.  L'équation  (i),  qui  représente  un  points  exprime 
que  la  droite  mobile  ab  [fig»  ii3)  fait  sur  les  deux  axes 
SA ,  SB  deux  divisions  homograpbiques  qui  ont  deux  points 
homologues  coïncidents  en  S.  Or  on  exprime  encore  Tho* 
mographie  des  deux  divisions  par  Téquation 

sin/7BA       .sin^AB  ...^x 

smaBS  sin^AS       ^     ^       ' 

On  peut  donc  prendre  cette  relation  pour  Téquation  d'un 

j     1      i  sinaBA    sinftAB 

point ,  et  regarder  les  deux  rapports  -; — :=r^  ?  -: — r-— ;  comme 
r-       ^         ^  ^^        smaBS     sm6AS 

les  coordonnées  de  la  droite  ab.  En  représentant  ces  deux 

rapports  par  X  et  y^  l'équation  d'un  point  sera 

et  celle  d'une  courbe  de  m*'"*'  classe , 

Aor*  -h  («  -h  by)  j*-'  +  . . .  -f-  Ej*  -f-  F  =  o. 


495.  L'équation  (i)  donne  lieu  encore  à  une  autre  inter- 
prétation. Le  rapport  —  est  égal  à  celui  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  A  et  S  sur  la  droite  ab\  et  de 
même  du  rapport  -r-*  Soient  donc  /?,  p'  et  q  les  distances 

de  la  droite  ab  aux  trois  points  A ,  B,  S,  on  aura  la  rela* 
tion 

7         ^ 
ou 

C'est-à-dire  qu  on  peut  prendre  pour  Y  équation  d'un  point , 
une  relation  bomogène  du  premier  degré  entre  trois  va- 
riables représentant  les  distances  d'une  même  droite  à 
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trois  points  fixes.  Cette  droite  passera  toujours  par  un 
même  point  qui  sera  le  point  représenté  par  l'équation  ho- 
mogène. 

Les  deux  rapports  ^9  ^  peuvent  être  considérés  comme 

les  coordonnées  de  la  droite  a£,  puisqu'ils  déterminent  U 
position  de  cette  droite. 

On  conclut  de  là  qu'en  général,  une  équation  homc^ènc 
du  degré  m  entre  les  distances  d'une  droite  à  trois  points  fixes 
représentera  une  courbe  géométrique  de  la  m''""  classe, 
c'est*à--dire  une  courbe  à  laquelle  on  pourra  mener  par  nn 
même  point  m  tangentes ,  réelles  ou  imaginaires. 

III.  Applications  du  tystèm»  de  coordonnées. 

496.  THioftiv s.  —  Si  ton  conçoit  toutes  tes  tangentes,  réelles 
ou  imaginaires^  menées  à  une  courbe  géométrique ,  par  un  point 
pris  sur  une  droite  fixe  L^  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de 
leurs  points  de  contact,  relatif  à  la  droite  L(488),  sera  unpoiitt 
fixe,  de  quelque  point  de  la  droite  L  qu'on  ait  mené  les  tun- 
gentes. 

Soit 

A«"  -+-  (a  -h  *f  )  **-'  -h  ...  -h  Er"  ■+•  F  =  o 


réquatioD  de  la  courbe  rapportée,  comme  précédemment  (48iS)» 
à  deux  axes  SA,  SB,  et  supposons  que  la  droite  L  coïncide  avec 
SB.  Les  tangentes  menées  par  un  point  0  de  cet  axe  dont  For- 
donnée  est  j',  rencontreront  Taxe  SA  en  des  points  a,  a\»*> 

a  K 
dont  les  abscisses— ^ 9  etc.,  seront  données  par  Inéquation  de  la 

a  »y 

courbe  dans  laquelle  on  mettra  7'  à  la  place  de  /.  L'équation  des 
▼ient 

A**-H(fl-*-6/')4r*-«-h  ...  -f-E>''*-hF  =  o; 
de  sorte  que  la  somme  de  ces  abscisses  est 

ak      a' A  a  -^  by' 

aS       a'S  A 
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Soit  pi  le  centre  des  moyennes  harmoDiques  des  points  a ,  a',... 
relatif  au  point  S ,  lequel  sera  déterminé  par  Téquation 

AjB, Art       Au' 


ou 

Ap, a  -h  by' 

S  Pi  A 

Nous  avons  vu  (408)  que  lu  droite  Opi  passe  par  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  pris  sur  les  droites 
0  A  y  Oa\  etc. ,  lesquelles  sont  les  tangentes  à.la  courbe;  par  con- 
séquent,  cette  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques des  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

Représentons  par  a/  le  rapport  —^^  Téquation  précédente  de- 
vient 

mjf  H ~î^  =  o  ; 

A 

équation  du  premier  degré  entre  j/  et  j'^  et,  par  conséquent,  équa- 
tion d'un  point.  C'est-à-dire  que  la  droite  Opi ,  dont  a/  ety'  sont 
les  coordonnées,  passe  toujours  par  un  même  point  ûxe.  Je  dis 
que  ce  point  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
de  contact  du  faisceau  de  tangentes  issues  de  chaque  point  O  de  la 
droite  SB.  En  effet ,  si  Ton  conçoit  deux  faisceaux  de  tangentes 
issues  de  deux  points  0,  0',  chaque  tangente  du  second  faisceau 
pourra  être  considérée  comme  étant  la  position  qu'a  prise  une 
tangente  du  premier  faisceau ,  quand  on  a  fait  glisser  le  point  O 
en  O^;  de  sorte  que  les  tangentes  des  deux  faisceaux  se  corres- 
pondront deux  à  deux;  si  Ton  prend  les  m  points  d*intersection 
des  tangentes  correspondantes ,  le  point  fixe  par  lequel  passent  les 
deux  droites  Opi,  O'p'  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  m  points  (42(8).  Or,  si  le  point  O^  est  infiniment  voisin 
de  O,  ces  m  points  seront  les  points  de  contact  des  m  tangentes 
issues  du  point  0.  Donc  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  m  points  de  contact  reste  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  O  sur  l'axe  SB.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
Corollaire.  — Quand  la  droite  L  est  à  Tinfini,  le  centre  des 
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moyennes  harmoniques  des  points  de  contact  des  tangentes  de- 
vient leur  centre  des  moyennes  distances  (462).  On  a  donc  celte 
propriété  des  courbes  géométriques  : 

Si  l'on  mène  à  une  courbe  géométrique  toutes  ses  tangentes 
[réelles  ou  imaginaires)^  parallèles  à  une  même  droite  ^  leurs  points 
de  contact  [réels  ou  imaginaires)  auront  pour  centre  des  moyennes 
distances  un  point  fixe ,  quelle  que  soit  la  direction  commune  de 
toutes  ces  tangentes. 

497.  Pour  donner  un  exemple  de  Tusage  des  rap|>orts  de  sinus 
pris  pour  coordonn.ées  d'une  droite  (494),  démontrons  la  pro- 
priété suivante  des  courbes  géométriques. 

TsioRÀMS.  —  Étant  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique 
an  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  A ,  B  y  C  ;  si  par  ses  sommets  on 
mène  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  [réelles  ou  imaginaires) ,  et 
qu'on  représente  par  a,  a',  etc. ,  les  tangentes  issues  du  sommet  op- 
posé au  côté  A  ;  et  par  ^,  €',.,,  et  y,  y',,.,  les  groupes  de  tangentes 
issues  des  sommets  opposés  aux  deux  côtés  B,  C  «  on  aura  féqua* 
tion 

sin(a,  B).sin  (a',B)...  sin(6,  C).sin(6',  C)...  sin(7,  A).sin(7',  A)...  _^ 
sin(a,C).sin(a',  C) ...  sin  (6,  A).sin(6',  A)...  sin(7,B).  sin(7',  B)... 

le  signe  étant  +  ou  — ,  suivant  que  le  nombre  des  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  menées  d'un  même  point  à  la  courbe  est 
pair  ou  impair. 

Prenons  ]es  deux  côtés  A,  B  pour  les  deux  axes  coordonnés, 
et  des  rapports  de  sinus  pour  coordonnées,  comme  précédem- 
ment (494).  Soit 

Kx^'^[a-\'bx)x^-'  -h.  .  .-HE7*-t-0'*"*  -^^  =  o 
l'équation  de  la  courbe. 

Les  tangentes  a,  a',...  issues  du  sommet  du  triangle  opposé  au 
coté  A,  rencontrent  ce  côté  en  des  points  dont  les  abscisses  sont 
données  par  Téquation  de  la  courbe ,  dans  laquelle  on  fait^  =  o, 

Ax'  -h. .  .-h  F  =  o. 

F 


Le  produit  des  abscisses  rst  donc 

A 
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F 
Pareillement ,  le  produit  des  ordonnées  est  zt.  -• 

_  sin(7,A)  ,,         .    .  „. 

Les  rapports    .    ;    — -t  etc.,  sont  détermines  par  1  équation 
sin  {7 ,  B  j 

A  (-)  V  à  ^fV^V. .  .-H  E  =  o  (490); 

et,  par  conséquent,  leur  produit  est  égal  àdl-  •  Ces  expressions 

A 

des  trois  produits  donnent  l'équation  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Donc,  etc. 

498.  Remarque.  —  Si  Ton  suppo,se  que  x ,  y^  dans  Técpiation 
de  la  courbe,  représentent  des  rapports  de  segments,  au  lieu  de 
rapports  de  sinus,  la  démonstration  reste  la  même,  et  le  théorème 
prend  cet  énoncé  : 

Si  des  sommes  d*  un  triangle  k^C  on  mène  les  tangentes  [réelles  ou 
imaginaires)  à  une  courbe  géométrique,  lesquelles  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  des  points  a  ,  a', . . .  ;  b ,  b', . . .  ^f  c,  c', . . . ,  o/î  a,  entre 
ies  segments  que  ces  points  font  sur  les  côtés,  la  relation 


aB.a'B,..     bCb'C.     cA  c'A.., 
aC  a'C../  bK.b'k,,.    cB.c'B... 


i; 


ic  signe  du  second  membre  étant  -H  ou  — ,  selon  que  le  nombre  des 
tangentes  (réelles  ou  imaginaires),  qu*on  peut  mener  à  lacoutbt% 
par  un  même  point,  est  pair  ou  impair. 

499.  Obsebvation.  —  Quoique  nous  ayons  exposé,  dans  ce 
l'hapitreet  le  précédent^  les  systèmes  de  coordonnées  qui  servent 
ou  peuvent  servir  à  déterminer  par  une  équation  tous  les  pointa 
ou  toutes  les  tangentes  d*une  courbe,  nous  n'aurons  point  à  faille 
usage  de  ces  méthodes,  dont  les  applications  constituent  la  Géc- 
métrie  analytique.  Mais  comme  les  bases  sur  lesquelles  elles  re- 
posent n'impliquent  que  des  considérations  de  pure  géométrie, 
nous  avons  cru  devoir  ne  pas  les  passer  sous  silence,  d'autant  plus 
qu'elles  se  présentaient  ici  naturellement  et  dans  un  degré  d'exïen- 
^ion  nouveau  à  plusieurs  égards. 
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CHAPITRE  XXV. 

THÉORIE    DES    FIGURES    IIOMOGRAPHIQUES. 


§  I.  —  Définition  et  construction  générale  des  figures 

komo  graphiques. 

500.  J'appelle  figures  homograpldques  deux  figures  dans 
lesquelles,  à  des  points  et  à  des  droites  de  Tune,  correspoDr 
dent,  respectivement ,  des  points  et  des  droites  dans  l'autre, 
de  manière  que  quatre  points  en  ligne  droite  dans  une  fi- 
gure aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  correspondants  de  la  seconde  figure  ,  et  que  quatre 
droites  issues  d'un  même  point  dans  la  première  figure  aient 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites 
correspondantes  de  la  seconde  figure. 

Deux  figures  planes ,  dont  Tune  a  été  formée  par  la  per- 
spective de  l'autre,  sont  évidemment  deux  figures  homogra- 
phiques  ;  car  elles  ont  entre  elles  les  relations  que  com- 
porte notre  définition  (16  et  19), 

I.  Construction  générale  des  figures  homographiques. 

501 .  Étant  pris  un  triangle  A  lîC  (fig.  1 1 4  )  dans  le  plan 
d^une figure  y  si  de  ses  sommets  A,  B,  on  mène  à  chaque 
point  m  de  la  figure  deux  droites  gui  forment  sur  les  cotés 

opposés  les  deux  rapports  de  segments  t—?    — -;  puis, 

quon  prenne  un  second  triangle  quelconque  A'BX'  et 
deux  constantes  ^^fi^  et  quon  détermine  dans  ce  triangle 
un  point  m' tel,  quv  les  rapports  des  segments  faits  par 
les  droites  A'm',  B'm'  sur  les  côtés  opposés,  aient,  at^ec 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  363 

les  premiers  rapports  y  les  relations 

,    ,  aC         a'C!  bC  b'C 

^    '  a  A         a' A'  bB       ^  b'B' 

le  point  m'  appartiendra  à  une  figure  homographiquc  à  la 
proposée. 

C'est-à-dire  que ,  i®  quand  des  points  m  de  la  première 
figure  seront  en  ligne  droite,  les  points  ni'  de  la  seconde 
figure  seront  aussi  en  ligne  droite;  i^  quand  des  droites 
de  la  première  figure  passeront  par  un  même  point ,  les 
droites  correspondantes  de  la  seconde  figure  passeront  aussi 
par  un  même  point;  3°  quatre  points  en  ligne  droite  dans 
la  seconde  figure  auront  leur  rapport  anbarmoniquc  égal 
à  celui  des  quatre  points  de  la  première  figure ,  et  4^  quatre 
droites  passant  par  un  même  point  dans  la  seconde  figure 
auront  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
droites  de  la  première  figure. 

Démonstration.  —  i^.  Je  dis  que  des  points  m  en  ligne 
droite  donnent  lieu  à  des  points  /;t',  également  en  ligne 
droite. 

En  effet)  puisque  le  point  m  décrit  une  droite,  on  a 

entre  les  deux  rapports  -~r  ^^  t^  ^^^  relation  du  premier 

degré  [AStA  ) .  Donc  il  existe  aussi ,  en  vertu  des  équations  (  « ) , 

une  relation  du  premier  degré  entre  les  deux  rapports 

a'C      b'G 

"Tp  y   p7y*  Donc  le  point  m'  décrit  une  droite. 

2^.  Quand  des  droites  passent  pas  un  même  point  dans, 
la  première  figure,  les  droites  correspondantes  dans  la  se- 
conde figure  passent  aussi  par  un  même  point.  Cela  est 
évident,  car  chacune  de  ces  droites  passe  par  le  point  cor-> 
respondaut  au  point  dMntersection  commun  aux  droites  de 
la  première  figure. 

3^,  Quatre  points  m  pris  en  ligne  droite  dans  la  pre- 
mière figure  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
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des  quatre  points  m^  de  la  seconde  figure.  Car  les  quatre 
points  m  ont  leur  rapport  anhannonique  égal  à  celui  des 
quatre  points  a\  et  les  qua'ti^  points  m'  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a'.   Mais , 

d'après  la  relation  — '  =  >  ~rT7'  '^  quatre  points  a'  ont  leur 

rapport  anbarmoniqueégalàcelui  des  quatre  points  a  (115)  ; 
donc  les  quatre  points  m'  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  points  m. 

4^.  Enfin  quatre  droites  \J  de  la  seconde  (igurc  passant 
par  un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  dix)ites  L  de  la  première  figure. 

En  effet,  une  droite  L  de  la  première  figure  rencontre 
les  deux  côtés  AC,  BC  en  deux  points  a,  6,  et  Ton  déter- 
mine la  droite  correspondante  \J  dans  la  seconde  figure,  en 
prenant  les  points  a\  b'  liés  k  (i^  b  par  les  relations  (a). 
Or,  les  quatre  droites  L  passent  par  un  même  point,  et  par 
conséquent  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  a\  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  points 
a',  en  vertu  des  équations  [a)  \  et  ce  dernier  est  égal  à  celui 
des  quatre  droites  L',  parce  qu^ elles  passent  par  un  même 
point.  Donc,  etc. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

II.  Des  points  situés  à  I*infini. 

S0î2.  Aux  points  d'une  Jigure  situés  à  Vinjiniy  corres" 
pondent  dans  la  figure  homo graphique  des  points  situés 
en  ligne  droite. 

Car  quand  un  point  m  de  la  première  figure  se  meut  à 
l'infini ,  les  deux  rayons  parallèles  menés  des  deux  sommets 
A,  B  à  ce  point  forment  deux  faisceaux  homographiques  , 
et,  par  conséquent ,  déterminent  sur  les  deux  côtés  opposés 

BC,  AC  deux  rapports  de  segments  7-^9  -—  entre  lesquels 
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a  lieu  la  relation  du  premier  degré  "*T  "*"  Td  =  '   {^'^^  ^  7^)''i 

donc  le  point  correspondant  m'  dans  la  seconde  figure  a 
pour  lieu  la  droite  représentée  par  l'équation 

a'C         b'C  _ 

Ainsi ,  à  Tinfini  d'une  figure ,  correspond  une  ligne  droite 
dans  la  figure  homographique ,  de  même  que  dans  la  per- 
spective des  figures  planes.  • 

503.  Appelons  I  la  droite  de  la  première  figure ,  qui  cor- 
respond à  l'infini  de  la  seconde ,  et  J' la  droite  de  la  seconde 
figure  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première.  Tout  point 
de  la  droite  I  a  son  homologue  à  l'infini  dans  la  seconde 
figure.  De  sorte  que,  à  deux  droites  parallèles,  dans  la 
seconde  figure,  correspondent,  dans  la  première,  deux 
droites  concourantes  en  un  point  de  la  droite  I. 

Il  s'ensuit  que  :  Le  point  situé  à  F  infini  sw^  la  droite  V 
de  la  seconde Jïgure  a  pour  homologue  le  point  situé  à  Vin- 
fini  sur  la  droite  I  de  la  première.  Car  ce  point  situé  à  l'in- 
fini sur  J' est  à  Fintersectîon  de  deux  droites ,  3'  et  l'infini  ^ 
donc  son  homologue ,  dans  la  première  figure ,  est  à  Tinler- 
section  des  deux  droites  correspondantes ,  qui  sont  Tinfini 
etl^  donc  c'est  le  point  de  cette  droite  I  situé  à  l'infini. 

11  suit  de  là  que  :  Une  droite  parallèle  à  la  droite  I,  dans 
la  première  figure ,  a  pour  homologue ,  dans  la  seconde, 
une  droite  parallèle  à  la  droite  V, 

Ces  deux  droites  homologues ,  parallèles  respectivement, 
aux  deux  I  et  J',  jouissent  de  cette  propriété,  qu'elles  sont 
dii^isées  semblablement ,  c'est-à-dire  en  parties  proportion- 
nelles, par  leurs  points  homologues.  Cela  résulte  (il8)  do 
ce  que  leurs  points  à  Tinfini  sont  deux  points  homologues. 

Nous  verrons  plus  loin  (S68),  qu'il  existe  toujours  un 


T^ 
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système  de  deux  droites  homologues  qui  sont  divisées  en 
parties  égales  par  leurs  points  homologues. 

m.  Observations  relatives  à  la  construction  des  figures  honnogra- 

phiques. 

504.  Dans  les  relations  (a) ,  chaque  rapport  sert  à  déter- 
miner la  position  d'une  droite  issue  d^un  des  points  iixes 

h  C 

A,  B,  A',  B'.  Le  rapport T-g,  par  exemple,  détermine  la 

direction  de  la  droite  A  m.  On  peut  encore  déterminer  celte 

...                                     -,      .                   .    sin  mAC 
direction  par  un  rapport  de  smns,  savoir  -: —^  et  pren- 
dre ,  au  lieu  de  la  relation 

celle-ci 

sin^AC_      b'C 
smbAB^^'b'A'' 

Cela  est  évident*,  car  cette  équation  exprime  que  les  deux 
droites  Ab  et  K'b'  forment  deux  faisceaux  homographi* 
ques ,  de  même  que  la  première  \  de  sorte  que  les  deux  équa- 
tions sont  équivalentes. 

Chacun  des  autres  rapports  de  segments  pourra  sembla* 
blement  être  remplacé  par  un  rapport  de  sinus. 

Cette  remarque  permettra  de  supposer  que  l'une  des 
droites  C  A,  CB  ou  C'A',  C'B'  soit  à  Tinfini. 

Les  formules  [a)  s'appliquent  d'elles-mêmes  au  cas  oii 
Tune  des  deux  bases  AB,  A'B',  ou  toutes  deux,  seraient  à 
Tinfini^  ainsi  qu'au  cas  où  l'un  des  sommets,  dans  chaqae 
triangle,  serait  à  Tinfini. 

505.  Ces  formules  ne  s'appliquent  pas  explicitement  à 
deux  points  correspondants  c,  c'  situés  sur  les  deux  bases 
AB,  k'W  [Jîg,  II 5).  Maison  en  déduit  la  relation  qui  a 
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Heu  entre  ces  deuic  points ,  laquelle  est 

c/V       f*    c  'A' 

En  eilet,  que  par  les  points  c,  c'  on  mène  deux  droites 
homologues  quelconques  ca ,  c'o';  on  a ,  dans  les  deux  tri- 
angles, les  relations 

cA    flC    ^_  cJA^    fltX'    b'B' _ 

d'où  Ton  conclut,  en  ayant  égard  aux  équations  (a),  la  re- 
lation qu'il  s'agit  de  démontrer. 

506.  Après  avoir  pris  arbitrairement  les  trois  points  A', 
B%  C  qui  doivent  correspondre,  dans  la  seconde  figure, 
aux  trois  points  A ,  B,  C  de  la  première ,  on  peut  prendre 
arbitrairement  un  quatrième  point  D'  pour  correspondre  à 
un  point  D  de  la  première  figure;  ce  sera  la  position  de  ce 
point  D' qui  déterminera  les  valeurs  des  deux  constantes  ) 
et  fx ,  par  les  relations 

«A~    û'A'     ^^     Jh'^^b'B'' 

Ainsi ,  pour  former  une  figure  homographique  à  une 
figure  donnée^  on  peut  prendœ  arbitrairement  les  quatre 
points  qui  correspondront  à  quatre  points  désignés  de  la 
figure  donnée. 

Toutefois,  il  faut  que  des  quatre  points  désignés,  il  n  y 
en  ait  pas  trois  en  ligne  droite.  Car  si  les  points  D ,  D' étaient 
sur  les  droites  AC,  A'C,  respectivement,  ils  feraient  con- 
naître la  seule  constante  X,  par  la  relation 

dâ^'d'a' 

et  la  seconde  fi  resterait  indéterminée. 

507.  On  peut  se  donner,  dans  la  seconde  figure,  soit 
trois  points  A',  B',  C  et  une  droite  L',  soit  quatre  droites 
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L',  pour  correspondre,  dans  le  premier  cas,  à  trois  points 
A,  B,  C  et  une  droite  L  de  la  première  figure,  et,  dans  le 
second  cas,  à  quatre  droites  L. 

Mais  les  données  ne  peuvent  pas  être  deux  points  A',  B' 
et  deux  droites  L',  M',  devant  correspondre  à  deux  points 
A,  B  et  deux  droites  L,  M.  Car  les  deux  droites  L ,  M  ren- 
contrent la  droite  AB  en  deux  points  E,  F,  et  les  deux 
droites  L',  M'  rencontrent  la  droite  A'B'  en  deux  points 
E',  F'  qui  correspondent  aux  deux  premiers.  Donc  les 
quatre  points  A',  B',  E',  F'  devraient  avoir  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  A,  B,  E,  F  ;  ce 
qui  n'aurait  pas  lieu  si  A\  B',  L'  et  M'  étaient  pris  arbitrai- 
rement. Et  dans  le  cas  où  cette  égalité  aurait  lieu,  les  don- 
nées équivaudraient  à  quatre  points  dont  trois  en  ligne 
droite,  savoir  le  point  C  intersection  des  deux  droites  U, 
M',  et  les  trois  points  A',  B',  E'.  Ce  qui  cf  t  insuffisant 

508.  Puisque  deux  figures  planes  perspectives  Tune  de 
l'autre  sont  deux  figures  homographiques  (  500) ,  on  pourra , 
pour  faire  la  perspective  d'une  figure,  ne  déterminer  direc- 
tement, en  se  servant  de  la  position  de  l'œil,  que  quatre 
points  en  perspective ,  dont  on  se  servira  ensuite  pour  con- 
struire complètement  la  perspective  de  la  figure,  sans  con- 
server aucune  trace  de  la  position  de  Tœil. 

§  II.  —  Déueloppernents  relatifs  aux  propriétés  métriques 
des  figures  homographiques .  —  Noui^elles  définitions  de 
CCS  figures. 

h 

509.  Les  relations  métriques ,  ou  de  grandeur,  de  deux 
figures  homographiques  dérivent  de  Tégalité  des  rapports 
auharmoniques  qui  a  lieu  soit  entre  deux  séries  de  quatre 
points  correspondants ,  soit  entre  deux  faisceaux  de  quatre 
droites  correspondantes. 
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Remarquons  d'abord  que  cette  égalité  donne  lieu  aux 
deux  propositions  suivantes ,  qui  en  sont  des  conséquences 
immédiates  : 

1  °.  Deux  droàes  correspondantes,  dans  les  deux  figures  ^ 
sont  divisées  homo graphiquement  par  leurs  points  corres-^ 
pondants  / 

tP.  Deux  faisceaux  correspondants ,  dans  les  deux 
figures,  sont  komo graphiques. 

Cela  résulte  de  la  définition  même  des  divisions  homo- 
graphiques  et  des  faisceaux  homographiques. 

Diaprés  la  première  de  ces  deux  propositions ,  si  Ton  con- 
sidère sur  une  même  droite ,  dans  la  première  figure ,  deux 
points  fixes  a,  b  et  un  point  variable  m ,  et  dans  la  seconde 
figure,  les  deux  points  fixes  a,  V  et  le  point  variable  m!^  qui 
correspondent  aux  trois  premiers,  on  aura  la  relation 


am       ^  a'  m' 


bm  b'  m 


n 


dans  laquelle  X  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la 
position  des  deux  points  a^  b\  c'est-à-dire  que  ces  deux 
points  étant  fixes  ainsi  que  a'  et  h'^  si  m  et  m'  sont  deux 
points  correspondants  variables  sur  les  deux  droites  ab  et 


am       a'  m* 


a'b\  les  deux  rapports  y—  et  p — ;  sont  entre  eux  dans  une 
raison  constante  (11 5). 

5l0.  On  sait  que  dans  1  équation  7^  =  ^T7 — 7  chacun 

des  points  fixes  a,  &,  a\  b'  peut  être  pris  à  l'infini,  et  que 
Téquation  subsiste ,  comme  si  les  segments  comptés  à  partir 
de  points  situés  à  Finfini  étaient  égaux  à  Tunité  (119). 
Si  donc  le  point  b  est  pris  à  Tinfini ,  on  aura 


am  =  >, 


a  m 


b'  m' 


Si  le  point  a'  de  la  seconde  figure  est  aussi  à  l'infini ,  il 

24 
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I  vient  ani  =  .-—-.t  ou,  suivant  notre  notation  habituelle, 

V  m 

im ,  j' m' z=.  \\ 

c'cst-à-dîre  que:  Dans  dciux figures  homo graphiques,  si 
Von  prend  sur  deux  droites  correspondantes  les  points  i 
et  j'  dont  les  homologues  sont  à  V infini ,  le  produit  des 
distances  de  deux  points  homologues  quelconques  de  ces 
deux  droites  aux  deux  points  i  et  ;',  respectivement ,  sera 
constant. 

II. 

511.  Concevons  deux  droites  homologues  (c'est-à-dire 
correspondantes)  L ,  L',  passant  respectivement  par  lesdeux 

points /n,  m';  le  rapport  t—  est  égal  au  rapport  des  dis- 
tances de  la  première  droite  aux  deux  points  a ,  &  ;  et  de 
même  -p — -,  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la  droite  L' 
aux  deux  points  a\  &^  Par  conséquent  on  conclut  de  la 

relation  générale  7—  =  A  -7 — -,  5  cette  propriété  tort  impor- 
tante : 

Étant  pris  deux  points  fixes  dans  une  figwe,  et  les 
deux  points  homologues  dans  la  figure  homographique , 
si  l'on  mène  deux  droites  homologues  quelconques ,  le 
rapport  des  distances  de  la  première  aux  deux  points 
fixes  de  la  première  figure ,  sera  au  rapport  des  distances 
de  la  seconde  aux  deux  points  fixes  de  la  seconde  figure^ 
dans  une  raison  constante  ^  quelles  que  soient  ces  deux 
droites , 

m. 

512.  Soient  A,-B  deux  droites  fixes  quelconques  de  la 
première  figure,  et  A',  B'  les  deux  droites  homologues  dans 
la  seconde  figure  \  si,  autour  du  point  d'intersection  des  deux 


r 
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premières,  on  fait  tourner  une  droite  M,  et  autour  du 
point  d'intersection  des  deux  autres  la  dix)ite  homologue  M', 
ces  deux  droites  M  et  M'  formeront  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  (509) ,  et,  par  conséquent,  on  aura  la  relation 

sm(A,M)_     sin(A^lvr)^ 
sin(B,M)~"    sin(B%M')' 

X  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des 
deux  droites  fixes  A,  B  (143). 

Considérons  sur  les  deux  droites  M,  M'  deux  points 
homologues  m,  m!\  le  rapport  des  distances  du  premier 

aux  deux  droites  A  ,  B  est  ■.    ,^,  \,v  >  et  le  rapport  des  dis- 

'  sin  (B,  M)  ^^ 

tances  du  second  aux  deux  droites  A',  B',    .    \^^  ^»,\  •  Donc  , 

sin  (B', M')  ' 

Quand  deux  figures  sont  horno graphiques  y  si  Von  prend 
dans  la  première  deux  droites  fixes,  et  dans  la  seconde  les 
deux  droites  correspondantes  y  les  rapports  des  distances 
de  deux  points  homologues  quelconques ,  à  ces  deux  cou- 
ples de  droites  y  respectii^ement ,  seront  entre  eux  dans  une 
raison  constante. 

Ainsi ,  soient  p^  q  les  distances  du  point  m  aux  deux 
droites  A ,  B ,  et  p',  q^  les  distances  du  point  m'  aux  deux 
droites  A',  B'^  on  aura 

À  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des 
deux  droites  A ,  B. 

513.  Chacune  des  quatre  droites  peut  être  prise  à  l'infini, 
et  la  distance  qui  se  rapporte  à  cette  droite  disparait  de 
r  équation,  comme  si  cette  distance  devenait  égale  à  Tunité. 

Ainsi ,  supposons  que  la  droite  B  de  la  première  figure 
soit  à  l'infini ,  je  dis  que  l'on  aura 

/>  =  >-!• 

34. 
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En  eifet,  dans  ce  cas  rkomographie  des  deux  faisceaux 
formés  par  les  deux  droites  M ,  M' s'exprime  par  rëquation 

sin(A',  M') 
sin  (B',  M') 

ain  étant  le  segment  compris  sur  une  transversale  fixe  en- 
tre les  deux  droites  A  et  M  (150).  Or,  si  l'on  considère  sur 
les  deux  droites  M  et  M'  deux  points  homologues  m,  m\ 
la  distance  p  du  premier  à  la  droite  A  est  proportionnelle 
au  segment  am^  et  le  rapport  des  distances  du  second  aux 

deux  droites  A',  B'  est  toujours  .  /n/,^/"x  î  de  sorte  qu*on 
a  la  relation 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  deux  figures  homograpMqueSy  la  distance  de 
cliaque  point  de  l'une  à  une  droite  fixe  A ^  est  au  rapport 
des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure, 
aux  deux  droites  A',  B'  qui  correspondent^  respectii^e^ 
ment  y  à  la  droite  A  et  à  l'infini  de  la  première  figurCy 
dans  une  raison  constante. 

514.  On  peut  prendre  la  droite  A'  de  la  seconde  figure 
a  Tinfini ,  la  distance  p'  disparaîtra  de  Téquation ,  et  Ton 
aura 

Car,  dans  ce  cas,  les  deux  droites  M,  M'  forment  deux 
faisceaux  de  droites  parallèles  aux  deux  A  et  B'  respec- 
tivement. L'homographie  des  deux  faisceaux  s'exprimera 
par  celle  des  deux  séries  de  points  qu^ils  marqueront  sur 
deux  transversales  fixes  quelconques,  et  par  conséquent  par 

l'équation  a  m  =  -p-^r  fim  et  ft'm'  étaut  les  segments  com- 
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pris  sur  ces  deux  transversales ,  entre  les  deux  droites  A  et 
M  d'une  part,  et  les  deux  droites  B'  et  M'  d'autre  part, 
puisque  a  et  V  sont  les  points  qui ,  dans  les  divisions  bomo- 
graphiques  faites  sur  les  deux  transversales,  ont  leurs  ho- 
mologues h  l'infini.  Or,  si  sur  les  deux  droites  M,  M'  on 
considère  deux  points  homologues,  leurs  distances  p^  (f 
aux  deux  droites  A  et  B'  respectivement  sont  propor- 
tionnelles auxsegmçnts  am^  V m'.  On  a  donc  Téquation 

X 

Ce  qui  prouve  que  :  . 

Étant  données  deux  figures  homo graphiques  y  si  Von 
prend  dans  la  première  la  droite  qui  correspond  à  l'infini 
de  la  seconde^  et  dans  celle-ci  la  droite  qui  correspond  à 
V infini  de  la  première  y  les  distances  de  deux  points  homo- 
logues  quelconques  des  deux  figures,  à  ces  deux  droites, 
respecliif entente  ont  leur  produit  constant. 

515.  Toutes  les  relations  précédentes  dérivant  de  l'égâ- 
lité  de  deux  rapports  anharmoniques  dans  les  deux  figures , 
et  cette  égalité  ayant  lieu  dans  une  figure  plane  et  sa  pers- 
pective, on  en  conclut  que  toutes  ces  relations  s'appliquent 
à  deux  figures  perspectives  l'une  de  l'autre. 

IV.  Nouvelles  définitions  des  figures  homographiqnes. 

516.  D* après  le  théorème  (512) ,  on  peut  donner  cette 
nouvelle  définition  des  figures  homographiques .,  aussi  sim- 
ple que  précise  : 

Deux  figures  homographiques  sont  celles  dans  les- 
quelles les  points  se  correspondent  deux  à  deux,  de  ma-- 
nière  que  les  rapports  des  distances  de  chaque  point  de 
la  première  figure  à  trois  droites  fixes,  soient  aux  rap- 
ports des  distances  du  point  correspondant  de  la  seconde 
figure  à  trois  autres  droites  fixes,  dans  des  raisons  con^ 
stantes. 
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SI  7.  Od  peut  encore  dire  que  : 

Deux  figures  sont  liomo graphiques  quand  des  droites 
dans  Vune  correspondent  à  des  droites  élans  l'autre^  de 
manière  que  las  rapports  des  distances  de  chaque  droite 
de  la  première  figure  à  trois  points  fixes,  soient  aux  rap- 
ports des  distances  de  la  droite  correspondante  dans  la 
seconde  figure  à  trois  autres  points  fixes,  dans  des  raisons 
constantes. 

Cela  résulte  du  théorème  (5H). 

De  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  définitions,  on  re- 
monte sans.difficulté  aux  relations  (a) ,  et  à  toutes  les  pro- 
priétés des  figures  horaographiques. 

§  111.  — Figures  homologiques . 

I.   Manières  de  former  deux  figures  homologiques. 

518.  Quand  deux  figures  sont  la  perspective  Tune  de 
l'autre  dans  Vespace,  telles  que  deux  triangles  ABC,  abcj 
les  droites  qui  joignent  leurs  points  homologues  concourent 
en  un  même  point  de  l'espace ,  qui  est  la  position  de  Toeil  \  et 
les  droites  homologues  concourent  en  des  points  situés  sur 
la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux  figures,  qu'on 
appelle  la  ligne  de  terre.  Si  Ton  fait  tourner  le  plan  de  la 
seconde  figure  autour  de  celte  ligue,  les  droites  ab^  bc^  cd 
tournent  autour  de  trois  points  fixes  de  cette  ligne,  et  les 
droites  Aa,  B/^,  Ce  concourent  toujours  en  un  même  point 
qui  forme  une  nouvelle  position  de  l'œil  ^  de  sorte  que  les 
deux  figures  sont  toujours  en  perspective  (369).  Et  si  le  plan 
de  la  seconde  figure  abc  s'applique  sur  le  plan  de  la  première 
ABC,  il  n'y  a  plus  perspective  proprement  dite,  mais  les 
droites  A  a,  B  6,  Ce  concourent  encore  en  un  même  point, 
parce  que  les  droites  AB,  BC,  CA  rencontrent,  respective- 
ment, leurs  homologues  abjbc^  ca  en  des  points  situés  en 
ligne  droite  (366). 
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Ces  figuros,  dont  les  points  homologues  sont  sur  des 
droites  concourantes  en  un  même  point ,  et  dx>nt  les  lignes 
homologues  se  rencontrent  sur  une  même  base ,  sont  celle» 
que  M.  Poncelet  a  SLfipeléesJigures  homologiques.  Le  point 
de  concours  est  leui*  centœ  {rhomologic,  et  la  base  ^6  leur 
axe  de  concours  ou  d'homologie  (*). 

Toutefois,  ce  n'est  pas  précisément  par  cette  considéra- 
tion du  rabattement  du  plan  d'une  figure  sur  le  plan  de 
sa  perspective,  que  le  célèbre  auteur  a  formé  des  figures 
homologiques  :  c'est  d'une  autre  manière,  également  simple, 
savoir,  par  la  perspective  sur  un  plan  de  deux  ligures  seui'^ 
blables  et  seniblahlcment  placées  y  ou  homothétiques^  con- 
tenues dans  un  autre  plan.  La  perspective  produit  deux 
figures  homologiques  dont  le  centre  {ftiomologle  est  la 
perspective  du  centre  de  siimlitude  des  deux  figures  homo* 
thétiques,  et  Vaxe  de  concours  ou  dliomologie,  la  pers- 
pective de  la  droite  située  à  Tinfini  dans  le  plan  de  ces  deux 
figures.  Cela  est  évident;  et  les  propriétés  des  deux  figures 
homoihétiques  donnent  lieu  naturellement  à  celles  des 
deux  figures  homologiques  (**). 

II.  Construction  graphique  d^me  figure  homologique  à  une 

figure  donnée. 

519.  Quand  le  centre  et  l'axe  d'homologie  sont  donnés, 
il  suffit,  pour  construire  la  figure  homologique  à  une  figure 
doimée,  de  connaître  le  pointa  qui  correspond  à  un  point 
donné  A  de  la  figure  proposée.  Car  le  point  b  correspon- 
dant à  un  autre  point  quelconque  B  sera  à  l'intersection  de 
la  droite  SB  et  de  la  droite  menée  du  point  a  au  point  y 
où  la  droite  AB  rencontre  l'axe  d'homologie.  Ainsi,  étant 
donné  le  seul  point  a  de  la  nouvelle  figure ,  on  détermi- 
nera, par  de  simples  intersections  de  lignes  droites,  tous 

(*)  Traité  des  Propriétés  projeclives  des  figures,  pogo  i(>o 
(**)  tùid.,  pages  iS9»i62. 
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les  autres  points  de  la  figure.  La  droite  correspondante  à 
une  droite  donnée  se  déterminera  par  deux  de  ses  points , 
dont  l'un  pourra  être  celui  où  la  droite  donnée  rencontre 
Taxe  d'homologie. 

Si  Ton  donne  Taxe  d'homologle  avec  les  deux  points  a', 
V  de  la  seconde  figure  qui  doivent  correspondre  aux  deux 
a ,  &  de  la  première ,  on  peut  construire  la  seconde  figure 
sans  se  servir  du  centre  d^omologie ,  en  déterminant  cha- 
que point  m'  correspondant  à  cliaque  point  m,  par  Finteiv 
section  de  deux  droites  tournant  autour  des  deux  points  a', 
i',  et  rencontrant  les  deux  droites  ma,  mi,  respectivement, 
sur  Taxe  d'homologie. 

On  peut,  par  une  construction  analogue,  construire  la 
seconde  figure,  en  connaissant  seulement  le  centre  d'fao- 
mologie  et  deux  droites  de  cette  figure  correspondantes  a 
deux  droites  de  la  première  figure. 

C'est  ainsi,  par  des  intersections  de  lignes  droites ,  que 
M.  Poncelet  a  construit  les  figures  homologiques  dans  son 
Traité  des  Propriétés  projectix^es  {*)  ouvrage  dans  lequd 
se  trouvent  de  très- heureuses  applications  de  cette  théorie, 
comme  nous  le  verrons  en  traitant  des  sections  coniques. 

lU.  Autre  manière  de  former  les  figures  homologiques. 

520.  Étant  pris  dans  le  plan  d'une  figure,  un  point 
fixe  S  et  un  axe  fixe  X,  si  sur  le  rayon  mené  de  ce  point  à 
cliaque  point  m  de  la  figure  on  détermine  un  second 
point  m!  par  la  relation 

Sm'  iim' 

(A  étant  le  point  ou  le  rayon  S  m  rencon  tre  Taxe  fixe  X ,  ei 
ï,  une  constante  y  le  point  m' appartiendra  à  une  figure  ho^ 


{*)  Voir  p    ifia-164,  art.  5Q2-504 
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mologùjue  à  la  proposée  ,•  le  point  S  et  l 'axe  X  sei\)nt  le 
centre  et  l'axe  d'homologie  des  deux  figures. 

En  effet,  les  deux  figures  satisfont  à  Tune  des  deux  condi- 
tions de  construction  des  figures  homologiques ,  savoir,  que 
les  points  homologues  soient  sur  des  droites  concourantes 
en  un  même  point  \  il  suffit  donc  de  prouver  que  deux  droî  tes 
homologues  se  rencontrent  sur  l'axe  fixe.  Or,  pour  deux 
couples  de  points  correspondants  a,  a^  et  m,  m',  on  a 

Sfl  cta  S/w   \Lm 

Sa"'  ""     ôfl''     ^^     W  ~"     ^'  ' 

et  par  consâjuent 

Sa     a.a        Sm      \^m 

a     cta       S/w     ^//f 

Cette  relation  prouve  que  les  deux  séries  de  points  S ,  a ,  or , 
a\  et  S,  m,  fx,  m^  ont  le  même  rapport  anharmonîque ,  et 
par  conséquent  que  les  deux  droites  am^  a' m*  concourent 
sur  Taxe  fixe  a/x.  Ce  qu'il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 

On  peut  appeler  la  constante  X  le  coefficient  d'homolo^ 
gie  des  deux  figures. 

Quand  on  donne  un  point  a^  de  la  figure  que  l'on  veut 
construire ,  correspondant  à  un  point  a  de  la  figure  propo- 
sée ,  cette  constante  se  trouve  déterminée  par  la  relation 

Sa     ua  

Sfl'     aa' 

S21.  Cas  particuliers.  —  I.  Si  l'on  suppose  l'axe  d'ho- 

mologie  à  l'infini,  le  rapport  ^—7  devient  égal  à  Tunité,  et 

la  relation  se  réduit  à 

S  m 

Alors  les  deux  figures  sont  semblables  et  semblablement 
placées  ou  homothé tiques.  Leur  centre  et  leur  rapport  de 
similitude  sont  le  point  S  et  la  constante  A. 

II.  Le  centre  d'homologie  de  deux  figures  peut  otro  à 
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rinfîni^  alors  le  rapport- — ^  est  égal  àruulié,  et  la  relalioii 

S/71 

se  réduit  à 

p/w'       X 

On  peut  dii^  que  la  seconde  figure  est  formée  par  Tac- 
croissement  des  ordonnées  de  la  première ,  dans  un  rapport 
constant. 

IV.  Construction  des  figures  homologiques  dérivée  de  la 
construction  générale  des  figures  homograpbiques. 

522.  Supposons  que  dans  la  construction  générale  des 
figures  homographiques  on  prenne  pour  les  points  Â',  B', 
C  de  la  seconde  figure  les  trois  points  A ,  6 ,  C  de  la  pre- 
mière,  les  relations  (a)  deviennent 

aC_     aX       bC_     b^ 

Si  X  et  fx  ont  des  valeurs  quelconques ,  les  deux  figures  n'ont 
rien  de  particulier  dans  leur  position  relative;  seulement 
trois  points  de  l'une  coïncident  avec  leurs  homologues  res- 
pectifs dans  l'autre  ;  ce  qui  a  lieu  en  général,  conmie  nous 
le  verrons  (561) ,  quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures 
homographiques.  Mais  si  les  deux  constantes  X  et  jx  »ont 
égales  y  alors  les  deux  figures  sont  homologiques;  le  point  C 

(fie'  *  *^)  ^^  ^^'"'  <^^^*^''^  dliornologie,  et  la  base  AB  leiu- 
axe  d'homologie. 

En  effet,  les  deux  constantes  étant  égales,  les  deux  équa- 
tions donnent  celle-ci 

aC    a^_bC^  b^ 

qui  prouve  que  les  deux  séries  de  points  A ,  a  ,  a',  C  et  B, 
&,  &',  C  ont  le  même  rapport  anharmonique ,  et,  par  con- 
séquent ,  aussi  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  ont 
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leurs  centres  en  B  et  A  ^  et  dont  les  rayons  passent  par  ces 
deux  séries  de  quatre  points,  respectivement. 

De  là  on  conclut,  d*abord  que  les  deux  droites  ai,  a'b\ 
qui  sont  deux  droites  homologues  dans  les  deux  figures,  con- 
courent en  un  même  point  de  la  base  A6  (38) ,  et,  en  se- 
cond lieu,  que  les  deux  points  m,  m\  sont  en  ligne  droite 
avec  le  point  C  (43). 

Ainsi  les  deux  figures  satisfont  aux  deux  conditions  de 
construction  des  figures  homologiques.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Donc,  etc. 

La  relation  caractéristique  des  figures  homologiques , 

G/71        U./71 

— -;  :  !-— ,  =  consL, 
Cm     ^Lov 

dérive  aussi  de  ces  considérations. 

Car  les  trois  points  C,  m,  m'  étant  en  ligne  droite,  on  a 


Cm     am        Ca     A  a 


=r  >  =  const. 


V.  Relations  métriques  des  figures  horaologiques. 

523.  Quand  on  considère  deux  figures  homologiques 
comme  deux  figures  qui  ont  été  la  perspective  l'une  de 
Taulre,  on  en  conclut  que  toutes  les  relations  métriques 
des  figures  homographîques ,  démontrées  dans  le  paragra- 
phe précédent,  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux  figures  ho- 
mologiques. Toutefois  la  position  particulière  de  ces  figures 
donne  lieu  à  quelques  relations  spéciales  fort  importantes 
que  nous  verrons  plus  loin  (VI). 

524.  Quand  ou  décrit  les  figures  homologiques  sur  le 
plan,  soit  par  des  intersections  de  lignes  (519) ,  soit  par  la 
relation  ( ^  ) ,  la  démonstra  tion  directe  de  leurs  deux  proprié- 
tés méti'iques  fondamentales ,  d'où  toutes  les  autres  se  dé- 
duisent, est  extrêmement  facile;  elle  dérive  immédiatement 
des  conditions  de  position  des  deux  figures.  Ces  propriétés 
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consistent  en  ce  que  :  quatre  points  en  ligne  droite  ou  quatre 
droites  concourantes  en  un  même  point  dans  la  première 
figure,  ont  leur  rapport  anbarmonique  égal  à  celui  des 
quatre  points  ou  des  quatre  droites  correspondantes  dans  la 
seconde  figure. 

Or,  dans  deux  figures  homologiques ,  i*'  les  droites  qui 
joignent  quatre  points  de  la  première  a,  b  ^c^  d  à  leurs 
homologues  a\  h\  c\  d!  respectivement,  passent  par  un 
même  point  (le  centre  d'homologie) ;  donc,  si  les  deux  sé- 
ries de  quatre  points  sont  sur  deux  droites,  leurs  rapports 
anharmoniques  sont  égaux  (14)  ^  2^  quatre  droites  concou- 
rantes en  un  même  point  dans  la  première  figure,  ren- 
contrent respectivement  les  quatre  droites  correspondantes, 
en  quatre  points  situés  en  ligne  droite  (sur  l'axe  d'homo- 
logie);  donc  les  rapports  anharmoniques  des  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  sont  égaux  (13). 

Ainsi  les  relations  métriques  qui  font  le  caractère  des 
figures  homographiques  en  général ,  se  trouvent  démon- 
trées directement  pour  les  figures  homologiques. 

525.  Considérons  les  deux  droites  I  et  P  qui ,  dans  chaque 
figure,  respectivement,  correspondent  à  l'infini  de  l'autre 
figure.  Ces  deux  droites  sont  évidemment  parallèles  à  Taxe 
d'homologie^  car  la  droite  à  l'infini  dans  la  seconde  figure 
et  la  droite  I  qui  lui  correspond  dans  la  première  ren- 
contrent Taxe  d'homologie  au  même  point ,  et  ce  point  est 
à  Tinfini^  donc  la  droite  I  est  parallèle  à  l'axe  d'homo- 
logie. 

Les  distances  des  deux  droites  I  et  J',  soit  au  centre,  soit 
à  l'axe  d^homologie,  dépendent  de  la  constante  X  dans  la 
relation 

S/w  ^m 

Sm'  pm' 

Soient  / ,  f  et  x  les  points  où  le  rayon  S  m  rencontre  les 
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deux  droites  I  et  J'  et  l'axe  d'homologîe.  Faisant  Sm'  in- 

nni ,  on  a  — .  =  A  ;  et,  laisant  btn  mtini ,  -t>  =  t- 

XI  XJ  A 

Ainsi  l'on  a 

— .==^-n     ou     81.87'  =  XI.  jy'. 
JFi       Sy' 

Cette  relation  montre  que  le  milieu  des  deux  points  1  et  j' 
coïncide  avec  celui  des  deux  points  S  et  j:,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  que  la  distance  de  la  droite  I  au  point  S  est 
^gale,  mais  en  sens  contraire,  à  celle  de  la  droite  f  à  Taxe 

.81       xj' 
d'homologie.  En  effet,  la  proportion  — :  =  ^-^  donne 

XI       oy 

8/       ^        x/ 
Si  —  xi       xJ'  —  SJ' 

OU 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  car  les  points  m  et  m'  des 
deux  figures  situés  sur  un  même  rayon  forment  deux  divi- 
sions bomographlques  dont  les  points  doubles  sont  S  et  x. 
Par  conséquent,  le  point  milieu  de  ces  deux  points  coïncide 
avec  celui  des  deux  îctj^  (152). 

VI.  Développements  relatifs  aux  propriétés  métriques  des  figures 
homologiques.  —  Diverses  manières  de  former  la  figure  homo- 
logique  à  une  figure  donnée. 

526.  Considérons  dans  une  figure  deux  droites  fixes, 
et  dans  la  figure  homologique  les  deux  droites  corres- 
pondantes^ soient  /?//;,  mq  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  m  de  la  première  figure  sur  les  deux  premières 
droites,  et  ni^p\  mq'  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  m'  sur  les  deux  autres  droites.  Les  deux  rapports 


./  «/ 


—  t  —r-,  seront  entre  eux  dans  une  raison  constante,  quels 

mq     m  q 
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que  soient  les  deux  points  homologues  m^m'-^  car  cette  re- 
lation dérive ,  comme  nous  l'avons  vu  (512),  de  régalitt* 
des  rapports  anharmoniques  de  deux  faisceaux  homologues. 
Ecrivons  donc 

'  mq  m  q 

Cette  équation  donne  lieu  à  plusieurs  autres  relations. 

527.  Supposons  que  la  première  droite  de  la  première 
figure  passe  par  le  centre  d'homologie  ;  elle  coïncidera  avec 
son  homologue ,  et  Ton  aura 


mp 


S/71 


et  par  conséquent 

(^0 


/7iy~Sm" 
S/w  ^   'w^ 


Ainsi ,  dans  deux  figures  homologiqueSy  si  Von  prend  deux 
droites  fixes  homologues  L,  I/,  le  rapport  des  distances 
de  deux  points  homologues  quelconques  au  centre  d'ho" 
mologie,  sera  au  rapport  des  distances  de  ces  deux  points 
aux  deux  droites  L,  L',  respecti\^ement ,  dans  une  raison 
constante, 

528.  Si  Ton  prend  pour  la  droite  L  Taxe  d^homologie, 
\J  coïncidera  aussi  avec  cet  axe,  et  le  rapport  — ^  sera  ^al 

à  - — 7;  il  en  résulte 

JXIW 

S/w  fA/TI 

s^'~   JT^'" 

Ce  qui  est  la  relation  déjà  démontrée  (522). 

Nous  n'aurions  pas  besoin  de  dire  que  dans  ces  diverses 
relations,  de  même  que  dans  celles  qui  suivent,  la  con- 
stante X  ne  conserve  pas  la  même  valeur. 

529.  Supposons  que  la  droite  L  soit  à  Tinfini ,  le  seg- 
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ment  mq  disparaît  de  réqualion  (rf) ,  et  Ton  a 

.  S/w' 
(e)  ?,mz=z\-—-x 

m'q*  est  la  distance  du  point  m!  à  la  droite  J',  qui  dans  la 
seconde  figure  correspond  à  l'infini  de  la  première  (525). 

Cette' relation  entre  deux  figures  homologiques  sera  très- 
utile  pour  transporter  à  une  figure  les  propriétés  d^une 
autre.  On  voit,  par  exemple,  que  si  la  première  est  un 
cercle  ayant  son  centre  en  S ,  on  aura  dans  la  seconde 

— --;  =  const. 
nr  q^ 

Ce  qui  montre  que  celle-ci  est  une  conique  ayant  son  foyer 
en  S,  et  pour  directrice  la  droite  fixe  J'. 

530.  Supposons  dans  Téquation  générale  (c)  que  la  pre- 
mière droite,  à  laquelle  se  rapportent  les  perpendiculaires 
/n/7,  soit  à  Tinfini,  et  que  la  seconde  soit  la  droite  I  qui 
correspond  à  F  infini  de  la  seconde  figure ,  les  deux  segments 
/itp,  m'q^  disparaîtront ,  et  Ton  aura 

—  =  \ .  m'  p\ 
mq 

Ainsi  les  deux  droites  I  et  J^  qui  correspondent,  dans 
chaque  figure  respectivement,  à  Tinfini  de  l'autre  figure, 
jouissent  de  cette  propriété ,  que  le  produit  des  distances 
de  deux  points  homologues  à  ces  deux  droites ,  respective- 
ment, est  constant. 

Par  conséquent  :  Étant  données  deux  droites  parallèles 
dans  le  plan  d'une  figure ,  si  d'un  point  fixe  on  mène  un 
rayon  à  chaque  point  m  de  la  figure ,  et  que  sur  ce  rayon 
on  prenne  un  point  m' tel,  que  le  ptxyduit  des  distances 
des  deux  points  m,  m'  aux  deux  droites  respectiv^ement , 
soit  constant,  le  point  m'  décrira  une  figure  homologique 
à  la  proposée. 
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§  IV.  —  Expression  analytique  des  figures  homogra* 

phiques. 

I. 

531 .  Rapportons  les  points  de  la  première  figure  à  deux 
axes  coordonnés  OX,  OY,  et  ceux  de  la  seconde  figure  à 
deux  autres  axes  coordonnés  ox,  oy  pris  arbitrairement. 

La  propriété  des  deux  figures,  exprimée  par  le  théo- 
rème (512) ,  fournit  immédiatement  l'expression  des  coor- 
données de  chaque  point  de  la  seconde,  en  fonction  des  coor- 
données du  point  homologue  de  la  première. 

En  effet,  soient 

AX-^BY-+-I=o,  A'X4-B'Y4-i=o,  A''X-hB''Y-f-i  =o, 

les  équation3  de  trois  droites  de  la  première  figure ,  et 

«X  -f-  ôj^  +  I  =  o,    a^x  -h  b'x  -h  i  =  o,    û"  jc  -f-  b"y  -f-  i  =  o, 

celles  des  trois  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
figure. 

Soient  X ,  Y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  pre- 
mière figure,  et  x^  y  celles  du  point  homologue  m  de  la 
seconde  figure^  le  rapport  des  distances  du  point  M  à  deux 
des  droites  de  la  première  figure  sera  au  rapport  des  dis- 
tances du  point  m  aux  deux  droites  correspondantes  de  la 
seconde  figure,  dans  une  raison  constante  (512).  On  aura 
donc  les  deux  équations 

AX  -H  BY  -f-  I     _       ax'\'hy  -\-\ 
,  .  ,A"X  +  B"Yh-i  "~  *  a"x  -f-  b**y  4-  i  ' 

A^X  H"  B^Y  -f-  1   _      fl^j:+  h'y-^\  ^ 
A''X  4-  B"  Y  -H  I  ""  '^  a"  jc  H-  6"r  -H  I  ' 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  x  et  ^  en  fonction  des  coordon- 
nées X ,  Y,  lesquelles  sont  de  la  forme 

^  _       aX-4-6Y4-i  _      «^X-^6^Y-Hi 

^^^       •''--'•a"X-h6"Y4-i'     ^-^-ZxTrYTT' 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  385 

S32.  On  peut  démontrer  à  piiori  que  les  expressions 
de  X  tt  y  sont  de  cette  forme.  Pour  cela ,  considérons  les 
axes  oy  et  ox  comme  deux  droites  faisant  partie  de  la  se- 
conde figure  \  soient 

aX-j-6T  +  i  =  o     et     a'X  4-ê'Y-f- I  =  o, 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent  dans  la 
première  figure  à  ces  deux-là  ,  et 

celle  de  la  droite  qui  correspond,  dans  cette  figure,  à  rin- 
fîni  de  la  seconde. 

La  distance  d'un  point  m  de  la  seconde  figure  à  l'axe  oy 
sera  au  rapport  des  distances  du  point  homologue  M  de  la 
première  figure  aux  deux  droites  correspondantes  à  l'axe  oy 
et  à  l'infini  de  la  seconde,  dans  une  raison  constante  (513). 

On  a  donc 

_      «X-f-6Y-h  I 

■^■"^«"X  +  r'Y-hi' 
Et  pareillement 

^^""  ^?^X-f-€"Y4-  i" 

C.    Q.     F.     1), 
II. 

.  533.  Les  Irois  équations 

aX-h6Y-M  =o,  a'X-h6'Y-f-i  =  o,  «"X -f- <5'^Y -f-i  =  o, 

représentent  les  trois  droites  de  la  première  figure  qui  ont 
pour  homologues ,  dans  la  seconde ,  l'axe  oy^  l'axe  ox  et 
l'infini. 

Les  axes  OX ,  OY  de  la  première  figure  sont  arbitraires, 
ainsi  que  les  dculc  ox,  oy  de  la  seconde  figure.  On  peut, 
en  disposant  convenablement  de  ces  quatre  axes,  donner 
aux  formules  des  expressions  plus  simples,  que  voici  : 

1^.  Les  deux  axes  OX ,  OY  sont  quelconques ,  et  les  deux 

25 


1 
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ox^  oy  sont  les  droites  qui  leur  correspondent  daus  la  se- 
conde figure  : 

.^. «2^^ __  yY 

a°.  OY  est  parallèle  à  la  droite  I  qui,  dans  la  première 
figure,  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde 5  OX  est  quel- 
conque-, oy  et  OX  correspondent  respectivement  à  OYet 
OX",  [cy-  est  parallèle  à  la  droite  J'  qui,  dans  la  seconde 
figure  ,  correspond  à  Tinfini  de  la  première  (503)]  : 

(Kx  gX  <pY 

(4)  ^=^^ — ï.    y 


X— A       ^        X— A 

3**.  OY  est  la  droite  I^  OX  quelconque;  ox^  oy  quel- 
conques : 

aX-f-6Y-f-i    *  a'X-l-6'Y-hi 

(5)  x^t ^ ,     j  =  <P ^ 

4°.  OY  est  la  droite  1;  OX  est  quelconque;  ox  corix?s- 
pond  à  OX  ;  et  oy  est  quelconque  : 

,^,  aX-h6Y  +  i  çY 

(6)  .^ ^ ,     r  =  ^- 

^  5°.  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  ox  est  la  droite 

J';  et  o^  quelconque  : 

,    ,                                   aX-h6YH-  I  7 

(^)  ,:  =  , ,      r=x- 

6^.  OY  est  la  droite  I  ;  OX  quelconque;  ox  est  la  droite 
J',  et  oy  correspond  à  OX  : 

(8)  -  =  '1,    ^  =  i. 

7*^.  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  oy  est  la  droite 
J',  et  OX  correspond  à  OX  : 

i    \  e  (pY 

(9)  -=x'    r  =  ^- 
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Ces  diiFérentes  relations  s'appliquent  aux  figures  homogra- 
phiques  dans  toute  leur  généralité,  et  sont  indépendantes  de 
la  position  relative  des  deux  figures. 

§  V.  —  Figures  homographiques  ayant  deux  droites 
homologues  coïncidentes  à  r infini, 

I.  Conditions  de  construction  des  figures. 

534.  Si  dans  les  formules  [a)  qui  nous  ont  servi  à  con- 
struire une  figure  homographique  aune  figure  donnée ,  on 
prend  les  deux  constantes  X  et  a  égales  à  H-  1,  les  deux 
figures  présenteront  cette  circonstance  particulière,  que 
la  droite  à  V infini  dans  Tune  aura  son  homologue  égale^ 
ment  à  rinfini  dans  l'antre. 

En  efiet,  ab  ela'b'  {fig-  1 14)  étant  deux  droites  corres- 
pondantes dans  les  deux  figures ,  on  a ,  par  hypothèse , 

Si  la  première  droite  est  à  Tinfini^,  les  deux  rapports  —  ? 

—  sont  égaux  à  Tunité,  et,  par  conséquent ,  on  a  aussi 

tf'C  b'C 

_=,      et     ^,=  ,; 

ce  qui  exige  que  les  points  a'  et  6'  soient  à  Tinfini.  De 
sorte  que  la  droite  a'h'  est  à  Tinfini.  Ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

On  peut  dire  que  tout  point  à  l'infini  dans  la  première 
figure  a  son  homologue ,  dans  la  seconde ,  pareillement  à 

rinfini. 

Il  s'ensuit  que  deux  droites  parallèles ,  dans  la  première 
figure,  ont  pour  homologues  dans  la  seconde  deux  droites 
parallèles. 

De  sorte  que,  à  un  parallélogramme  dans  la  première 
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figure,  correspond  un  parallélogramme  dans  la  seconde 
figure. 

II.  Relations  métriques. 

335.  Dans  ces  figures  ,  les  relations  métriques  se  simpli- 
fient :  elles  dérivent  de  cette  propriété  principale  : 

Deux  droites  homologues ,  dans  les  deux  figures  y  sont 
fti^isées  semblablement  par  leurs  points  homologues. 

En  effet,  a^  h^  c,  d  étant  quatre  points  en  ligne  droite 
dans  la  première  figure,  et  rf',  &',  c',  d^  les  quatre  points 
correspondants  dans  la  seconde ,  on  a 


nb    db       a'b'    d'b 


ru 


ac    de        a!c      d'c 


Les  points  à  Tintini  sur  les  deux  droites  étant  deux  points 
correspondants  (534) ,  on  peut  prendre  ces  points  pour  à 
et  d\  et  celte  relation  devient 


'Z./ 


ab       a'b 


—    t  I  "^ 
ac        a  c 


ce  qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles ,  ou  semblablement. 

De  là  vont  résulter  d'autres  relations  importantes. 

o36.  Deux  segments  pris  sur  deux  droites  parallèles, 
dans  la  première  figure,  sont  entre  eux  dans  le  même 
i  apport  que  les  deux  segments  homologues  dans  la  se- 
conde figure. 

En  eftet,  soient,  dans  la  première  figure,  les  deux  seg- 
ments AB,  ab  (fig.  117)  sur  deux  droites  parallèles ,  et  dans 
la  seconde  figure,  leurs  homologues  A'B',  a7>'  lesquels  sont 
aussi  parallèles  (534).  On  a 

AB       AC  A'B'       A'C 

rt 


rih        aC  a' h'         n'A 


f  K' 
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/Tkf 


AB       A'B 


ab        n'b' 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

537.  Étant  pt^,  dans  les  deux  figures ,  deux  droites 
fixes  homologues  y  les  distances  de  deux  points  homologues 
quelconques  à  ces  deux  droites,  respectivement ,  sont  en- 
tre elles  (Uins  un  rapport  constant. 

En  effet,  Téquation  précédente  s'écrit 

AB         ab 


A'B'       a'b' 

Or  les  deux  segments  AB ,  ab  sont  entre  eux  comme  les 
distances  des  deux  points  A,  a  à  la  droite  fixe  BC^  et  pa» 
rcillement,  les  deux  segments  A'B',  a' h'  sont  entre  eux 
comme  les  distances  des  deux  points  Â',  a' ^  à  la  ligne  droite 
fixe  B'C  On  peut  donc  dire  que  le  rapport  des  distances 
des  deux  points  homologues  A,  A'  aux  deux  droites  BC, 
B'C/,  respectivement,  est  égal  au  rapport  des  distances  des 
deux  points  a ,  a'  aux  deux  mêmes  droites.  Ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

III.   Relation  entre  les  aires  des  figures. 

S38.  Considérons,  dans  la  première  figure  ,  deux  paral- 
lélogrammes ABCD,  abcd^  ayant  leurs  cotés  lespeclivr- 
ment  parallèles  -,  soient  Q ,  q  leurs  surfaces ,  on  a 

Q       AB.AD 

q         ab,ad 

A  ces  deux  parallélogrammes  correspondent,  dans  la* 
deuxième  figure,  deux  autres  parallélogrammes  A'B'C'l)', 
ab'c'd\  ayant  aussi  leurs  côtés  respeclivemcnt  parallèles. 
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Soient  QS  9'  leurs  surfaces ,  on  a 

Q'       A'B'.A'D' 


O 


r 


7'  "^  a'b'.a'd' 


AB       A'B'  AD       A'D' 


-t      -T^-TTTT      (»50). 


Donc 


ab        a'b'  ad         a'd' 


Q      Q  Q      y 

-  =  ^,      ou     ~>  =  ~ 
7        7  Q        7 


C'est-à-dire  que  : 

Si  Von  prend  y  dans  la  première  figure ,  un  parallèle- 
gramme  quelconque  ayant  ses  cotés  parallèles  à  deux 
axes  fixes ,  l'aire  de  ce  parallélogramme  sera  à  Faire  du 
parallélogramme  correspondant  dans  la  seconde  figure  y 
dans  une  raison  constante. 

539.  L'espace  compris  dans  un  périmètre  de  forme  quel- 
conque peut  être  considéré  comme  composé  d'une  infinité 
de  parallélogrammes  infiniment  petits,  ayant  leurs  côtés  pa- 
rallèles à  deux  axes  fixes. Les  aires  de  ces  parallélogrammes 
seront  aux  aires  des  parallélogrammes  homologues  dans  la 
seconde  figure,  dans  une  raison  constante.  On  en  conclut 
que  : 

Si,  dans  les  deux  figures,  on  considère  deux  courbes 
homologues ,  leurs  aires  seront  entre  elles  dan^  une  rai- 
son constante j  quelles  que  soient  ces  deux  courbes. 

Ces  propriétés  des  figures  homographiques  qui  ont  deux 
droites  homologues  coïncidentes  à  l'infini ,  sont  les  mêmes 
que  celles  de  deux  figures  dont  Tune  est  la  projection  do 
Tautre. 

IV.  Construction  analytique  des   figures. 

544).  Ayant  pris  deux  systèmes  quelconques  d'axes  coor- 
donnés OX  ,  OY,  1*1  o.r,  o>  5  dans  les  deux  figures  respecti- 
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vemeiil,  soient 


AX  4-  BY  -h  1  =  o     et     A'X  4-  B'Y  -f-i  =  o 

les  équations  de  deux  droites  de  la  première  figure,  et 
ax  -h  ày  -j-  1  =  0,      a'x  -f-  b'jr  +1=0 

celles  des  deux  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
iigure. 

Soient  X ,  Y,  et  a:,  y  les  coordonnées  de  deux  points 
correspondants  des  deux  figures;  les  distances  de  ces  deux 
points  à  deux  droites  correspondantes,  respectivement ,  sont 
iîutre  elles  dans  un  rapport  constant  (537);  de  sorte  qu'on 
a  les  deux  équations 

A'X  -f-  B'Y  -M  =  p («'^4-  ^'j  4- 1) ; 
d'où  Ton  lire  pour  x  et  j  des  expressions  de  la  forme 

x=  e(aX4-êY-h  i),      r  =  ^p  (a'X  +  €'Y  +  i). 

Ces  expressions  se  peuvent  déterminer  à  priori.  Soient 

aX  +  SY4-i=o     et     a'X -h^'Y-f- I  =0, 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent,  dans  la 
première  figure ,  aux  axes  ox  ^  oy  de  la  seconde  ;  les  dis- 
tances d'un  point  m  de  la  seconde  figure  aux  deux  axes  or, 
ox  sont  proportionnelles  aux  distances  du  point  correspon- 
dant, dans  la  première  figure,  aux  deux  droites  qui  corres- 
pondenl  à  ces  axes.  On  a  donc  les  deux  équations 

a:  =  e{aX4-6Y4-i),     J  =  ?  (a'X4- 6' Y -h  i)- 

On  simplifie  ces  formules  en  prenant  pour  les  axes  OX, 
OY  les  droites  correspondantes  aux  deux  axes  ox .^  oj\  On 
a  alors 

.r  =r  €.X,       V    =«p.Y. 


392  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

§  VI.  —  Propriétés  rel attires  au  système  de  deux  figures 
homo graphiques  placées  d'une  manière  quelconque 
l'une  par  rapport  à  l'autre . 

1.  De  la  courbe  d^inlersectitiii  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux! 

homographiques. 

841 .  2m  courbe  lieu  des  points  d* intersection  des  rayons  homo- 
logues  de  deux  faisceaux  homographiques  passe  par  les  centres  des 
deux  faisceaux. 

Construction  des  tangentes]à  la  courbe  en  ces  points. 

Soient  O,  0'{fig.  1 1 8)  les  centres  des  deux  faisceaux;  O/w,  O'm 
deux  rayons  homologues.  Le  rayon  00'  du  premier  faisceau  ren- 
contre son  homologue  O'il'  au  point  0';  de  sorte  que  la  courbe 
passe  par  ce  point. 

La  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  est  précisément  le  rayoo 
C'a';  car  si  l'on  conçoit  le  rayon  du  premier  faisceau  O»  infini- 
ment peu  incliné  sur  00',  son  homologue  0'&>  sera  infîninienl  peu 
incliné  sur  O'iV ,  et  le  point  «),  intersection  de  ces  deux  rayons 
homologues  Ou,  0'&>,  sera  le  point  de  la  courbe  infiniment  voisin 
du  point  O'.  La  droite  0'(»> ,  et ,  à  la  limite ,  la  droite  O'a'  sera  donc 
la  tangente  à  la  courbe.  c.  q.  p.  p. 

842.  La  courbe  lieu  des  points  d* intersection  des  rayons  ho- 
mologues de  deux  faisceaux  homographiques  ne  peut  être  rencon- 
trée par  une  droite  qu'en  deux  points ,  réels  ou  imaginaires. 

Déterminer  ces  points. 

Les  rayons  du  premier  faisceau  i^g^  1 19)  renconfrent  une  droite 
L  en  des  points  /i ,  ^ ,  c,  .  .  .  ;  et  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau  en  des  points  a\  b\  c', . .  .  ;  ces  deux  séries  de  points 
forment  deux  divisions  homographiques,  et  il  est  évident  que  les 
points  d'intersection  de  la  courbe  en  question  par  la  droite  L  sont 
les  points  doubles  de  ces  deux  divisions.  Ce  qui  prouve  que  la 
courbe  n'est  rencontrée  par  la  droite  qu'en  deux  points,  réels  ou 
imaginaires. 

Ces  deux  points  se  déterminent  par  la  construction  générale  des 
points  doubles  do  deux  divisiims  homographiques  (184^  265). 
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j$43.  Il  résulte  de  lu  que  Téquation  de  la  courbe ,  exprimée 
dans  TuD  des  systèmes  de  coordonnées  du  chap.  XXIII,  sera  du 
second  degré. 

Réciproquement  :  Toute  équation  du  second  degré  représente 
une  courbe  lieu  des  points  dUntersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques. 

Car,  par  cinq  points  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 
du  second  degré,  on  pourra  faire  passer  une  courbe  lieu  des  points  " 
d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques, ayant  leurs  centres  en  deux  des  cinq  points,  et  l'équa- 
tion de  cette  courbe  sera  du  second  degré.  On  aura  donc  deux 
équations  représentant  deux  courbes  se  coupant  en  cinq  points  ; 
ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  coïncident ,  parce  que  deux 
courbes  du  second  degré  différentes  ne  peuvent  avoir  plus  de 
quatre  points  d'intersection. 

Observation,  —  Si  le  système  de  coordonnées  est  celui  dans  lequel 
les  deux  coordonnées  d'un  point  sont  les  rapports  des  distances 
de  ce  point  à  trois  axes  fixes  (47J$),  on  en  conclut  que  la  courbe 
lieu  des  points  dMntersection  des  rayons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  est  le  l/eu  d'an  point  dont  les  distances  à 
trois  axes  fixes  ont  entre  elles  une  relation  homogène  du  second 
degré. 

*544.  La  courbe  Iftu  des  points  d'intersection  des  rayons  homo- 
logues de  deux  faisceaux  homographiques  Jouit  de  la  propriété 
gue,  si  autour  de  deux  quelconques  de  ses  points  on  fait  tourner 
deux  rayons  se  coupant  sur  la  courbe ,  ces  deux  rayons  décrivent 
deux  faisceaux  homogt  aphiques. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (4  i(5),  relatif  à  Thexa- 
gone. 

JS4K.  Puisque  les  deux  rayons  km ,  B/71 ,  qui  tournent  autour  de 
deux  points  fixes  quelconques  de  la  courbe,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques ,  les  quatre  rayons  menés  du  point  A  à 
quatre  points  de  la  courbe,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  des  quatre  rayons  menés  du  point  B  aux  quatre  mêmes 
points,  et  ceUe  égalité  a  lieu  quel  que  soit  le  point  B;  de  là  n»sulte 
«•e  théorème  : 
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La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiqucs ,  jouit  de  la  propriété,  que  les 
quatre  droites  menées  de  quatre  points  fixes  de  la  courbe  y  h  un 
cinquième  point  quelconque  de  la  courbe ,  ont  toujours  le  même 
rapport  anharmonique. 

R^ipaoQDEHENT  :  Étant  donnés  quatre  points  fixes  non  situés 
en  ligne  droite ,  si  l'on  demande  le  lieu  d'un  point  tel  y  que  les 
quatre  droites  menées  des  quatre  points  fires  à  ce  point  -variable 
aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à  une  quantité  constante , 
le  lieu  de  ce  point  sera  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D  {fig*  i?-o)  les  quatre  points  fixes 
donnés,  et  M  Tun  des  points  qui  satisfont  à  la  question;  c^est-à- 
direqueles  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MD  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  une  quantité  donnée  \.  Soient  /// ,  ///'  les 
points  où  les  deux  droites  CM  ,  DM  rencontrent  la  droite  BC  ;  les 
quatre  points  A  ,  B,  w  ,  /w'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  ^  ;  on  a  donc 

A  ///     A  m' 


^  B/«  •  B/?ï' 

ou 


z=z\ 


km Aw' 

Bw  ~"     Bw' 

Cette  équation  prouve  que  les  deux  points  /w,  m'  forment  deux 
divisions  homographiques;  donc  les  deux  droites  C//i,  Diw'  for- 
ment deux  faisceaux  homographiques.  Ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

iJ46.  Deux  courbes  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d'inter- 
section des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques, 
peuvent  être  considérées  comme  deux  figures  homographiques  dans 
lesquelles  trois  points  quelconques  de  l'une  correspondront  respec- 
tivement à  tmis points  de  l'autre. 

Soient  A,  B,  C  {fig.  121)  les  trois  points  de  la  première  courbe 
qui  doivent  correspondre  aux  trois  points  A',  B',  C  de  la  seconde. 
Prenons  les  points  yV  et  B  pour  les  centres  de  deux  faisceaux 
homographiques  dont  les  rayons  homologues  se  coupent  sur  la 
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première  courbe;  AG  et  BG  seront  deux  rayons  homologues,  et  la 
relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  km ,  B//i  sera  de  la 
forme 

sin/7?A6        ^sin/7?BA 


OL 


+  e.-7rT:^>=>    ("«)• 


sin  m  AG  sin  m  BG 


Soient  pareillement  A',  B'  les  centres  des  deux  faisceaux  relatifs 
à  la  seconde  courbe;  A' G',  B'G'  seront  deux  rayons  homologues 
^\ei,  et  la  relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A'w', 
B'/7i'  sera 

,  sinr//A^B^  sinm^B^A^  _ 

"*  sin  m' A' G'  "^      sîS"^^G'  ""  '  ' 

Le  point  m  étant  pris  arbitrairement  sur  la  première  courlie , 
on  peut  déterminer  un  point  m'  de  la  seconde ,  par  les  relations 

sinwAB         .sinw'A'B'         ^sin/nBA       ^,  sinw'B'A' 
sin  m  AG  "~      sin  m' A'  G"         '  sin  m  BG  "~*      sin/w'B'G'  ' 

Car  les  rapports  de  segments  qui  déterminent  ce  point  m'  satis- 
font à  l'équation  de  la  seconde  courbe ,  en  vertu  de  Técuation  de 
la  première.  Mais  ces  relations  établissent  que  les  deux  courbes 
sont  homographiques  (1504).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

^47,  Nous/verrons  (  569)  que  deux  figures  homographiques  peu- 
vent être  placées  de  manière  à  être  la  perspective  l'une  de  l'autre  ; 
par  conséquent  : 

Deux  courbes,  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d'intersection 
des  rayons  homologues  fie  deux  faisceaux  homographiques,  peuvent 
être  placées  dd  manière  à  être  la  perspective  l'une  de  l'autre; 
trois  points  de  la  première  devant  correspondre  h  trois  points  dési- 
gnés de  la  seconde. 

i547  bis.  —  Les  rayons  menés  de  deux  points  fixes  d'un  cercle 
à  un  troisième  i>oint  de  la  circonférence  forment  deux  faisceaux 
homograp biques ,  parce  que  les  angles  de  l'un  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  de  Tautie  ;  de  sorti»  qu'un  cercle  est  une  des 
courbes  lieux   des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
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deux  faisceaux  homographiques.  II  résulte  donc  du  théorème  pré- 
cédent que  : 

La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques,  peut  toujours  être  considérée 
comme  la  section  plane  d'un  cône  à  base  circulaire;  c'est-à-dire  que 
cette  courbe  est  une  section  conique, 

Autre  démonstration,  —  Concevons  une  droite  quelconque  L 
qui  ne  rencontre  pas  la  courbe;  et  soient  a,  a'  les  points  où  les 
deux  rayons  homologues  A  m,  Bm  rencontrent  cette  droite.  Ces 
points  forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  sont  imaginaires ,  puisque  la  droite  ne  rencontre  pas  la 
courbe  (542).  Donc  il  existe  deux  points  P  et  P'  situés  de  part  et 
d*autre  de  la  droite ,  d'où  Ton  voit  tous  les  segments  ,  tels  que  aa'y 
sous  des  angles  égaux  (171).  Concevons  ud  cercle  décrit  sur  PP' 
comme  diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  L  ;  d*un 
point  quelconque  S  de  ce  cercle,  on  verra  les  segments  aa'  sous 
des  angles  égaux.  Que  Tœil  reste  placé  en  ce  point  et  que  Ton  fasse 
la  pei^spective  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle  au  plan  mené  pr 
ce  point  et  la  droite  L;  les  deux  rayons  Aa,  Ba'  auront  pour 
perspective  deux  droites  parallèles  aux  deux  Sa ,  Sa',  et,  par  con- 
séquent, faisant  entre  elles  un  angle  de  grandeur  constante.  Donc 
ces  deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  per- 
spective des  deux  A,  B,  se  coupent  sur  un  cercle.  Donc,  la  perspec- 
tive de  la  courbe  en  question  est  un  cercle.  Ce  qui  démontre  le 
théorème. 

II.   De  lu  courbe  enveloppe  drs  droites  qui  joi(;iu>nt  diuix  à  deux  les  points 
homologues  de  deux  divisions  homographiques. 

548.  Quand  deux  droites  L ,  1/  sont  {livisécs  homographique- 
ment  en  deux  séries  du  points  a,  b,  c ,  . .  et  a',  b',  c', . . .  (fig.  1 22) ,  //i 
courbe  enveloppe  des  droites  aa',  bb',...,  qui  joignent^  deux  à  deux, 
les  points  homologues ,  est  tangente  aux  deux  droites  L ,  L'. 

Trouver  les  points  de  contact. 

Soit  A  le  point  d'intersection  des  deux  droites  L ,  L'  ;  considé- 
rons ce  point  comme  appartenant  à  la  première  division  ,  son  ho- 
mologue A'  dans  la  seconde  division  sera  sur  la  droite  1/  ;  par  con- 
séquent cette  droite  1/  ou  A  A'  est  une  des  tangentes  à  la  courbe. 
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Son  point  de  contact  est  le  point  A'.  En  effets  si  le  point  a  est 
pris  infiniment  voisin  de  A ,  le  point  a*  est  infiniment  voisin  de  A', 
et  la  droite  aa'  est  la  tangente  à  la  courbe ,  infiniment  voisine  de 
la  tangente  L'.  Le  pointa',  intei'section  de  ces  deux  tangentes, 
est  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles.  A' la  limite  où  a  coïncide 
avec  A ,  a'  coïncide  avec  A'.  Donc  c'est  en  ce  point  A'  qu'a(  lieu 
le  contact  de  la  droite  L'. 

549.  Par  un  point  on  peut  mener  y  en  général,  deux  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires ,  à  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joi- 
gnent deujc  h  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions  homo- 
graphiques. 

Trouver  ces  deux  tangentes. 

Les  droites  menées  d'un  point  fixe  aux  deux  séries  de  points 
rt,  h,  c,...  et  «',  b^,  c',...  des  deux  divisions,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques ,  dont  les  rayons  doubles  sont  deux  tan- 
gentes à  la  courbe;  car  chacun  de  ces  rayons  passe  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions;  ce  qui  est  la  propriété  des  tan- 
gentes à  la  courbe. 

On  conclut  de  là  qu'on  ne  peut  mener  à  la  courbe^  par  un  point 
donné,  que  detix  tangentes,  lesquelles  se  détermineront  comme 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques.  Ces  rayons, 
et  par  conséquent  les  deux  tangentes,  pourront  être  imaginaires. 

51M).  Puisque  par  un  point  donné  on  ne  peut  mener  que  deux 
tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  à  la  courbe  enveloppe  des 
droites  qui  divisent  homographiquemcnt  deux  droites  fixes,  on  en 
conclut  que  cette  courbe  est  de  deuxième  classe  (  491)  ;  et  que  so« 
équation  exprimée  dans  le  système  des  coordonnées  d'une  droite 
est  du    second  degré ,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  équation   du 

.   ,       '  .  1      "  aA       bB.  ^ 

second  degré  enlre  les  rapports  des  segments   ~^et  -r^ifig-  109) 

que  chaque  tangente  à  la  courbe  fait  sur  deux  axes  fixes  SA,  SB; 
ou  bien  qu'il  existe  une  relation  homogène  du  second  degré  entre 
les  distances  de  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  à  trois  points 
fixes  quelconques  S,  A,  B(49i5). 

RÉciPROQtir.iiF,NT  :   L'équation  générale  du  second   degré  entre 
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les  deux  rapports  de  segments  —-9  v^  faits  sur  deux  axes  fixes, 

représente  une  courbe  dont  toutes  les  tangentes  forment,  sur  deux 
tangentes  fixes ,  deux  divisions  homographiques. 

Car  trois  tangentes  et  les  deux  tangentes  fixes  déterminent  un<; 
courbe  enveloppe  de  toutes  les  droites  qui  divisent  harmonique- 
nient  ces  deux  tangentes  fixes.  Cette  courbe  aura  une  équation  do 
second  degré  (iîlSO)  ;  donc  on  aura  deux  courbes  représentées  Tune 
et  Tautre  par  une  équation  du  second  degré  et  ayant  cinq  tan- 
gentes communes.  Donc  les  deux  courbes  coïncident,  parce  que 
deux  courbes  de  seconde  classe  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre 
tangentes  communes.  Donc,  etc. 

Obsen*atwn.  —  Si  au  rapport  de  segments  on  substitue  pour 
coordonnées  d'une  droite  les  rapports  des  distances  de  cette  droite 
à  trois  points  fixes  (^49^5),  on  en  conclut  que  les  droites  qui  divisent 
homographiqucment  deux  droites  fixes  y  jouissent  de  la  propriété, 
que  les  distances  de  chacune  de  ces  droites  à  trois  points  fixes  ont 
entre  elles  une  relation  homogène  du  second  degré. 

tfISi.  La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  ho- 
mologues de  deux  divisions  homographiques^  jouit  de  la  propriété , 
que  deux  quelconques  de  ses  tangentes  sont  divisées  homographi- 
qucment par  toutes  les  autres. 

Cela  se  conclut  sans  difficulté  du  théorème  (415)  relatifs  six 
droites,  dont  quatre  divisent  homographiqucment  les  deux  autres. 

I5IS9.  Il  suit  de  là  que  :  La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joi- 
gnent deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions  homo* 
graphiques  y  peut  être  considérée  comme  V enveloppe  d*une  droite 
mobile  qui,  dans  chacune  de  ses  positions,  détermine  sur  quatre 
ilroites  fixes ,  quatre  points  ayant  un  rapport  anharmonique  con- 
stant. 

Réciproquement  :  La  courbe  enveloppe  fl'une  droite  mobile  qui , 
dans  chacune  de  ses  positions,  rencontre  quatre  droites  fixes  en 
quatre  points  ayant  un  rapport  anharmonique  constant  ^  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de  droites  qui  divisent 
homographiqucment  deux  droites  fixes. 

Soient  quatre  droites  fixes  A ,  B,  C,  D  {fig.  i23)  rencontrées 
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par  une  cinquième  M  en  quatre  points  a^  b,  c,  d.  Que  du  point 
d'intersection  O  des  deux  droites  A,  B,  on  mène  les  deux  Oc,  Od; 
les  quatre  droites  A ,  B  ,  Oc ,  Od  auront  leur  rapport  anharmo- 
nique  constant,  quelle  que  soit  la  droite  M,  parce  que  ce  rapport 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  d,  lequel  est  constant, 
par  hy pothrsç  ;  on  aura  donc 

sin  fl'Oc     sin  ^Oc 

smaOd  '  sinbOd         ' 

ou 

sinaOc  sinaOd 

sin  ôOc  sïnbOd' 

ce  qui  prouve  que  les  deux  rayons  Oc,  Or/ forment  deux  fais- 
ceaux homographiques  (i45j.  Par  conséquent,  les  deux  points  c,  d 
forment  sur  les  deux  droites  fixes  C,  D  deux  divisions  homogra- 
phiques.  Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

535.  Deux  courbes  dont  chacune  est  l*env€loppe  des  droites  qui 
joignent  les  points  homologues  de  deux  dimions  homographiques y 
peuvent  être  considérées  comme  deux  figures  homographiques , 
dans  lesquelles  trois  tangentes  quelconques  de  l'une  correspondent 
h  trois  tangentes  désignées  dans  t autre. 

En  effet,  soient  AB,  BC,  CA  les  trois  tangentes  de  la  première 
courbe,  et  A'B',  B'C,  C'A'  celles  de  la  seconde  courbe  qui  doi- 
vent leur  correspondre.  Une  quatrième  tangente  M  à  la  première 
courbe  rencontrera  les  deux  AC,  BC  en  deux  points  a,  b  qui  for- 
meront deux  divisions  homographiques,  exprimées  par  la  relation 

a hê-ï--  =  i      (125). 

aK  bB  ^ 

On  aura  de  même,  pour  la  seconde  courbe,  une  équation 

a' a       ..  b'C 


a 


f 


6'  ;T~=ri. 


«'A'  ^'B' 


Les  deux  tangentes  ab^  a' b'  aux  deux  courbes  respectivement , 
peuvent  être  liées  par  les  relations 

aC  .  a  a  .  ^C         ..  b'C 


a  — -  =  a 


et      f>  ^  —  6' 


«A  ■"        a'k'  bB"        b'B" 
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car,  en  vertu  de  Téquation  dejla  première  courbe ,  les  valeurs  des 

a!  C  V  C 
rapports  -7^ ,  7—,  données  par  ces  équations ,  satisfont  à  l'équa- 
tion de  la  seconde.  Or  ces  relations  établissent  que  les  deux  droites 
ah^  a  h'  enveloppent  deux  courbes  homographiques  dans  les- 
quelles les  trois  droites  A'B',B'C',  C'A'  de  la  seconde  corres- 
pondent aux  trois  AB;  BC,  CA  de  la  première  (Wl).  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

534.  Deux  figures  homographiques  peuvent  être  placées  de 
manière  à  être  la  perspective  Tune  de  rautre(569).  Donc 

Deux  courbes  dont  chacune  est  l* enveloppe  des  droites  fjtu  joH 
gnent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques  peu- 
vent toujours  être  considérées  comme  étant  la  perspective  Vune  de 
Vautre ,  de  manière  que  trois  tangentes  de  la  première  correspon- 
dent respectivement  à  trois  tangentes  désignées  de  la  seconde. 

Sôô.  Les  tangentes  à  un  cercle  forment  sur  deux  tangentes 
fixes  deux  divisions  homographiques  (*).  On  conclut  donc,  du 
théorème  précédent ,  celui-ci  : 

La  courbe  enveloppe  des  ilroites  qui  Joignent  les  points  homo- 
logues de  deux  divisions  homographiques  peut  être  placée  sur  un 
cône  à  base  circulaire,  et  est ,  par  conséquent ,  une  section  conique. 

Autre  démonstration.  —  Soient  rt,  ^,  r, .  .  .  et  a',  A',  c\. . . 
[fig.  124)  les  points  des  deux  divisions  formées  sur  deux  droites 
L,  U.  Deux  droites  telles  que  ab'  et  a' b  se  coupent  en  un  point 
dont  le  lieu  est  une  ligne  droite  A  (108),  et  les  points  où  celte 
droite  rencontre  les  deux  L ,  L'  sont  précisément  les  points  de  con- 
tact de  ces  deux  droites  avec  la  courbe  (548).  La  droite  A  ren- 
contre la  courbe  en  ces  deux  points  ;  de  sorte  qu*une  partie  de 
cette  droite  est  au  dehors  de  la  courbe  et  Tautrc  dans  son  inté- 
rieur. Prenons  sur  cette  droite  un  point  O  dans  Tintérieur  de  la 
courbe,  de  manière  que  les  tangentes  que  Ton  voudrait  mener  par 
ce  point  soient  imaginaires. 

Cela  posé,  les  droites  menées  du  point  0  aux  deux  séries  de 


(*)  Celtr!    proprirU'   du    crrrln   spra   »Iômonlré*»   dans    In    IV*   scciion . 
ciinp   XXVII,  ^  Il 
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points  ^i,  ^,  r,. . .  et  a\  b\  </,...  forment  deux  faisceaux  ho- 
mographiques ,  et  ces  deux  faisceaux  sont  en  involution,  parce 
que,  si  l'on  considère  le  rayon  Oa  du  premier,  qui  a  pour  homo- 
logue dans  le  second  Oa\  comme  appartenant  au  second  faisceau 
et  étant  O  b\  son  homologue  O  b ,  dans  le  premier  faisceau ,  coïn- 
cide avec  Oa';  ce- qui  suffit  pour  que  les  deux  faisceaux  soient 
en  involutîon  (2S2).  Par  conséquent ,  les  intei'sections  des  deux 
faisceaux  par  ime  même  transversale  seront  deux  divisions  ho* 
mographiques  en  involution.  Supposons  que  cette  transversale 
passe  par  le  point  A  intersection  des  deux  droites  L,  L',  et  par 
le  point  h  intersection  des  deux  droites  aa',  bb'\  et  soient  7,  y  les 
points  où  elle  rencontre  deux  rayons  homologues  Oc,  Oc'  des 
deux  faisceaux.  Ce  sont  ces  deux  points  7,  7'  qui  forment  deux 
divisions  en  involution;  et  ces  deux  divisions  ont  leurs  points 
doubles  imaginaires,  parce  que  les  deux  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux,  qui  seraient  les  deux  tangentes  à  la  courbe,  issues  du 
point  O  (349),  sont,  par  hypothèse,  imaginaires. 

Donc  il  existe  deux  points  P,  P',  situés  de  part  et  d'autre  de  la 
transversale ,  de  chacun  desquels  on  voit  chaque  segment  77'  sous 
un  angle  droit  (204).  Que  sur  PP',  comme  diamètre,  on  décrive  une 
circonférence  de  cercle  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  transver- 
sale, et  qu'en  prenant  pour  lieu  de  l'œil  un  point  S  de  cette  cir- 
conférence  on  fasse  la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  mené  par  le  point  S  et  la  transversale ,  on  aura  en  per- 
spective une  courbe  [/ig>  1 25)  inscrite  dans  un  losange  (parallélo- 
gramme à  diagonales  rectangulaires) ,  dont  toutes  les  tangentes  ce' 
seront  vues,  du  point  de  croisement  des  deux  diagonales,  sous 
des  angles  droits.  Or  on  sait  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Donc 
la  perspective  de  notre  courbe  est  un  cercle;  ce  qui  démontre  le 
théorème.  Donc,  etc. 

âJS6.  Il  résulte  des  propositions  (347  bis  et  355)  que  la  courbe 
lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques ,  et  la  courbe  enveloppe  des  droites 
qui  joignent  deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions 
homographiques,  sont  identiques,  puisque  ces  deux  courbes  sont 
Tune  et  l'autre  des  sections  du  cône  à  base  circulaire ,  c'est-à-dire 

26 
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(les  sections  coniques.  Nous  aurions  peu  de  roots  à  ajouter  pour 
prouver  que,  réciproquement,  toute  section  conique  peut  être 
considérée  comme  étant  tout  à  la  fois  le  lieu  des  points  d'inter- 
section des.  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographi- 
ques,  et  Tenveioppe  des  droites  qui  divisent  homographiquement 
deux  droites  fixes.  Mais  nous  voulons  éviter  d^-anticiper  ici  sur  la 
théorie  des  sections  coniques,  qui  doit  faire  le  sujet  d^une  étude 
spéciale  :  par  cette  raison  ,  nous  passons  sous  silence  diverses  pro- 
priétés générales  de  ces  courbes,  telles  que  celles  de  Thexagone 
inscrit  ou  circonscrit,  et  toute  la  théorie  des  pôles,  qui  se  pré- 
senteraient ici  d'elles-mêmes,  comme  conséquences  naturelles  et 
immédiates  de  nos  théories  du  rapport  an  harmonique  et  de  riio- 
mographie,  soit  de  deux  séries  de  points,  soit  de  deux  faisceaux. 

III.  Pj'opriélc's  reialivcs  ù  deux  fîjjuros  humographiques. 

K57 .  Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  homographi- 
ques ,  toutes  les  droites  de  Vune  qui  passent  par  un  même  point 
rencontrent  respectivement  les  droites  homologues  dans  l'autre 
figure,  en  des  points  situés  sur  une  conique. 

Car  ces  droites  des  deux  ligures  forment  deux  faisceaux  hotnc- 
graphiques  (tt09)  :  donc  elles  se  rencontrent  deux  à  deux  sur  une 
conique  (847  bis). 

8*58.  Quelle  que  soiL  la  position  de  deux  figures  homographi- 
ques ^  si  Von  joint  un  à  un,  respectivement ,  par  des  droites,  des 
points  de  la  première  situés  en  ligne  droite,  aux  points  homologues 
de  la  seconde,  toutes  ces  droites  envelopperont  une  conique. 

Car  les  points  de  la  première  figure  étant  en  ligne  droite ,  leurs 
homologues  sont  sur  une  seconde  droite ,  et  les  deux  droites  sont 
divisées  homographiquement.  Donc  (888),  etc. 

889.  Dans  deux  figures  homographiques  placées  d'une  manière 
quelconque ,  les  points  de  la  première  qui  satisfont  à  la  condition 
que  les  droites  qui  les  Joignent  à  leurs  homologues  respectifs,  dans 
la  seconde  figure ,  passent  toutes  par  un  même  point  donné,  sont 
situés  sur  une  section  conique, 

La  courbe  lieu  des  points  en  question  ne  )>eut  être  rencontrée 
par  une  droite  L  qu'en  deux  points,  parce  que  cette  droite  étant 
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considérée  comme  appartenant  à  la  première  figure,  les  droites 
qiii  joindront  ses  différents  points  k  leurs  homologues  respectifs 
envelopperont  une  conique  (555)  à  laquelle  on  ne  pourra  mener 
que  deux  tangentes  par  le  point  donné;  de  sorte  qu'il  n'existe  sur 
la  droite  L  que  deux  points  qui,  étant  joints  à  leurs  homo- 
logues, donnent  deux  droites  passant  pai  le  point  donné.  Par 
conséquent,  cette  droite  ne  rencontre  la  courbe  en  question  qu'en 
deux  points ,  réels  ou  imaginaires;  par  suite ,  cette  courbe  est  du 
second  degré;  c'est  donc  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  (545),  ou  enfin 
a  ne  conique  (547  ^/jt).  c.  q.  f.  d. 

560.  Dans  deux  figures  homographiques  y  les  droites  de  la  pre- 
mière figure  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rencontrer  leurs  ho^ 
mologues  respectives  en  des  points  situés  sur  une  droite  fixe  donnée^ 
sont  toutes  tangentes  à  une  même  section  conique.  4 

La  courbe  enveloppe  des  droites  en  question  n'admet  que  deux 
tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  issues  d'un  même  point.  En 
efTet ,  les  droites  de  la  première  figure ,  issues  d\in  même  point  O , 
rencontrent  leurs  homologues  respectives  en  des  points  situés  sur 
une  conique  qui  ne  rencontre  la  droite  donnée  L  qu'en  deux 
points  ;  il  n^existe  donc  que  deux  droites  de  la  première  figure  pas- 
sant par  le  point  O^  qui  rencontrent  leurs  homologues  respectives 
sur  la  droite  L;  conséquemment  la  courbe  en  question  n'a  que 
deux  tangentes  issues  du  point  O.  Il  s'ensuit  que  cette  courbe  est 
de  seconde  classe ,  et ,  par  conséquent ,  l'enveloppe  des  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homogra- 
phiques (550),  c'est-à-dire  une  conique  (555).      c.  Q.  F.  D. 

561.  Deux  figures  homographiques  étant  placées  d'une  ma- 
nière quelconque ,  il  existe,  en  général ,  trois  points  qui,  consi- 
dérés comme  appartenant  à  la  première  figure ,  sont  eux-mêmes 
leurs  homologues  dans  la  seconde. 

Deux  de  ces  trois  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le  troi- 
sième  est  toujours  réel. 

En  effet,  considérons  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  ho- 
mologues autour  de  deux  points  O,  O'.  Leurs  rayons  homologues 
se  couperont  en  des  points  situés  sur  une  conique  passant  par  les 

26. 
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deux  points  O,  O'  (841  et  847  bis)\  et  cette  courbe  passera  évi- 
demment par  tout  point  A  où  coïncideront  deux  points  homologues 
des  deux  figures;  car  les  deux  droites  OA,  O'A  seront  deux  rayons 
homologues  des  deux  faisceaux. 

Considérons  deux  autres  faisceaux  homologues  autour  des  deux 
points  P,  P';  les  rayons  homologues  se  couperont  encore  sur  une 
conique  qui  passera  par  les  points  tels  que  A.  Cette  conique  et  la 
première  se  couperont ,  en  général ,  en  quatre  points ,  dont  Fun 
est  le  point  d*intersection  des  deux  droites  OP  et  O'V  qui  sont 
deux  rayons  homologues  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  fais- 
ceaux homologues.  Chacun  des  trois  autres  points  d'intersection 
des  deux  coniques  jouit  de  la  propriété  d*étre  le  lieu  de  coïnci- 
dence de  deux  points  homologues  des  deux  figures;  car  soit»  un 
de  ces  points  d'intersection  :  les  droites  0  &> ,  O'co,  des  deux  figures, 
respectivement,  sont  homologues,  parce  qu'elles  se  coupent  sur  la 
première  conique;  et  pareillement,  les  deux  droites  Pa»,  P'<a  sont 
aussi  homologues,  parce  qu'elles  se  coupent  sur  la  seconde  conique. 
Par  conséquent ,  le  point  &>,  considéré  comme  intersection  des  deux 
droites  0&) ,  Pm  de  la  première  figure,  a  pour  homologue  le  point» 
lui-même,  considéré  comme  l'intersection  des  deux  droites  homo- 
logues O'm  ,  P'b)  dans  la  seconde  figure.  Ainsi  il  est  démontré  qu'il 
existe,  en  général ,  trois  points  jouissant  de  la  propriété  en  ques- 
tion, et  qu'il  n'en  existe  pas  un  quatrième.  Or  quand  deux  coniques 
se  coupent  en  un  point,  elles  ont  nécessairement  un  second  point 
d'intersection  réel  ;  donc  l'un  des  trois  points  en  question  est  ton- 
jours  réel;  les  deux  autres  pouvant  être  imaginaires*.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

862.   Dans  deujc  figures  homographiques  il  existe ,  en  général, 

trois  droites  qui ,  considérées  comme  appartenant  à  la  première 

figure,  sont  elles-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde  figure. 

Deux  de  ces  droites  peuvent  être  imaginaires ,  mais  la  troisième 
est  toujours  réelle. 

En  effet ,  prenons  deux  droites  homologues  L ,  L';  les  droites 
qui  joignent  deux  à  deux  leurs  points  homologues  enveloppent 
une  conique  (  USB  ).  Cette  courbe  est  langente  à  toute  droite  D  sui- 
vant laquelle  coïncideront  deux  droites  homologues  ;  car  il  est  clair 
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que  cette  droite  D  rencontre  les  deux  L ,  L^  en  deux  points  homo- 
logues, ce  ([ui  prouve  qu'elle  est  une  des  tangentes  à  la  conique. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  M  ,  M';  les  droites 
qui  joignent  leurs  points  homologues  enveloppent  une  seconde  co- 
nique. Ces  deux  courbes  ont  pour  tangente  commune  la  droite  qui 
joint  le  point  d'intersection  des  deux  droites  L,  M  au  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  L',  M^  car  ces  deux  points  sont  deux 
points  homologues  sur  L  et  L',  de  même  que  sur  M  et  M'.  Les  deux 
courbes  ont  trois  autres  tangentes  communes,  dont  deux  peuvent 
être  imaginaires ,  mais  dont  la  troisième  est  toujours  réelle.  Cha- 
cune de  ces  tangentes  étant  considérée  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière figure,  est  elle-même  son  homologue  dans  la  seconde  figure  ; 
car  les  deux  points  où  une  de  ces  tangentes  rencontre  les  deux 
droites  L,  M  sont  les  homologues  des  deux  points  oïl  cette  même 
tangente  rencontre  les  deux  droites  V,  M'.  Par  conséquent,  le 
théorème  est  démontré. 

Remarque,  —  Il  est  clair  que  quand  il  existe  trois  points  qui , 
considérés  comme  appartenant  à  la  première  figure ,  sont  eux- 
mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde  [^fii)^  les  trois  droites 
qui  joignent  ces  points  deux  à  deux ,  étant  considérées  comme  ap- 
partenant à  la  première  figure,  sont  elles-mêmes  leurs  homologues 
dans  la  seconde. 

Et  quand  deux  des  trois  points  sont  imaginaires,  deux  des 
trois  droites  sont  aussi  imaginaires;  c'est-à-dire  que,  quand  il 
n'existe  qu'un  des  trois  points  ,  il  n'existe  aussi  qu'une  des  trois 
droites.  Nous  verrons  plus  tard  (dans  la  Théorie  des  sections  co- 
niques) que  celte  droite  est  celle  sur  laquelle  se  trouvent  les  deux 
points  ima^^inaires. 

IV.  Où  FoD  démontre  que  deux  figures  homo}rraphiquos  quelconques 
peuvent  être  placées  de  manière  à  ôtre  bomologiques,  ou  perspeclives 
l^ane  de  l^'autre. 

I56S.  Quand  dans  deux  figures  homographu/ucs,  trois  points  de 
la  première  situes  sur  une  même  droite  coïncident  avec  leurs  homo- 
logues respectifs ,  il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  points  de 
cette  droite ,  et  les  deux  figures  sont  homologiques. 

Soient  a,  byc  les  trois  points  de  la  première  figure,  situés  sur 
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une  même  droite  X,  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  respec- 
tifs a\  h\  c' ,  Il  est  ('vident  qi]*un  quatrième  point  quelconque  d 
pris  sur  la  même  droite ,  coïncide  avec  son  homologue  </%  puisque 
les  deux  séries  de  quatre  points  ont  le  même  rapport  anharrao- 
nique  (W9). 

Il  résulte  de  là  que  deux  droites  homologues  quelconques  dans 
les  deux  figures  se  rencontrent  sur  la  droite  X.  Par  conséquent , 
pour  que  les  deux  figures  soient  homologiques,  il  suffit  que  les 
points  homologues  soient  deux  à  deux  sur  des  droites  concourantes 
en'un  même  point  (tfl8). 

Soient  a ,  a'  deux  points  homologues  ;  la  droite  aa'  rencontre 
Taxe  X  en  un  point  a  dans  lequel  coïncident  deux  points  homo- 
logues, comme  il   vient  dV*tre  dit.    Par  conséquent,  les  deux 
droites  a  a    et  /l'a  sont  deux   droites  homologues  coïncidentes. 
Soient  pareillement  b,  b'  deux  autres  points  homologues,  ei  6  le 
point  où  la  droite  bb'  rencontre  Taxe  X  ;  les  deux  droites  66,  €6' 
y  sont  deux  droites  homologues  coïncidentes.  Le  point  S,  intersec- 
tion des  deux  droites  aa\  bb\  est  un  lieu  de  coïncidence  de  deui 
points  homologues;  car,  comme  appartenant  à  la  première  figure, 
il  est  rintersection  des  deux  droites  ^a,  66,  et  considéré  comme 
appartenant  à  la  seconde  figure,,  il  est   Tintersection  des  deux 
droites  homologues  a' a,  b'^.  Le  point  S  jouissant  ainsi,  de  même 
que  chacun  des  points  de  la  droite  X,  de  la  propriété  d*étre  un 
lieu  de  coïncidence  de  deux  points  homologues  des  deux  figures, 
il  s^ensuit  que  toute  droite  menée  par  ce  point,  dans  Tune  des 
deux  figures,  est  elle-même  son  homologue  dans  l'autre;  en  d'au- 
tres termes,  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  passe  par 
le  point  S.  Donc  les  deux  figures  sont  homologiques. 

Observation.  —  Le  théorème  et  la  démonstration  s'appliquent 
au  cas  où  le  centre  d'homologie  S  est  «\  Finfini. 

864.  Quand  deux  figures  sont  homologiques ,  si  Ton  fait  tourner 
l'une  d'elles  autour  de  Vaxe  d'homologie^  de  manière  à  faire  coïn- 
cider de  nouveau  son  plan  avec  celui  de  l'autre  figure,  les  deux 
figures^  dans  leur  nouvelle  position  relative,  seront  encore  homolo^ 
giques,  mais  leur  centre  d'/iomologie  sera  différent. 

ije\a  résulte  évidemment  du  théorème  précédent. 
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«JCtf .  Quand  y  dans  deux  figures  homographiqaeSy  trois  droites  de 
la  première f  passant  par  un  même  point ,  coïncident  avec  leurs  ho^ 
mologues  respectives,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres  droites 
menées  par  ce  même  point,  et  les  deux  figures  sont  homologiques , 

£n  effet,  soient  SA ,  SB,  SC  les  trois  droites  de  la  première  ^-^ 
gure  passant  par  un  même  point  S ,  qui  coïncident  avec  leurs  ho- 
mologues SA',  SB',  se  dans  la  seconde  figure.  Une  quatrième 
droite  SD  coïncidera  évidemment  avec  son  homologue  SD',  puis- 
que les  deux  séries  de  quatre  droites  ont  le  même  rapport  anhar- 
monîque  (600).  Ainsi  les  deux  figures  sont  telles,  que  leurs  points 
homologues  sont  deux  à  deux  sur  des  droites  concourantes  toutes  au 
même  point  S.  Il  faut  faire  voir  que  leurs  droites  homologues  se 
coupent  deux  à  deux  sur  une  même  droite  qui  sera  l'axe  d'homo- 
logie  des  deux  figures. 

Soient  A,  A'  deux  droites  homologues,  a  leur  point  d'intersec- 
tion. Ce  point ,  considéré  comme  appartenant  à  la  première  droite , 
est  lui-même  son  homologue  sur  la  seconde,  puisque  deux  points 
homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  ïi\Q  S. 

Consid('?rons  deux  autres  droites  homologues  B,  B';  leur  point 
d'intersection  6,  considéré  comme  appartenant  à  la  première,  est 
lui-même  son  homologue  sur  la  seconde.  Donc  la  droite  a6,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  première  figure,  est  elle-même 
son  homologue  dans  la  seconde;  et,  puisque  deux  points  homo- 
logues sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le  point  S,  on  en  con- 
clut que  tous  les  points  de  la  droite  a6  sont  eux-mêmes  leurs  ho- 
mologues. Il  s'ensuit  que  deux  droites  homologues  quelconques 
rencontrent  cette  droite  a6  aux  mêmes  points.  Ce  qu'il  fallait  prou- 
ver. Donc ,  etc. 

i566.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  Von  fait  tohrner 
V une  d'elles  dans  son  plan ,  autour  du  centre  d  homologie ,  après 
une  rotation  de  1 80  degrés  les  deux  figures  seront  encore  homolo- 
giques, mais  avec  un  axe  d'homologic  différent. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

1*67.  Deux  figures  homographiqucs  de  construction  générale 
peuvent  toujours  être  placées  de  manière  à  former  deux  figures  ho- 
mologiques. 
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Nous  disons  que  ies  deux  figures  sont  de  construction  générale, 
pour  exclure  le  cas  où  elles  auraient  un  système  de  deux  droites 
homologués  coïncidentes  à  Tinfini,  comme  nous  Tavons  vu  (554). 
Ce  cas,  en  ce  qui  concerne  la  question  actuelle,  sera  traité  plus 
loin  (575). 

Démonstration.  —  Qu'on  détermine  dans  la  première  figure  la 
droite  I  correspondante  à  l'infini  de  la  seconde ,  et  dans  la  seconde 
la  droite  J'  correspondante  à  Tinfini  de  la  première  (505).  Conce- 
vons que  les  deux  figures  soient  placées  de  manière  que  ces  deux 
droites  soient  parallèles. 

Un  point  quelconque  e  de  la  droite  I  a  son  homologue  dans 
la  seconde  figure  situé  à  Tinfini  ;  par  conséquent,  toutes  les  droites 
passant  par  le  point  e  ont  leurs  homologues  parallèles  entre  elles, 
et  Ton  peut  déterminer  leur  direction.  Que  Ton  mène  par  le  point r, 
dans  la  première  figure,  une  droite  E  parallèle  à  cette  direction; 
et  soit  £'  la  droite  correspondante  dans  la  seconde  figure.  Les  deux 
droites  E  et  E'  sont  parallèles  entre  elles. 

Par  un  autre  point/*  de  la  droite  I,  on  mènera  de  même  une 
autre  droite  F  parallèle  à  son  homologue  F'.  Soit  S  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  E,  F,  et  S'  celui  des  deux  droites  E', 
F';  on  placera  la  seconde  figure ,  de  manière  que  les  deux  points 
S,  S'  coïncident,  ainsi  que  les  deux  droites  £,  E'  et  les  deux  F, 
F'.  Alors  les  deux  figures  seront  homologiques,  et  leur  centre 
d*liomologie  sera  le  point  S. 

En  effet,  la  droite  menée  par  le  point  S  parallèlement  aux  deux 
droites  I  et  J',  considérée  comme  appartenant  à  la  première  fi- 
gure, est  elle-même  son  homologue  dans  la  seconde  figure,  parce 
que  deux  points  homologues  coïncident  en  S,  et  que  le  point  situé 
à  rinfini  sur  la  droite,  est  aussi  lui-même  la  réunion  de  deux 
points  homologues  dans  les  deux  figures  (505).  Mais  les  deux 
droites  homologues  E,  E'  coïncident,  et  de  même  les  deux  F,  F. 
Donc,  d'après  le  théorème  (565),  les  deux  figures  sont  homolo- 
giques.  c.  q.  f.  d. 

Autrement.  Après  avoir  déterminé  dans  les  deux  figures  les 
deux  droites  I  et  J',  que  Ton  mène  pac  deux  points  homologues 
a  y  fi'  des  droites  parallèles  à  ces  deux- là  respectivement,  les- 
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quelles  seront  homologues  (iSOo),  et  qu'on  prenne  sur  ces  droiles 

deux  points  homologues  6,  ^'Ni^uis,  que  Ton  détermine  les  deux 

droiles  homologues  a  S,  a!  S'  qui  font  des  angles  égaux  avec  les  deux 

ah,  a' V  respectivement (147);  et  sur  ces  deux  droites,  les  deux 

aS       .    ,  ah 

points  homologues  S,  S' tels,  que  le  rapport  -;— -,  soit  égal  à  -7-7-/  (*)' 

a  xi  a  o 

Qu'on  superpose  les  deux  droites  /zS,  a' S'  en  fusant  coïncider 

les  points  S ,  S',  les  deux  figures  seront  homologiques. 

Si  Ton  veut  déterminer  directement  dans  chaque  figure  la  posi- 
tion de  la  droite  qui  devient  Taxe  d*homologie ,  on  cherche  sur  les 
droites  aS,  a' S'  les  points  homologues  a,  a'  tels ,  que  S  a  =  S'a' 
(1117)    Ces  deux  points  appartiennent  aux  droites  cherchées. 

Ainsi  Ton  peut,  sans  déplacer  les  figures,  déterminer  dans  cha- 
cune le  point  et  la  droite  qui  deviennent  le  centre  et  Taxe  d'ho- 
mologue. 

868.  Remarque, —  Ces  deux  droites  homologues  qui,  superpo- 
sées, forment  Taxe  d'homologie,  sont  divisées,  par  leurs  points 
homologues,  en  parties  égales.  Ainsi  se  trouve  démontrée  cette 
proposition  énoncée  précédemment  (S05)  savoir  que  :  Dans  deux 
figures  homographiques  [de  construction  générale)  ilexiste  toujours 
deux  droites  homologues  qui  sont  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues. 

Si  Ton  considère  les  deux  points  S,  S'  des  deux  figures  qui ,  su- 
perposées, forfhent  le  centre  d'homologie,  on  peut  dire  qu*/7  existe 
toujours  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  homologues  égaux 
et  superposa  hles. 

869.  Deux  figures  homographiqucs  étant  rendues  homologiques, 
si  Ton  fait  tourner  Tune  d'elles  autour  de  Taxe  d'homologie ,  elles 
deviendront  en  perspective  (SIS).  Ainsi  : 

Deux  figures  homographiqucs  de  construction  générale  peuvent 
toujours  être  placées  de  manière  à  être  la  perspective  l'une  de  l'autre» 

{*)  Soient  i  et  ;'  les  points  où  les  deux  droites  aS,  a'S'  rencontrent  les 
<leu\  I  cl  J'  respectivement  ;  les  deux  points  S,  S'  scronl  dviermlncs  par  Icii 
deux  relations 

ai        a' 3'  /.««n  «S  nh 


«S       «'S'  ^         '  «'S'        a'f/ 
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i$70.  Nous  avons  vu  que  deux  quadrilatères  dont  les  sommets 
se  correspondent  deux  à  deux,  peuvent  être  considérés  comme 
appartenant  à  deux  figures  homographiques  (  506);  par  conséquent, 
le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  relativement  à  deux  Q- 
gures  homographiques,  doit  s^entendre  de  deux  quadiilatères. 
Ainsi  : 

Deux  quadrilatères  quelconques  (qui  ne  sont  pas  tous  deux  des 
parallélogrammes),  dont  les  sommets  se  correspondent  deux  à  deux, 
peupcnt  toujours  être  placés,  dans  leur  plan  commun,  de  manière  à 
être  homologiquts;  c'est-à-dire,  de  manière  que  leurs  sommets  soient 
deux  h  deux  sur  quatre  droites  concourantes  en  un  même  point  y  et 
que  leurs  côtés  homologues  se  coupent  deux  à  deux  en  quatre  points 
en  ligne  droite. 

Et  les  deux  quadrilatères  peuvent  toujours  être  placés  de  ma- 
nière h  être  la  perspective  Vun  de  l* autre, 

?ïous  disons  que  les  deux  quadrilatères  ne  doivent  pas  être  tous 
deux  des  parallélogrammes,  parce  que  dans  ce  cas  ils  appartien- 
dniient  à  deux  fii^ures  homographiques  de  construction  particu- 
lière dont  il  va  être  question  ci>dessous. 

I$7I.  Puisque  deux  figures  perspectives  Tune  de  l'autre,  sont 
deux  figures  homographiques,  et  que  réciproquement  deux  figures 
homographiques  peuvent  être  mises  en  perspective,  on  en  conclut 
que  quand  on  fait  diverses  perspectives  A',  A",  etc.,  d'une  même 
figure  A,  sur  des  plans  différents  et  avec  des  positidhs  de  Toeil  dif- 
férentes, deux  quelconques  de  ces  figures  peuvent  être  placées  en 
perspective. 

\'.  Figures  homograpbiqiieA  dans  lesquelles  il  existe  deux  droiles 

homologues  à  Tinfini. 

<J72.  Quand  les  droites  à  rinfini,  dans  deux  figures  homogra^ 
phiques  y  sont  homologues ,  par  chaque  point  de  l'une  des  deux 
figures,  on  peut  mener,  en  général,  deux  droites  telles,  que  cha- 
cune d'elles  et  son  homologue  dans  l'autre  figure  seront  divisées 
en  parties  égales  par  leurs  points  homologues. 

Ces  deux  droites  peuvent  être  imaginaires. 

En  effet,  prenons  deux  points  homologues  O,  0',  et  considé- 
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roDS  dans  la  première  figure  un  cercle  ayant  le  point  0  pour  centre. 
Aux  points  de  ce  cercle  correspondront,  dans  la  seconde  figure, 
les  points  d*une  ellipse.  Cette  ellipse  aura  deux  demi-diamètres 
O'o',  0'^'  égaux  au  rayon  du  cercle.  On  cherchera  les  deux  points 
Oy  b  du  cercle  correspondants  aux  deux  points  a',  b^  de  Tellipse. 
Les  deux  droites  Oa,  Q'n'  satisferont  à  la  condition  demandée, 
savoir,  d^ctre  divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues 
(i$35).  Il  en  est  de  même  des  deux  droites  O^,  O' b' .  Ainsi,  le 
théorème  est  démontré. 

Il  est  clair  que  les  droites  menées  par  deux  points  homologues 
quelconques  P,  P'  parallèlement,  soit  aux  deux  Oa,  O'fl',  res- 
pectivement, soit  aux  deux  Ob^O'  b\  seront  aussi  divisées  en  par- 
ties égales  (556). 

Mais  il  faut  observer  que  les  deux  demi- diamètres  0'n\0'b' 
de Teilipse  peuvent  être  imaginaires,  et  alors  les  deux  systèmes  de 
droites  divisées  en  parties  égales  n'existent  pas. 

575-  Étant  données  deux  Ji^ures  homographiques  dans  les- 
quelles deux  droites  homologues  coïncident  h  V infini^  placer  ces 
deux  figures  de  manière  qiC elles  soient  homologiques. 

Soient  O ,  O'  deux  points  homologues ,  on  cherchera  les  deux 
droites  Oa^Ob  auxquelles  correspondent  deux  droites  O'fl',  O'A' 
telles,  que  les  deux  Oa,  O' a'  soient  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues,  ainsi  que  les  deux  O  A,  O'  b'.  On  fera  coïn- 
cider les  deux  droites  0<7,  O'a';  et, .dans  cette  position,  les  deux 
figures  satisferont  à  la  question  ;  c'est-à-dire  que  toutes  les  droites 
qui  joindront  les  points  de  la  première  à  leurs  homologues  respec- 
tifs concourront  en  un  même  point,  lequel  sera  situé  à  Tintini. 
Cela  résulte  du  théorème  (SCS). 

Si  l'on  veut  déterminer  à  priori  la  direction  de  ces  droites  pa- 
rallèles, il  suffit  de  chercher  les  deux  droites  homologues  qui, 
menées  par  les  deux  points  O,  O',  font  des  angles  égaux  avec  les 
deux  Off,0'«' (147). 

Ce  que  nous  disons  des  deux  droites  0«,  (y  a'  doit  s'entendre 
des  deux  Ob,  O' b' -y  de  sorte  que  la  question  admet,  en  général, 
deux  solutions;  lesquelles  peuvent  être  imaginaires. 

ÎJ74.   Quand  deux  ligures  homologiques  ont  leur  centre  d'ho- 
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raologie  à  Tinfini,  si  Ton  fait  tourner  Fune  dVIIes  autour  dei'axe 
d'homologie,  les  droites  qui  joignent  ses  points  aux  points  homo- 
logues de  ia  figure  fixe  resteront  toutes  parallèles  entre  elles.  Car 
deux  droites  aa\  hh'  [Jîg.  126)  qui  joignent  deux  points  de  la  pre- 
mière figure  à  leurs  homologues  étant  parallèles,  les  deux  triangles 
ûTY»',  b'fb'  ont  leurs  côtés  proportionnels,  et,  conséquemment, 
quand  la  droite  70'//  tourne  autour  de  Taxe  d'homologîc  7X  et 
prend  la  position  70" 6"  dans  l'espace,  les  deux  triangles  a7«", 
b'^b"  sont  semblables,  et  leurs  côtés  aa'\  bb"  sont  parallèles. 
Dans  cette  position ,  les  deux  figures  sont  la  projection  Tune  de 
l'autre. 

573.  Quand  deux  figures  hoiiiographiques  ont  deux  droites 
homologues  à  rinfîni ,  un  parallélogramme  dans  Tune  a  pour  ho- 
mologue un  parallélogramme  dans  Tautre  (554  ).  La  question  pré- 
cédente comprend  donc  la  solution  de  celle-ci  : 

Étant  donnés  deux  parallélogrammes  ^  les  placer  de  manière 
que  ran  soit  la  projection  de  Vautre, 

Cela  pourra  n*étre  pas  possible  (575)  ;  mais  la  question  suivante 
sera  toujours  résoluble  : 

Étant  donnés  deux  parallélogrammes ,  en  projeter  un  sur  un 
plan,  de  manière  que  sa  projection  soit  semblable  a  l'autre. 

Au  lieu  de  deux  parallélogrammes ,  on  peut  ne  considérer  que 
les  deux  triangles  homologues  retranchés  par  deux  diagonales  cor- 
respondantes. Alors  on  résout  ce  problème  : 

Étant  donnés  deux  triangles,  en  projeter  un  de  manière  que 
sa  projection  soit  semblable  au  second. 
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CHAPITRE  XXVI. 

THÉORIE    DES    FIQURES    COUR  EL  AT  IV  ES. 


§  I.  — Définition  el  constitution  des  figures  corrélatives. 

I. 

576.  J'appelle  figures  corrélatii^es  deux  figures  dans  les- 
quelles à  des  points  de  Fune  correspondent  des  droites  dans 
Tautre,  de  manière  qu'à  des  points  en  ligne  droite,  cor- 
respondent des  droites  passant  par  un  même  point ,  avec 
cette  condition,  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  soit  égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes. 

Puisque,  à  des  points  situés  en  ligne  droite  JisLns la  pre- 
mière figure ,  correspondent  des  droites  passant  par  un 
mêtne  point  dans  la  seconde,  ce  point  correspond  à  la 
droite,  lieu  des  points  de  la  première  figure.  De  sorte  qu'on 
peut  dire  que  les  deux  figures  sont  telles,  qu^à  un  point  et 
à  une  droite  dans  l'une,  correspondent,  respectivement, 
une  droite  et  un  point  dans  l'autre. 

577.  Les  figures  supplémentaires  tracées  sur  la  sphère 
ont  des  relations  de  construction  analogues  à  celles  des 
figures  corrélatives^  car  à  un  point  de  Tune  correspond 
un  arc  de  grand  cercle  dans  l'autre ,  de  manière  qu'à  des 
points  situés  sur  un  arc  de  grand  cercle  correspondent  des 
arcs  de  grands  cercles  passant  par  un  même  point;  et  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  de  ces  points  est  égal  à 
celui  des  quatre  arcs  de  grands   cercles   correspondants. 

Avec  ces  figures  sphériques  on  forme;  immédiatement  des 
figures  planes  corrélatives^  car  il  suffit  de  faire  passer  par 
deux  figures  supplémentaires  deux  cônes  ayant  pour  sommet 


[ 
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commun  le  centre  de  la  sphère  ^  les  sections  des  deux  cônes 
par  un  plan,  ou  par  deux  plans  différents,  sont,  évidem- 
ment, deux  figures  corrélatives, 

II.  Construction  des  figures  corrélatives. 

578.  Etant  pris  un  triangle  ABC  (fig.  127)  dans  le  plan 
fTuneJîgure,  si,  rie  ses  deux  sommets  A,  B,  on  mène  à 
chaque  point  m  de  lajigure  les  droites  A  m,  6  m  qui  for- 
ment  sur  les  côtés  opposés  les  deux  rapports  de  segments 

T7T»  -7^;  puisj  que  Von  détermine  sur  les  côtés  A'C,  B'C 

d\in  second  triangle  quelconque  A'B'C,  deux  points  a',  b' 
fonnnnt  deux  rapports  de  segments  tels,  que  Von  ait  les 
relations 

aX  _.n'a         bh  yC 

i  et  iJL  étant  deux  constantes j 

La  droite  a'b'  appartiendra  à  une  figure  corrélative  de 
la  proposée,  et  correspondra,  dans  cette Jigure,  au  point 
m  de  la  première. 

Démonstration,  —  Il  s'agit  de  prouver,  1^  que  quand 
des  points  tn  sont  en  ligne  droite,  les  droites  correspon- 
dantes a'  b*  passent  par  un  même  point  \  a^  que  quand  des 
droites  passent  par  un  même  point,  dans  la  première 
figure ,  les  points  auxquels  elles  donnent  lieu ,  dans  la  se* 
conde,  sont  situés  en  ligne  droite  5  3^  que  quatre  points  en 
ligne  droite,  dans  la  première  figure,  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes; 
et  4^^  enfin ,  que  quatre  droites  passant  par  un  même  point 
dans  la  première  figure,  ont  leur  rapport  anharmonîque 
égal  à  celui  des  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans 
la  seconde  figure. 

1".  Quand  des  points  m    sont  en  ligne  droite,  on  a. 
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eulre  les  deux  rapports  —  ?  yr=^  la  relation  du  premier 
degré 

On  a  donc  entre  les  deux  rapports  -j--t  et  77--,  la  relation 

'■^         a  A        V  B 


>  â'C"^  u.  b'Qf       '' 


équation  qui  prouve  que  la  droite  a'b'  passe  par  un  point 
fixe  (442). 

a^.  Une  difoitc  L  étant  donnée,  dans  la  première  figure, 
le  point  /',  qui  lui  correspond  dans  la  seconde,  est  le  point 
par  lequel  passent  les  droites  correspondantes  aux  points 
de  la  droite  L. 

Donc  quand-  plusieurs  droites  L  passent  par  un  même 
point,  les  points  qui  leur  correspondent  se  trouvent  sur  une 
même  droite ,  laquelle  est  la  droite  correspondante  à  ce 
point. 

3°.  Quand  quatre  points  m  sont  en  ligne  droite,  leur 
rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  droites 
qui  leur  correspondent.  En  effet,  les  quatre  points  m  étant 
en  ligne  droite ,  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui 
des  quatre  points  a\  or,  d'après  la  première  des  rela- 
tions (  I  )  ,  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a'; 
mais  ce  dernier  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  a' b' ^  puis- 
qu'elles passent  par  un  même  point.  Donc ,  etc. 

4**.  Quatre  droites  L  de  la  première*  figure ,  passant  par 
un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde. 
En  effets  les  quatre  droites  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  points  a  où  elles  rencontrent  le  côté 
AC',  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a\  lequel  est 
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égal  à  celui  des  quatre  points  /'  qui  correspondent  aux 
quatre  droites.  Donc,  etc. 

Ainsi  la  proposition  est  démontrée  dans  toutes  ses  par- 
ties. 

Observations.  —  Au  point  a  de  la  première  figure,  cor- 
respond, dans  la  seconde,  la  droite  B'a'.  Cela  résulte  des 
équations  (i)  ;  car  si  le  point  m  est  en  a  sur  AC,  on  a  &C  =  o, 
et,  par  conséquent,  i'B'=o,  de  soute  que  la  droite  a' i' 
passe  par  le  point  B'.  Pareillement,  au  point  b  correspond 
la  droite  A'J^  Par  conséquent,  à  la  droite  ab  correspond 
le  point  /'  intersection  des  deux  droites  B'a',  A'i'. 

Il  s'ensuit  que,  aux  deux  droites  kb^  B  a  correspondent 
les  deux  points  b'  et  n'\  et  l'on  en  conclut  que,  aux  trois 
droites  AC,  BC  et  AB,  correspondent  les  trois  points  B', 
A'  et  C\  et,  par  conséquent,  qu'aux  trois  points  A,  B,  C 
correspondent  les  trois  droites  B'C,  A'C,  A'B'. 

Puisque ,  à  la  droite  ab  correspond  le  point  /',  nous  pou- 
vons dire  que  la  droite  qui,  dans  la  première  figure,  cor- 
respond à  un  point  de  la  seconde ,  se  construit  par  les  équa- 
tions (i),  qu'on  peut  écrire 

a' M         «C        b'h'  bC 


\  — 


'     I77v=  f* 


a' a.         ak       b'C       ^b^ 

C'est-à-dire  que  la  droite  corrélative  d'un  point  se  con- 
struit par  des  formules  semblables ,  et  avec  les  mêmes  coefli- 
cients,  dans  les  deux  figures. 

579.  A  tous  les  points  situés  à  Vinjini,  dans  une  rfes 
deux  figures,  correspondent  des  droites  passant  toutes 
par  un  même  point. 

En  d'autres  termes ,  à  V infini,  dans  utie  figure,  corres- 
pond un  point  dans  Vautre  figure. 

En  effet,  si  un  point  m  est  à  l'infini,  les  deux  droites 
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A/w,  Bm  sont  parallèles,  et  l'on  a 

et,  par  suite, 


équation  qui  prouve  que  la  droite  o'i',  correspondante  au 
point  m  situé  à  Finfini,  passe  par  un  point  fixe  (442). 
Donc ,  etc. 

580.  Aux  points  situés  sur  la  base  AB  dans  la  première 
figure,  correspondent  des  droites  passant  par  le  point  C, 
dans  la  seconde  figure.  Ainsi ^  à  un  point  g  [fig*  ia8)  cor- 
respond une  droite  dg^^  et  réciproquement,  au  point  g'  de 
la  seconde  figure ,  correspond  la  droite  Cg  dans  la  première. 
II  existe  entre  les  deux  points  g^  g\  la  relation 

£A^_  \  ^ 

En  effet,  à  un  point  m  situé  sur  la  droite  Qg  corres- 
pond une  droite  a'V  qui  passe  par  le  point  g\  puisque 
celui-ci  correspond  à  la  droite  Cg. 

Les  trois  droites  qui  passent  par  le  point  m,  dans  le 
triangle  ABC ,  donnent  la  relation 

qui  devient ,  en  vertu  des  équations  (i) , 

^A    la' A!       b'Q 


g^'  \a'C!  '^b'h' 


Mais  les  trois  points  g\  a\  V  étant  en  ligne  droite,  on  a, 
dans  le  triangle  A'B'C', 


^A'  a' a  6'B' 


27 


4i8  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Donc 

iA  SLà!  f"  :=:  -  ,         OU      li=_^€l£ 

ê'Bg-'B'ï  '  gB  fug'A' 

C.    Q.    F.    D. 

581.  Les  deux  constantes  X  et /a  seront  déterminées  si 
Ton  donne,  dans  la  seconde  figure,  la  droite  ou  le  point 
qui  doivent  correspondre  à  un  point  ou  une  droite  de  la 
première  figure.  Cela  est  évident. 

Il  s'ensuit  cjue  la  proposition  (578)  implique  le  mode  de 
construction  des  figures  corrélatives  dans  les  deux  cas  où 
l'on  donne,  dans  la  figure  que  Ton  veut  former,  les  quatre 
points  qui  doivent  correspondre  à  quatre  droites  de  la  pro- 
posée, ou  trois  points  et  une  droite  devant  correspondre  à 
trois  droites  et  à  un  point  de  la  figure  proposée. 

III.  Discussion  relative  aux  équations  (i). 

582.  Le  mode  de  construction  précédent  des  figures  cor- 
rélatives repose  sur  la  considération  des  deux  triangles 
ABC,  A'B'C  qui  appartiennent,  respectivement,  aux  deux 
figures,  et  dont  les  sommets  de  Fun  correspondent  aux 
côtés  de  Tautrc.  On  prend  pour  les  sommets  de  Tun  des 
triangles  trois  points  quelconques  de  la  figure  à  laquelle  il 
appartient.  On  peut  choisir  ces  points  de  manière  que, 
dans  chacun  des  deux  triangles,  un  sommet  ou  un  côté  soit 
k  Tinfini  ',  ce  qui  donne  lieu  à  plusieurs  cas ,  dans  lesquels 
un  ou  plusieurs  segments  disparaissent  des  équations. 

i".  Si  le  point  C  est  à  Tinfini ,  les  équations  deviennent 

Alors  la  base  A'B'  dans  la  seconde  figure  passe  par  le  point 

qui ,  dans  cette  figure ,  correspond  h  Tinfini  de  la  première. 

a".  Le  point  C  correspond  à  la  droite  A B  de  la  premièi^e 

figure-,  si  cette  droite  passe  par  le  point  auquel  correspond 
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Tinfini  de  la  seconde  figure,  le  point  C  sera  à  Tinfini,  et 
les  équations  seront 

3°.  Si  les  deux  points  A  ,  B  sont  à  Tinfîni ,  les  équations 
deviennent 

i-— ifl^       jr__     b^ 

Le  point  C  est  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  première. 

4^.  Si  le  point  C  est  lui-même  le  point  de  la  première 
figure  correspondant  à  Tinfini  de  la  seconde,  A'B'  sera  à 
l'infini ,  et  les  équations  deviennelit 

5^.  Le  point  C  peut  être  à  l'infini,  ainsi  que  la  base 
A'B'.  On  a  alors 

Ces  différentes  formules  s'appliquent  à  deux  figures  cor- 
rélatives quelconques. 

583.  Dans  les  équations  (i),  on  peut  remplacer  un 
rapport  de  deux  segments  par  un  rapport  de  sinus  ^  par 

,1  a  A.  y  sinaBA 

exemple,  le  rapport  —    par  le  rapport  -: — ^9  comme 

nous  l'avons  vu  au  sujet  des  figures  homographiqucs  (504). 
n  s'ensuit  que  l'on  peut  supposer  la  droite  AC  à  l'infini  ; 
et  de  même  de  BC  et  des  deux  droites  AX',  WC!  de  la  se- 
conde figure. 

IV.  Cas  particulier. 

584.  Si  Je  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à 

27. 
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FinGni  de  la  première  est  lui-même  à  l'infini,  on  peut 
prendre  ce  point  pour  le  sommet  C  [fig-  1 29)  ;  la  base  AB 
du  premier  triangle  sera  à  l'infini ,  et  Ton  aura  | 

A  u  I 

^  i 

Considérons  la  première  relation ,  et  remplaçons-y  le  seg- 
ment aC  par  la  distance  du  point  m  à  l'aice  CB,  on  aura       j 

ce  qui  exprime  que  :  | 

Quand  le  /joint  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  première  est  lui-même  à  Vinfinij  si  l'on  prend 
dans  la  seconde  figure  un  axe  dirigé  vers  ce  point  à  lin- 
fini,  et  sur  cet  axe  un  point  fixe  A',  puis  y  dans  la  pre- 
mière figure  la  droite  CB  correspondante  à  ce  point  A' , 

Le  segment  h!  a'  quune  droite  quelconque  de  la  seconde 
figure  fait  sur  l'axe,  à  partir  du  point  A',  est  à  la  distance 
du  point  correspondant,  dans  la  première  figure,  à  Id 
droite  fixe  CB  correspondante  au  point  A\  dans  une  rai- 
son constante. 

§  II.  —  Déx^eloppements  relatifs  aux  propriétés  métriques 
des  figures  corrélatives.  —  Noux^elle  définition  de  ces 
figures, 

I. 

585.  La  propriété  fondamentale,  de  laquelle  dérivent 
toutes  les  relations  métriques  de  deux  figures  corrélatives, 
est  celle  que  nous  avons  énoncée  dans  la  définition  de  ces 
figures,  savoir,  que  quatre  points  en  ligne  droite,  dans 
une  figure,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celm 
des  quatre  droites  corrélatls^es . 

Il  résulte  de  là  que,  quand  des  points  sont  en  ligne  divite, 
dans  une  figure^  les  dmites  qui  leur  correspondent  dans 
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t  autre  figure  rencontrent  cette  droite  en  des  points  quifor^ 
ment  ^  av^ec  les  premiers  y  deux  dii^is ions  homo graphiques. 

586..  D'où  l'on  conclut  que  r 

Sur  une  droite,  il  y  a,  en  généralj  deux  points  [réels  ou 
imaginaires)  tels,  que  leurs  droites  corrélatives  passent  par 
ces  points  eux-mêmes,  respectivement. 

Et,  par  un  point,  on  peut  mener,  en  général,  deux 
droites  (réelles  ou  imaginaires)  pq^sant  par  leurs  points 
corrélatifs  respectifs. 

587.  Considérons  quatre  points  en  ligne  droite  «,  i, 
c,  m  dans  la  première  figure,  et  les  quatre  droites  corres- 
pondantes A,  B,  C,  M  dans  la  seconde^  on  aura 

am    ac sin  (A,  M)    sin(A,C) 

Ï7«'^~'sin(B,  M)  'sin(B,  C)' 
ou 

am sin  (A,  M)    fr/c    sin(A,C)l 

hni  ""  sin(B,  M)  '  \jc  '  sin(B,C)J" 

La  quantité  entre  parenthèses  est  constante,  quel  que  soit 
le  point  m  5  écrivons  donc 

am  sin  (A,  M) 

bm  sin(B,  M) 

Si  Ton  conçoit  dans  la  première  figure  une  droite  passant 
par  le  point  m ,  le  point  corrélatif  dans  la  seconde  figure 

sera  sur  la  droite  M ,  et    .   \^^  ^J.   sera  le  rapport  des  dis- 

sin(B,M)  '^'^ 

tances  de  ce  point  aux  deux  droites  fixes  A,  B.  L'équation 
exprime  donc  que  : 

Etant  pfis  deux  points  fixes  a,  b  dans  une  figure,  et 
les  deux  droites  correspondantes  A,  B  dans  la  figure  cor- 
rélative, le  rapport  des  segments  faits  par  une  droite  quel- 
conque de  la  première  figure  sur  ab,  sera  au  rapport  des 
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distances  du  point  qui  correspond  à  cette  droite^  aux  deux 
droites  A,  B,  dans  une  raison  constante. 

588.  Le  rapport  des  segments  faits  sur  ab  par  use  droite 
est  égal  au  rapport  des  distances  de  cette  droite  aux  deux 
points  a,  i.  De  sorte  qu'on  peut  dire  que  : 

Étant  pris  deux  points  fixes  dans  une  figure^  et  les  deux 
droites  correspondantes  dans  la  figure  corrélative,  le  rap- 
port des  dislances  d'une  droite  quelconque  de  la  première 
figure,  à  ces  deux  points,  sera  au  rapport  des  distances  du 
point  correspondant  de  la  seconde  figure,  aux  deux  droite 
fixes,  dans  une  raison  constante» 

589.  Dans  ce  théorème ,  l'une  des  deux  droites  fixes  peat 
être  à  l'infini ,  et  la  distance  d'un  point  à  cette  droite  dis- 
paraît de  l'équation  comme  si  elle  devenait  égale  à  l'unite, 
ainsi  que  nous  l'avons  vu  souvent.  Il  en  résulte  que  : 

Etant  données  deux  figures  corrélatives,  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  F  une  à  une  droite  fixe,  est  au 
rapport  des  distances  de  la  droite  correspondante  dans 
l'autre,  aux  deux  points  fixes  dont  Fun  correspond  à  la 
droite  fixe,  et  l'autre  à  l'infini  de  la  première  figure,  dans 
une  raison  constante. 

590.  Dans  le  théorème  (588) ,  on  peut  supposer  le  point  b 
k  Finfîni ,  le  segment  bm  disparaîtra ,  et  le  premier  membre 
de  l'équation  sera  simplement  am.  Donc  : 

Quand  deux  figures  sont  corrélatii^es,  le  segment  qu'une 
droite  quelconque  de  ta  première  fait  sur  un  axe  à  partir 
d'un  point  fixe,  est  au  rapport  des  distances  du  pouit 
qui  correspond  à  cette  droite  dans  la  seconde  figure,  aux 
deux  droites  correspondantes  au  point  fixe  et  au  point 
situé  à  l'infini  sur  F  axe  de  la  première  figure,  dans^une 
raison  constante. 

591 .  On  peut  prendre  pour  le  point  fixe  8e  la  première 
figure  le  point  qui  correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  w 
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distance  d'un  point  de  la  seconde  figure  à  cette  droite  située 
à  Tinfini  disparait  de  Téquation,  et  Ton  a  ce  théorème  ; 

Dans  deux  figures  corrélatweSy  étant  pris  le  point  I  de 
la  première  qui  correspond  à  Vinfini  de  la  seconde,  et 
étant  mené  par  ce  point  un  axe  fixe,  puis  étant  pris,  dans 
la  seconde,  la  droite  qui  correspond  au  point  de  la  pre- 
mière situé  à  Vinfini  sur  cet  axe,  le  segment  quune  droite 
quelconque  de  la  première  figure  fera  sur  Faxe  fixe  à 
partir  du  point  I,  sera  à  la  valeur  inv^erse  de  la  distance 
du  point  correspondant  y  dans  la  seconde  figure,  à  la 
droite  fixe  correspondante  à  Vinfini  de  Vaxe  fixe ,  dans 
une  raison  constante. 

II.  Nouvelle  définition  des  figures  corrélatives. 

592.  D'après  le  théorème  (588),  on  peut  donner  cette 
définition  des  figures  corrélatives  : 

Uon  appelle  figures  corrélatives,  deux  figures  telles,  que, 
aux  points  de  Vune  correspondent  des  droites  dans  Vau- 
tre, de  manière  que  les  rapports  des  distances  de  chaque 
point  de  la  première  figure,  à  trois  droites  fixes,  soient 
aux  rapports  des  distances  de  la  droite  correspondante,  à 
trois  points  fixes,  dans  des  raisons  constantes. 

Cette  définition ,  qui  a  toute  la  précision  mathématique 
désirable,  puisqu'elle  n'implique  aucune  condition  super- 
flue, se  prête  néanmoins  sans  grande  difficulté  à  la  démons- 
tration des  équations  (i)  et  des  diverses  propriétés  des  figures 
corrélatives. 

593.  Observation.  —  On  peut  prendre  l'une  des  deux 
droites  fixes  de  la  seconde  figure  à  Tinfini  ;  la  distance  d'un 
point  à  cette  droite  disparaîtra  des  relations  entre  les  deux 
figures,  comme  si  cette  distance  était  devenue  égale  à  Tunité. 

De  même,  on  peut  supposer  que  Tun  ou  deux  des  trois 
points  fixes  dans  la  première  figure  soient  h  l'infini  dans 
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des  directions  données.  Alors  on  substituera  au  rapport  des 
distances  d'une  droite  à  deux  points  le  rapport  des  segments 
que  celte  droite  fait  sur  celle  qui  joint  ces  deux  points ,  et 
si  Pun  de  ces  points  est  à  Tinfini ,  le  segment  qui  s'y  rap- 
porte disparaîtra  de  Téquation  comme  s'il  était  devenu  ^al 
à  l'unité. 

m 

Ainsi ,  par  exemple  :  Si  les  distances  d'un  point  à  deux 
axes  fixes  sont  proportionnelles,  respectivement,  aux  seg- 
ments faits  par  une  droite  sur  deux  autres  axes  fixes  quel- 
conques, à  partir  de  leur  point  de  rencontre,  le  point  et 
la  droite  appartiendront  à  deux  figures  corrélatives. 

§  ni.  —  Expression  analytique  des  figures  corrélatives. 

I.  Équation  de  la  droite  correspondante  à  un  point  donné. 

594.  Étant  données  les  coordonnées  d  un  point  d'une 
figure,  nous  nous  proposons  de  trouver  Téquation  de  la 
droite  qui  correspond  à  ce  point  dans  une  figure  corréla- 
tive. Pour  cela ,  nous  nous  servirons  des  relations  établies 
par  le  théorème  (588)  concernant  les  distances  d'un  point 
quelconque  à  deux  aies  fixes ,  et  celles  de  la  droite  corréla- 
tive aux  deux  points  correspondants  à  ces  axes. 

Soient 

ax  -\-  bjr  4-1=0, 
a'  X  -\-  b'x  +  i  =  o , 
a" X  -h  b"x  -h  I  =  o , 

les  équations  de  trois  droites  fixes  dans  la  premièi^e  figure, 
et  x^  y  les  coordonnées  d'un  point  m  de  cette  figure.  Les 
rapports  des  distances  de  ce  point  aux  trois  droites  sont 

ax  -^  by  -\-  \  a*  X  -h  b* y  4-  i 

^  a"x-^b"y^  i'      "^  a"x  -h  b"  y  -f-  i  ' 

c  et  ())  étant  des  constantes  indépendantes  des  cooixlonnécs 
du  point  m. 
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Soient  X',  Y';  X'',  Y'^  et  X''',  Y'''  les  coordonnées  des  trois 
points  fixes  qui ,  dans  la  seconde  figure ,  correspondent  aux 
trois  droites  de  la  première ,  ces  coordonnées  se  rapportant  à 
deux  axes  quelconques  qui  peuvent  être  différents  des  deux 
axes  coordonnés  de  la  première  figure^  ou  les  mêmes  ;  et  soit 

AX  -h  BY  -h  I  =  o 

1  équation  de  la  droite  correspondante,  dans  la  seconde 
figure,  au  point  m  de  la  première.  11  s'agit  de  déterminer 
les  paramètres  A  et  B ,  pour  que  cette  droite  enveloppe  une 
figure  corrélative  à  la  proposée. 

hes  rapports  des  distances  de  cette  droite  aux  trois  points 
fixes  sont 

AX-'-f-  BY^'H-  I  '       '^'  AX^+BY^'H-  i  * 
On  a  donc  (588) 

ax'\-hy  '\-i    __     AX'-f.  BY'+  1 


Si 


a"x  ^by-hi"    AX"'-4-  BY'^-f-  i  ' 

a'x  -Jfb'y-^-i  _     AX^^+  BY^^+  i , 
a"x  +  6'>  -M  ""  ^  AX'"-hBY'"-f- 1  ' 

A  et  p  étant  deux  constantes  déterminées. 

De  ces  deux  équations ,  on  tirera  les  valeurs  de  A  et  B, 
et  on  les  substituera  dans  Téquation  de  la  droite.  Ces  va- 
leurs sont  de  la  forme 

*               ax  H-  67-  -H  7  a'x  -f-  6>  H-  7' 

A  =  — ;: -TT. r»        11  = 


a"xH-ê'>H-7"*      "  -  ^'x  +  %"y  4-7" 
L^équation  de  la  droite  est  donc 

ax  4-  6/  +  Y   ^        g^j:  -f,  gy  -^-  7^ 

•^  "*"  ^//^    .    G'f^    . n  1+1=0, 


OU 


t)      (ax  -h  6r  -H  7)X  H-  (a'x  -h  6>  +7')  Y  ■+-  {a!'x  +  6'>  4-  7")  =  o. 
Ainsi  :   Quand  deux  figures  sont  coriélati\^es ,  Véqua- 
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tion  d'une  droite  y  dans  l'une  des  figures,  contient  au  pre- 
mier degré  les  coordonnées  du  point  correspondant  à  cette 
droite  dans  t  autre  figure, 

595.  Réciproque MEMT  :  Quand  V équation  d*unc  droite 
contient  au  premier  degré  les  coordonnées  d*un  point,  si 
ce  point  est  mobile  et  décrit  une  figure,  la  droite  enve- 
loppera une  figure  corrélativ^e . 

En  eifet,  soit 

Féquation  de  la  droite  M  dont  les  coordonnées  courantes, 
rapportées  à  deux  axes  OX ,  OY,  sont  X  et  Y,  et  dans  la- 
quelle x^  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  variable  ap- 
partenant à  une  figure  donnée,  coordonnées  relatives  à 
deux  axes  ox ,  oy  qui  peuvent  être  différents  des  deux  OX, 
OY,  ou  les  mêmes. 

La  droite  M  fait  sur  les  deux  axes  OX ,  OY  deux  seg- 
ments dont  les  valeurs  sont 

aa;  -h  €/  4-  7    ^  a'o?  4-  6>  -H  7  ' 

Or  ces  quantités  sont  proportionnelles  aux  rapports  des 
distances  du  point  (x,  y^  à  trois  droites  fixes  ayant  pour 
équations 

aJ:  +  6j^+7  =0,    a'x -f.  €'74-7'  =  o,   a'x  +  6'> -h  7"  =  O. 

Donc,  d'après  (593),  quand  le  point  (.r,  y)  décrit  une 
figure,  la  droite  M  enveloppe  une  figure  corrélative  dans 
laquelle  le  point  O,  intersection  des  deux  axes  OX,  OY, 
correspond  à  la  droite  qui  a  pour  équation 

et  les  points  à  l'infini ,  sur  ces  deux  axes ,  correspondent 
aux  deux  droites  qui  ont  pour  équations 

ao:  -h  €j  H-  7  :=  o     et     a!x  -f-  6'/  -H  7'=  o. 
Donc,  etc. 
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596.  Il  serait  facile  de  démontrer  directement,  au  moyen 
de  l'équation  de  la  droite  mobile,  que  la  figure  enveloppe 
de  cette  droite  jouit,  par  rapport  à  celle  que  décrit  le  point 
(x,  y)  de  toutes  les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  figures 
corrélatives.  Par  exemple,  démontrons  que  quand  le  point 
(x,  j)  décrit  une  droite,  la  droite  M  passe  toujours  par 
un  même  point. 

Soit 

La: -t- M/ -h  I  =0 

Téquation  de  la  droite  décrite  par  le  point  (a:,  y). 
L'équation  de  la  droite  M  se  met  sous  la  forme 

(aX  4-a' Y+a")x  -+-  (€X  -h  S'Y+ê'')/  -hCyX-h/Y-h  7")  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  le  point  dont  les  coordon- 
nées X ,  Y  sont  données  par  les  deux  équations 

aX-h  a' Y -h  a''  =  L(7X  H- /Y-+- 7"), 
ex  4-  6' Y  4-  6''  =  M  (7X  -t-  /  Y  4-  7"), 

est  situé  sur  cette  droite ,  parce  que  ces  coordonnées  satis- 
font à  son  équation  ]  car  elles  la  ramènent  à 

Lx  -f-  My -f- 1  =  o, 

équation  identique,  puisque  l'on  suppose  que  le  point  {^^j) 
décrit  la  droite  représentée  par  cette  équation.  Donc, 
quand  le  point  (x,  y)  décrit  une  droite,  la  droite  M  passe 
par  un  point  fixe. 

§  IV.  —  Propriétés  des  figures  corrélatwes, 

597.  Qtiand  trois  points  A ,  B,  C  d*  une  figure  ont,  cha^ 
cun^  pour  droite  correspondante  dans  la  figure  corréla- 
ti^e,  la  droite  qui  joint  les  deux  autres , 

Ces  trois  points,  considérés  comme  appartenant  à  la 
seconde  figure,  ont  pour  droites  corrélatives  dans  la  pre- 
mière les  mêmes  droites; 

Et  il  en  est  de  même  de  tout  autre  point;  c'est-à-dire 
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que  tout  point  y  étant  considéré  comme  appartenant  suc- 
cessivement aux  deux  figures  y  a  la  même  droite  corréla- 
tive dans  les  deux  cas. 

En  effet,  A,  B,  C  [fig-  i3o)  sont,  par  hypothèse,  trois 
points  de  la  première  figure,  et  les  trois  droites  BC,  CA, 
AB  sont  les  droites  correspondantes  à  ces  points,  respecti- 
vement ,  dans  la  seconde  figure.  Donc  le  point  A ,  considéré 
comme  intersection  des  deux  droites  AB ,  AC  de  la  seconde 
figure,  et  par  conséquent  comme  point  appartenant  à  cette 
figure ,  a  pour  droite  corrélative  dans  la  première  figure  la 
droite  BC  qui  joint  les  points  C  et  B  qui ,  dans  la  première 
figure ,  correspondent  aux  deux  droites  AB ,  AC  de  la  se- 
conde. Ainsi  la  première  partie  du  théorème  est  prouvée. 

Soit  un  point  m  de  la  première  figure^  on  détermine  la 
droite  correspondante  dans  la  seconde  figure,  en  menant 
les  deux  droites  m  A,  /nB  et  en  prenant 

a' 6'  est  la  droite  cherchée. 

Si  le  point  m  est  considéré  comme  appartenant  à  la  se- 
conde figure ,  on  détermine  la  droite  correspondante  aS  de 
la  première  par  les  formules 

ak       ,  aC       bB  ec     ,„^^    ^^ 

Donc 

aC_aX  ^'Q_b'C 

aA"~c/'A      ^'     ¥b'~'Vb' 

Donc  les  points  a ,  6  coïncident  avec  «',  i'.  Donc  la  droite 

a'V  est  la  droite  correspondante  au  point  m  de  la  seconde 
figure.  Ce  qui  prouve  la  seconde  partie  du  théorème. 
Donc,  etc.  (*). 


C^}  On  peul  encore  considérer  la  droile  a' h'  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière figure,  et  chercher  le  point  qui  lui  correspond  dans  la  seconde. 
Pour  cela ,  on  détermine  sur  AC  et  BC  les  deux  points  a",  h"  par  les  cqaa- 
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598.  Quand  on  a  deux  figures  corrélatives  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  un  même  plan ,  si  Ton  considère 
chaque  point  m  de  ce  plan  comme  appartenant  successive- 
ment aux  deux  figures,  il  lui  correspond  deux  droites,  dans 
les  deux  figures ,  respectivement.  Si  le  point  m  décrit  une 
figure  quelconque,  les  deux  droites  envelopperont  deux 
figures  homo graphiques  entre  elles. 

Car  il  est  évident  que  ces  deux  figures  auront  entre  elles 
toutes  les  relations  qui  caractérisent  les  figures  .homogra- 
phiques. 

599.  11  suit  de  là  que  : 

Si  deux  Jigures  corrélatives  sont  telles,  que  quatre 
points  de  leur  plan  y  considérés  comme  appartenant  à 
Vune  ou  à  Vautre,  aient  toujours  les  mêmes  droites  corré^ 
latives,  il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  point. 

Car  les  deux  figures  donneront  lieu  à  deux  figures  Iiomo- 
grapliiques  qui  auront  quatre  points  communs ,  et  qui ,  par 
conséquent ,  coïncideront  entièrement. 

600.  On  conclut  encore  de  ces  considérations  que  : 
Deux  Jigures  corrélatives  étant  placées  d^une  manière 

quelconque  y  Vune  par  rapport  à  Vautre,  il  existe,  en  gêné- 
rai,  trois  points  dont  chacun  a  la  même  droite  corrélative 
dans  les  deux  figures. 

Deux  de  ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le 
troisième  est  toujours  réel. 

tions 

^- ifl9.      ^  —      ^ 
a'C  ""     û^a'     b'C  -^  ^'B* 

liCS  droites  A  &' et  Bu'' correspondent  aux  deux  points  a',  6',  et  leur  point 
d^intersection  est  celui  qui  correspond  ^  dans  la  seconde  fitrure,  à  la  droite 
a!  b'  de  la  première.  Or  ces  deux  équations  comparées  aux  deux 

oA  __  ,  û^       &B  _      h^ 
flC  ""^«'A'     iC  ""'*  fc'B' 

prouvent  que  les  deux  points  a"  et  h"  coïncident  avec  les  deux  a ,  6  ;  de  M>rte 
que  le  point  cherche  coïncide  avec  le  point  m.  .  c.  q.  f.  p. 
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601 .  Etant  données  deux  figures  corrélatives^  les  points 
de  la  première  {/ui  jouissent  de  la  propriété  çue  les  droites 
qui  leur  correspondent  dans  la  seconde  figure  passent  par 
ces  points  eux-mêmes  (586) ,  sont  situes  sur  une  courbe  du 
deuxième  ordre,  et  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de 
deuxième  classe. 

En  effet,  d'après  le  théorème  (586),  la  courbe  lieu  des 
points  en  question  sera  telle ,  qu'une  droite  la  rencontrera 
toujours  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires)^  ce  qui 
prouve  qu'elle  est  du  deuxième  ordre  ;  et  la  courbe  enve- 
loppe des  droites  correspondantes  à  ces  points  est  telle,  que 
par  un  point  on  ne  peut  lui  mener  que  deux  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  \  ce  qui  prouve  que  cette  courbe  est 
de  deuxième  classe  (49i). 

602.  Placer  deux  figures  corrélatives  données,  de  ma-- 
nière  que  chaque  point  de  leur  plan  y  considéré  comme 
appartenant  à  Vune  ou  à  Vautre ,  ait  la  même  droite  cor'- 
relative  dans  les  deux  cas. 

Il  suffit,  d'après  le  théorème  (597) ,  que  cette  condition 
ait  lieu  pour  trois  points  du  plan  des  deux  figures. 

Soient  O  (fig'  i3i)  le  point  de  la'  première  figure  qui 
correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  et  01  le  point  de  celle- 
ci  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première  figure. 

Soient  des  droites  Â ,  B, . . .  passant  par  le  point  O  dans  la 
première  figure,  m,  n,...  leurs  points  i  l'infini.  Â  ces  points 
correspondent  dans  la  seconde  figure  des  droites  M',  N',... 
passant  par  le  point  Q!\  et  aux  droites  A,  B,...  corres- 
pondent les  points  a',  £',.*•  situés  à  l'infini  sur  ces  droites 
M',  N\  etc.  (Ces  points  sont  à  l'infini  parce  que  les  droites 
A,  B,...  passent  par  le  point  O;  et  ils  sont  sur  les  droites 
M',  N',...  parce  que  les  droites  A,  B,...  passent  par  les 
points  m,  ra,...). 

Quatre  droites  M',  N',...  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  points  m,  w,...,  et  par  conséquent 
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à  celui  des  quatre  droites  Â ,  B, . . . .  Donc  les  droites  À ,  B, . . . 
et  les  droites  M',  N',...  forment  deux  faisceaux  homogra* 
phiques. 

Les  deux  droites  Â  et  M'  qui  se  correspondent  dans  ces 
deux  faisceaux  étant  prises  arbitrairement,  on  cherchera 
les  deux  B  et  N'  qui  font  avec  A  et  M',  respectivement,  des 
angles  égaux  (HT)^  et  Ton  placera  les  deux  faisceaux  de 
manière  que  N'  et  M' coïncident  respectivement  avec  A  et  B, 
et,  par  conséquent,  n  et  m  avec  a'  et  &^  Alors  chacun  des 
trois  points  m ,  n ,  O  aura  pour  droite  corrélative  dans  les 
deux  figures  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  Par  consé- 
quent ,  tout  autre  point  du  plan  des  deux  figures  aura  la 
même  droite  corrélative  dans  Tune  et  dans  Fautre.  Ainsi  le 
problème  est  résolu . 

Observation,  —  Cette  question,  et  surtout  celle  où  il 
s'agit  de  placer  en  perspective  deux  figures  homographî- 
ques  (^7),  ou  simplement  deux  quadrilatères  quelcon- 
ques, présenteraient  des  difficultés  de  calcul,  si  Ton  vou- 
lait les  traiter  par  Tanalyse,  c'est-à-dire  par  la  doctrine 
des  coordonnées.  La  Géométrie,  au  contraire,  qui  a  dû 
entrer  dans  le  détail  des  propriétés  intimes  des  figures ,  y  a 
trouvé  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  des 
deux  questions. 
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CHAPITRE  XXVII. 

DES     AFPLIGÀTIONd    DE    LA    THÉORIE    DES    FIGURES    HOHOGRA- 

# 

PHTQUES  ET   DE   CELLE    DES    FIGURES  CORRÉLATIVES,    REGAR- 
DÉES   COMME    MÉTHODES    DE   DÉMONSTRATION. 


§  I.  —  Consùlérations  sur  V usage  des  deux  méthodes. — 

Principe  de  Dualité, 

005.  La  théorie  des  figures  homographiques  offre  une  méthode 
pour  transformer  une  figure  en  une  autre  du  même  genre,  et 
appliquer  à  celle-ci  les  propriétés  de  la  première ,  comme  on  fait 
par  la  perspective  ou  la  projection  d'une  figure  plane»  Ainsi ,  par 
exemple ,  on  change  un  quadrilatère  de  forme  quelconque  en  un 
parallélogramme;  une  section  conique  en  un  cercle,  même  avec 
certaines  conditions  relatives  aux  autres  parties  de  la  figure,  plus 
généralement ,  une  section  conique  en  une  autre ,  de  manière  qu'à 
deux  points  donnés  dans  Tintérieur  de  la  première,  correspondent 
dans  la  seconde  les  foyers  de  celle-ci;  etc.  Ces ' transformations 
donnent  le  moyen  d'appliquer  à  une  figure  '  les  propriétés  d'une 
figure  plus  simple ,  et  de  généraliser  ainsi  des  vérités  connues.  Ou 
bien,  un  problème  étant  proposé  à  Tégard  d'une  figure,  on  cher- 
che à  le  résoudre  sur  la  plus  simple  des  figures  transformées. 

004.  Les  figures  corrélatives  ont  un  tout  autre  caractère.  Avec 
une  figure  donnée,  on  en  forme  une  seconde  qui  est,  en  général, 
d'un  genre  différent ,  puisque  à  des  points  de  Tune  correspondent 
des  droites  dans  l'autre ,  et  réciproquement.  Aux  propriétés  de  la 
première  figure  correspondent  des  propriétés  de  la  seconde,  qui 
dérivent  des  premières ,  en  vertu  des  relations  générales  qui  ont 
lieu  entre  deux  figures  corrélatives. 

De  là  résulte  une  dualité  constante  dans  les  théorèmes  de  géo- 
métrie plane;  nous  pouvons  dire  dans  les  propriétés  de  l'éten- 
due, en  général;  car  cette  dualité  a  lieu  aussi  dans  les  figures 
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à  trois  dimensions  ,  où  ce  sont  des  plans  qui  cori*espondent  à  des 
points  y  et  des  droites  à  des  droites  (*), 

60^.  C'est  la  théorie  des  pâles  dans  le  cercle  et  les  sections 
coniques,  qui  a  donné  lieu  à  ces  transformations  de  figures  et  à 
ridée  d'une  dualité  permanente  en  Géométrie.  On  a  d'abord  fait 
quelques  usages  partiels  de  cette  correspondance  entre  un  point  et 
la  droite  appelée  polaire  dans  les  sections  coniques;  c'est  ainsi, 
par  exemple ,  que  M.  Brianchon  a  conclu  du  théorème  de  Pascal 
sur  l'hexagone  inscrit  à  une  conique,  son  beau  théorème  sur  l'hexa- 
gone circonscrit.  Il  suffisait  de  remarquer  que  les  pôles  des  côtés  de 
l'hexagone  inscrit  sont  les  sommets  d*un  hexagone  circonscrit. 
Mais  c'est  M.  Poncelet  qui  a  montré,  le  premier,  que  dans  ces  faciles 
procédés  de  démonstration  se  trouvait  une  méthode  générale  qui 
pouvait  s'appliquer  à  une  foule  de  propriétés  de  l'étendue  ,  parti- 
culièrement à  toutes  les  propriétés  descriptives  ;  méthode  qu'il  a 
appelée  Théorie  des  polaires  réciproques  (**).  Quelques  géomètres 
ont  ensuite  eu  l'idée  d*un  principe  de  dualité;  toutefois  il  faut 
observer  que  la  méthode  de  M.  Poncelet,  la  théorie  des  polaires 
réciproques  y  était  la  seule  qui  servît  alors  aux  transformations,  et 
par  laquelle  on  pût  justifier  ce  principe  de  dualité. 

Cependant,  il  existe  divers  autres  procédés  particuliers  de  trans- 
formation ,  constituant  des  théories  analogues  à  celle  des  polaires , 
et  donnant  lieu  de  même  au  principe  de  dualité  (***]. 

Mais  ces  divers  procédés  particuliers,  que  nous  n'avons  point  à 
étudier  ici,  sont  compins,  soit  dans  la  théorie  analytique  des 
fi^jures  corrélatives  (594  j,  étendue  aux  trois  dimensions  [****)  y 
soit  dans  le  mode  de  construction  générale  de  ces  figures,  qui 
nous  a  conduit  au  développement  de  leurs  propriétés  et  à  la  solu- 
tion de  cette  question  :  Étant  données  quatre  droites  qui  doivent 
correspondre  h  quatre  points  désignés  d* une  figure ,  construire  la 


(*)  Aperçu  historique ,  etc.,  pages  575-694. 

(**)  Voir  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  des  polaires  réciproques ,  inséré 
dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crelle,  tome  IV. 
(**•)  Voir  Aperçu  historique,  etc.,  pages  i^i^^ilS,  656-687. 
(•***)  Apetçuj  etc.,  pages  5^5  et  suivantes. 
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figure  corrélative.  Question  qui  implique  le  point  de  vue  le  plus 
général  sous  lequel  on  puisse  considérer  les  figures  corrélatiTes. 

60G  On  peut  remarquer  des  exemples  continuels  de  la  dualité 
dont  nous  parlions  tout  à  Theure,  dans  les  diverses  théories  et  les 
propositions  isolées  que  renferme  cet  ouvrsfge. 

Ainsi,  aux  divisions  homographiques  sur  des  droites,  corres- 
pondent des  faisceaux  homographiques;  et  les  propriétés  relatives 
à  ces  faisceaux  se  peuvent  conclure  de  celles  des  divisions. 

Aux  côtés  et  aux  diagonales  d*un  quadrilatère  correspondent 
les  sommets  et  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadri- 
latère corrélatif  :  aux  six  points  dans  lesquels  une  transversale 
rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du  premier  qua- 
drilatère, correspondent,  dans  le  second,  les  six  droites  menées 
d*un  même  point  à  ses  sommets  et  aux  points  de  concours  de  ses 
côtés  opposés  •,  les  six  points  du  premier  quadrilatère  sont  en  invo- 
lution;  donc  les  six  droites  du  second  sont  aussi  en  inyolulion. 
Et  ainsi  de  la  plupart  des  autres  théorèmes. 

607.  Il  serait  donc  possible  de  conclure,  en  vertu  de  cette 
dualité  constante,  une  moitié ,  à  peu  près,  de  nos  propositions,  de 
Tautre  moitié,  sans  nouveaux  frais  de  démonstration. 

Toutefois  nous  n'avons  pas  procédé  de  cette  manière;  il  faut  en 
dire  ici  le  motif. 

§  II.  —  Pourquoi  l'on  ne  fait  pas  usage,  dans  le  cours  (k 
cet  ous^ragCy  des  méthodes  de  transfonnation. 

60B.  Par  les  méthodes  de  transfonnation ,  on  fait  un  théorème 
déterminé  avec  un  autre  théorème  déjà  connu.  On  peut  former 
ainsi  une  collection  plus  ou  moins  ample  de  propositions.  Mais 
ces  propositions  sont  en  quelque  sorte  isolées;  elles  manquent  de 
liens  entre  elles;  on  ne  saurait  les  déduire  les  unes  des  autres, 
lors  même  qu*on  voit  qu'elles  se  rapportent  à  une  même  théone; 
on  ne  connaît  que  leurs  liaisons  avec  celles  d'où  on  les  a  déduites» 
Tune  de  l'autre  respectivement,  par  voie  de  transformation ,  mî"* 
non  par  voie  de  composition  ou  de  synthèse. 

Nous  avons  cherché,  au  contraire,  à  former  un  ensemble  df 
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propositions  constituant,  par  leur  enchaînement  naturel ,  des  théo> 
ries  et  un  corps  de  doctrine  susceptibles  d'applications  fécondes 
dans  toutes  les  parties  de  la  Géométrie. 

Il  nous  a  donc  fallu  démontrer  directement  chacune  de  ces  pro- 
positions, les  unes  an  moyen  des  autres,  par  les  propres  ressources 
que  peuvent  offrir  les  théories  auxquelles  elles  se  rapportent. 
C'était  une  condition  à  laquelle  il  fallait  s'astreindre  pour  constituer 
ces  théories;  et  cette  marche  paraît  d'autant  plus  nécessaire,  qu'en 
général  il  ne  sufQt  pas  de  savoir  qu'une  proposition  est  vraie, 
pour  qu^on  puisse  en  faire  un  usage  utile  en  mathématiques  ;  il 
faut  encore  connaître  toutes  ses  dépendances  avec  les  diverses 
propositions  qui  se  rattachent  au  même  sujet.  Quand  cet  enchaî- 
nement est  mis  à  nu,  tout  devient  facile,  et  il  est  même  rare  que 
l'on  ne  puisse  pas  démontrer  une  même  proposition  de  bien  des 
manières,  car  on  j  arrive  par  toutes  celles  qui  la  touchent  de 
quelque  côté.  C'est  là  un  critérium  qui  permet  d'apprécier  jusqu'à 
quel  point  on  a  pénétré  dans  le  sujet  que  l'on  traite,  et  combien 
il  peut  encore  laisser  à  désirer. 

609.  Nous  ne  ferons  donc  point  usage,  dans  le  cours  de  cet  ou- 
vrage ,  de  la  théorie  des  figures  corrélatives ,  ni  même  de  celle  des 
figures  homographiques.  Celle-ci  a  le  même  défaut  que  la  pre- 
mière; elle  laisse  ignorer,  généralement,  comment  une  proposition 
que  l'on  a  découverte  par  son  secours  se  rattache  à  une  théorie  et 
s'y  peut  démontrer  directement.  Par  exemple,  quand  par  cette 
méthode  on  conclut  d'une  simple  propriété  du  cercle^  un  théo- 
rème des  sections  coniques,  la  démonstration  relative  au  cercle  est 
peu  propre,  en  général,  à  répandre  quelque  jour  sur  la  marche 
qu'il  faudra  suivre  pour  démontrer  directement  le  théorème  sur 
la  section  conique. 

Prenons  un  exemple  :  «  Si ,  par  chaque  point  d'une  circonfé- 
rence de  cercle  on  mène  deux  droites  parallèles  à  deux  droites  fixes, 
la  corde  qu'elles  interceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle 
concentrique.  »  Faisant  la  perspective,  ou  une  transformation  ho- 
mographîque  de  la  figure,  on  conclut  ce  théorème  :  Une  conique 
et  deux  points  fixes  étant  donnés  y  si  le  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  variable^   dont  les  côtés  passent  par  ces  deux  points^ 

28. 
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glisse  sur  la  conitfuc ,  la  corde  que  cet  angle  interct*pte  dans  cette 
courbe  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a  un  double  contact  avec 
la  proposée  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes. 

Ce  théorème  est  intéressant,  mais  il  laisse  à  désirer  une  démons- 
tration déduite  directement  dos  propriétés  des  coniques,  et  qui 
montre  quelle  place  il' tient  dans  cette  théorie ,  et  à  quelles  autres 
propositions  du  même  genre  il  se  rattache.  Sous  un  autre  rapport, 
Tesprit  n*est  pas  complètement  satisfait,  car  le  théorème  n*est 
vraiment  démontré  que  pour  le  cas  où  les  deux  pôles  fixes,  autour 
desquels  tournent  les  côtés  de  Tangle,  sont  extérieurs  au  cercle,  el 
il  faut  d^autres  considérations  générales  pour  étendra  la  conclusion 
relative  à  ce  cas  spécial ,  au  cas  où  l'un  des  pôles,  ou  tous  deux, 
sont  dans  Tintérieur  de  la  conique. 

610.  Des  observations  semblables  auront  lieu  à  Tégaiddela 
méthode  des  figures  corrélatives;  par  cette  méthode,  on  conclut 
du  théorème  sur  le  cercle,  celui-ci  :  Étant  menées  deux  droites 
fixes  dans  le  plan  d*une  conique,  si  une  tangente  roule  sur  la 
courbe,  et  que  par  les  points  où  elle  rencontre  les  deux  droites 
on  mène  deux  autres  tangentes  à  la  conique,  le  point  d'intersec- 
tion de  ces  deux  tangentes  aura  pour  lieu  géométrique  une  seconde 
conique  qui  aura  un  double  contact  avec  la  proposée;  le  paie  de 
contact  sera  le  point  d'intersection  des  deux  droites  fixes  (*)• 

Assurément ,  le  théorème  sur  le  cercle  et  sa  démonstration  toute 
intuitive  ne  donnent  aucune  ouverture  sur  la  manière  dont  cette 
propriété  des  coniques  se  pourra  démontrer  directement  ;  et  encore 
n'est-elle  démontrée  ici  que  poui  le  ras  particulier  où  le  pointue 
rencontre  des  deux  droites  fixes  est  dans  riiJérieur  de  lacourf)e. 

611.  Autre  exemple  :  «  Si  par  deux  points  fixes  pris  sur  une 
circonférence  de  cercle  on  fait  passer  les  côtés  d'un  angle  dont 
le  sommet  glisse  sur  la  circonférence,  et  que  par  le  centre  on 
mène  deux  rayons  parallèles  aux  côtés  de  l'angle,  l'aire  du  sec- 

(  *)  Nous  appelons  pôle  de  contact  le  poinl  qui  a  pour  pol4fire  dans  1  «"*' 
et  Pautrc  courbe  la  droite  sur  laquelle  a  lieu  le  double  couiacl,  droite  qu^ 
Ton  appelle,  en  (jcncral,  cordr  de  contact,  lors  môme  que  le  coniacl  »l 
imai^inairc,  comme  cela  a  lieu  dans  la  question  actuollc. 
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leur  que  ces  rayons  interceptent  dans  le  cercle  est  constante.  »  Par 
une  projection  de  la  figure ,  ou  une  transformation  homographi- 
quedans  laquelle  la  droite  à  l'infini  reste  à  l'infini  (o59) ,  on 
obtient  ce  théorème  :  Si  autour  de  deux  points  fixes  pris  sur  une 
ellipse  on  fait  tourner  les  côtés  d*un  angle  de  grandeur  variable, 
dont  le  sommet  glisse  sur  la  courbe ,  le  secteur  elliptique  compris 
entre  les  deux  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés  de  l'angle  con^ 
serve  une  aire  constante. 

Le  théorème  sur  le  cercle,  à  raison  même  de  son  évidence  in- 
tuitive, ne  peut  mettre  sur  la  voie  d'une  démonstration  propre 
au  théorème  de  Tellipse.  Et  cependant  cette  démonstration  est  ici 
d'autant  plus  désirable,  que  Ton  peut  hésiter  à  appliquer  le  théo- 
rème à  l'hyperbole,  à  raison  des  diamètres  imaginaires  qui  font 
discontinuité  dans  la  série  des  secteurs  hyperboliques. 

61S.  Ces  considérations  sufïisent  pour  montrer  pourquoi  nous 
avons  du  ne  pas  faire  usage  des  méthodes  de  transformation  dans 
l'ouvrage  actuel,  eu  égard  au  but  que  nous  nous  y  proposions, 
comme  nous  l'avons  dit. 

En  se  privant  du  secours  de  ces  méthodes,  on  se  crée  parfois  des 
difficultés;  mais  ce  n'est  pas  sans  utilité,  parce  que  l'obligation  de 
démontrer  par  les  ressources  naturelles  du  sujet  certaines  propo- 
sitions qui  auraient  pu  se  conclure  des  métlioiles  de  transforma- 
tion, met  toujours  sur  la  voie  de  beaucoup  d'autres  vérités  qui 
accroissent  souvent  d'une  manière  inattendue  et  fort  propice  le 
sujet  que  l'on  traite. 

La  théorie  des  sections  coniques  surtout  peut  fournir  de  nom- 
breux exemples  très-propres  à  justifier  la  marche  que  nous  nous 
sommes  efîorcé  de  suivre  invariablement.  Dans  ces  courbes,  il  y 
a  à  considérer  leurs  points  et  leurs  tangentes;  à  une  propriété 
relative  à  des  points  correspond  une  propriété  relative  aux  tan- 
gentes: mais  jusqu'ici,  ce  sont  principalement  les  propriétés  rela- 
tives aux  points  que  l'on  a  étudiées,  parce  que  ce  sont  celles  qui  se 
prêtent  le  plus  aisément  aux  applications  de  la  géométrie  analy- 
tique; et  Ton  a  négligé,  en  général,  les  propriétés  relatives  aux 
tangentes.  Par  exemple,  on  démontre  d'une  foule  de  manières  le 
théorème  de  Pascal  qui  concerne  six  points  d'une  conique  ;  mais 
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on  ne  démontre  pas  directement,  ou  fort  rarement,  )e  théorème 
de  M.  Brianchon  qui  concerne  six  tangentes  à  une  conique;  od  le 
conclut  du  théorème  de  Pascal.  De  même,  on  démontre  directe 
ment  les  propriétés  relatives  à  un  système  de  coniques  passant  par 
quatre  points;  mais  on  ne  démontre  pas  celles  d'un  système  de 
coniques  tangentes  à  quatre  droites;  on  les  conclut  des  premières 
par  la  théorie  des  polaires  réciproques  ou  des  figures  corrélatives. 
Cependant  les  unes  et  les  autres  méritent,  au  même  titre,  une  dé- 
monstration ;  et  cette  démonstration ,  sans  laquelle  la  science  reste 
incomplète,  importe  aux  progrès  de  la  Géométrie. 

C'est  dans  ces  vues ,  que  nous  avons  cherché  à  réunir  dans  cet 
.  ouvrage  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  démonstration  di- 
recte des  deux  sortes  de  propriétés  que  nous  venons  de  distin^er 
dans  les  sections  coniques ,  et  qui  se  retrouvent  dans  toutes  les 
autres  parties  de  la  Géométrie. 

615.  Après  avoir  dit  par  quelles  raisons  les  méthodes  de  trans- 
formation ne  peuvent  suppléer  à  des  démonstrations  directes,  et 
pourquoi  nous  avons  dû  nous  priver  de  leur  secours,  hâtons^noos 
d'ajouter  que  néanmoins  ces  méthodes  ingénieuses,  qui  ont  enrichi 
la  science  d'une  foule  de  vérités  dont  on  n'avait  pas  eu  l'idée  aupa- 
ravant, peuvent  être  fort  utiles  dans  beaucoup  de  circonstances, 
et  que  le  géomètre  doit  les  connaître  et  les  avoir  à  sa  disposition. 
C'est  pour  cela  que  nous  les  avons  exposées  dans  toute  la  généralité 
et  avec  tous  les  développements  théoriques  qu'elles  nous  ont  paru 
comporter. 

Comme ,  à  raison  de  cette  généralité  même  et  du  point  de  vue 
abstrait  sous  lequel  nous  avons  présenté  ces  méthodes,  elles  dif- 
fèrent, dans  leur  conception,  des  procédés  particuliers,  tels  que 
la  perspective  et  la  théorie  des  polaires  réciproques ,  dont  on  a  fait 
usage  jusqu'ici,  nous  allons  en  faire  diverses  applications.  Plu- 
sieurs, qui  se  rapporteront  aux  relations  d'angles,  présenteront 
des  résultats  nouveaux ,  fondés  sur  la  notion  des  divisions  et  des 
faisceaux  homographiques  y  que  Ton  n'a  point  encore  introduite 
dans  ce  genre  de  recherches. 
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§  m.  —  Applications   diverses   des  deux  méthodes   de 

transformation . 

614.  L^applicatioD  des  deux  méthodes  est  toujours  facile  en  ce 
qui  coDcerne  les  relations  descriptives  des  figures ,  et  nous  n^avons 
à  entrer  à  ce  sujet  dans  aucun  détail.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  relations  métriques,  soit  de  segments  y  soit  d'angles  :  ces  rela- 
tions peuvent  présenter  beaucoup  de  difficultés,  ou  se  refuser 
même  à  la  transformation. 

I.  Transformation  des  relations  de  segmentt. 

016.  Les  dépendances  générales  entre  deux  figures  homographi- 
ques,  ou  corrélatives,  s^expriment  par  des  rapports  de  segments, 
et  non  par  de  simples  segments.  Par  exemple,  dans  deux  figures 
corrélatives,  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de 
l'une  à  deux  axes  fixes,  est  au  rapport  des  distances  de  la  droite 
corrélative,  dans  l'autre,  à  deux  points  fixes,  dans  une  raison  con- 
stante (^88).  Ainsi,  c'est  le  rapport  de  deux  lignes  dans  une 
figure,  qu'on  compare  au  rapport  de  deux  autres  lignes  dans  l'autre 
figure;  et  ce  n'est  point  une  ligne  seule  que  l'on  peut  comparer  en 
grandeur,  d*une  manière  absolue ,  à  une  autre  ligne.  Voilà  pour- 
quoi la  transformation  des  relations  métriques  présente,  en  gé- 
néral, des  difficultés,  et  souvent  n'est  pas  possible. 

Si  une  expression  proposée  ne  contient  que  des  rapports  de 
segments,  tels  que  ceux  qui  entrent  dans  les  dépendances  géné- 
rales des  figures  homographiques  ou  corrélatives ,  la  transforma- 
tion se  fait  d'elle-même,  sans  aucune  difficulté. 

Quand  une  expression  n'est  pas  transformable  immédiatement , 
on  cherche  à  lui  donner  une  forme  plus  favorable  ;  et,  pour  cela, 
la  marche  la  plus  simple  et  la  plus  sdre  est  de  chercher  à  y  intro- 
duire des  rapports  anhamîoniques\  ce  qu'on  fait  en  se  servant,  au 
besoin ,  des  points  à  l'infini ,  et  en  changeant  les  origines  aes  seg- 
ments. 

Nous  allons  donner  divers  exemples  de  ces  transformations. 

616.  «  Si  une  corde,  dans  un  cercle,  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  la  somme  des  distances  de  ses  extrémités  à  une  droite  fixe 
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prise  arbitrairement,  divisées  par  les  distances  des  deox  mcmes 
points  à  la  polaire  du  point  fixe,  reste  constante  (6H4).   » 

Il  n'entre  dans  cet  énoncé  que  des  rapports  de  distances  qui  se 
transforment  immédiatement. 

Faisant  la  figure  horaographique,  qui  est  une  conique,  puis- 
qu'elle pourra  être  mise  en  perspective  avec  le  cercle,  c'est-à-dire 
sur  un  même  cône  (^09),  on  conclut  des  relations  générales  entre 
deux  figures  homographiques  (K12),  que  la  propriété  du  cercle 
appartient  aussi  à  une  conique  quelconque. 

Et,  par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  cette  même  propriété 
du  cercle  donq^  lieu ,  en  vertu  des  relations  (tfB8),  au  théorème 
suivant  : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  mène  deux  tangentes  à  une 
section  conique,  la  somme  de  leurs  distances  à  un  point  fixe,  di- 
visées par  les  distances  des  deux  mêmes  tangentes  au  pôle  de  la 
droite,  reste  constante. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  observe  ici  la  règle  des  signes,  comme 

nous  l'avons  toujours  fait;  de  sorte  que  ce  que  nous  appelons  la 

somme  est  une  somme  algébrique  qui  peut  devenir  une  différence, 

ab 
617.  Transformer  homographiquement  le  rapport  --r  de  deux 

segments  situés  sur  une  même  droite. 

Soit  j  le  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  ab  ;  on  peut  écrire 

«^  _  «6  .  oc  _  /^  ^  y^\      /oc  ,  ^\ 
^  cd         ac  '  cd         \ac  '  je)  '  \cd  '  JdJ 

Le  second  membre  se  compose  de  deux  rapports  anharmoniques, 
et  par  conséquent  est  transformable  ;  on  a  donc ,  en  désignant  par 
les  mêmes  lettres  accentuées  les  points  de  la  seconde  figure , 


ab_/a^  J'b' 
cd^  \a'c'   •  /c' 


fl'c'    a' y 


Ti-r.     f 


(O^d*  '  j'd' 


ou 

ab^_a^  ^  j'a'.yh' 

cd  ~"  <^d'  '  JVTfd'' 
Ainsi  le  rapport  —  se  trouve  transformé. 

y  est  le  point  qui ,  dans  la  seconde  figure ,  correspond  à  l'infini 
de  la  droite  ah. 


r 
I 
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Si  Ton  a  à  considérer  plusieurs  segments  sur  une  même  droite , 
on  pourra  donner  à  chacun  une  expression  de  la  forme 

\  étant  une  constante  relative  à  la  droite  sur  laquelle  sont  Ips 
segments;  de  sorte  que  pour  des  segments  situc^s  sur  une  autre 
droite  on  aurait  une  autre  constante.  Mais  il  faut,  pour  que  la 
relation  dans  laquelle  entrent  ces  segments  soit  transformable , 
qu'après  la  substitution  de  ces  expressions  des  segments  ah ,  etc., 
les  constantes  disparaissent  d'elles-mêmes. 

618.    Transformer  homographiquement  le  rappott  de  deux  scg- 
ments  ab ,  cd  (fig.  1 32) ,  situés  sur  deux  droites  parallèles. 

Qu*on  mène  les  deux  droites  ac^  ^r/qui  se  rencontrent  en  c\ 
oo  a 

ab       ae       ae  ^  ja 
cd        ce        ce  '  Je 

J  étant  le  point  à  l'infini  sur  la  droite  ae. 

Le  deuxième  membre  étant  un  rapport  anhar m onique,  on  aura 

ah  _a'^  J'a' 
cd  ^  e^  'yV' 

Ainsi  le  rapport  —  est  transformé. 

On  lui  donne  une  autre  expression ,  en  observant  qu'on  a  dans 
le  triangle  /"'  a'  c\  coupé  par  la  droite  h'  d\ 

flV       a' h'    f'd' 

"TT  =  777/  •  TjT     (^^2). 
ce'       J'b'     cd'  ' 

U  vient 


cd'^  c'd'  •  \fd'  ^  j[</  I 


f  est  le  point  de  concours  des  deux  droites  a'  h\  c'd\  c'cst-à-dirt? 
le  point  qui  répond  à  l'infini  des  deux  droites  parallèles  ah  y  cd  de 
la  première  figure. 


I 
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619.   Transformer  corrélativement  le  rapport  î^  de  dea.  scg- 

ments  situés  sur  une  même  droite. 

Soient  A%  B'»  G%  D'  et  J' les  droites  qui  correspondent ,  dans 
la  figure  corrélative ,  aux  points  a ,  b  ^  c  j  d  et  à  Tinfini  de  la 

droite  ab\  on  aura,  diaprés  l'expression  (a)  du  rapport  —  9  qui 

est  transformable,  une  fonction  semblable  de  sinus;  et,  par  suite, 

ab  _  sin(A'',B^)  .  sin  (r,  AQ  .  sin(J^  B^ 
^  ""  sin  (C,  D')  •  sin  (J',  C)  .  sin  (J',  D')' 

Le  rapport  -j  est  donc  transforme. 

On  peut  remplacer  la  fonction  de  sinus  par  une  fonction  de 
segments.  Qu*on  mène  dans  la  seconde  figure  une  transversale  qui 
rencontre  les  cinq  droites  A',  B',  C,  D%  J'  en  «',  b'  yc\  fl\j'\ 
on  aura 

fl6_«^  J'a'J'b' 
cd^  c'd'  '  j'c'J'd'' 

m 

Et  si  la  transversale  est  parallèle  à  la  droite  J',  il  vient 

ab  __  a'  b' 
cd  "■  f  '  d'' 

Si  Ton  a  à  considérer  plusieurs  segments  sur  une  même  droite, 
on  peut  leur  donner  l'expression  suivante  : 

sin(A%B^) 
"^    ""     •sin(J',A').8in(J',B')' 

X  étant  une  constante  relative  à  la  droite  ab. 
On  peut  encore  écrire 

,  a'b' 

ab  =:z\y'  , 

j'  a\y  b 

ou 

ab=i\,.a'b'. 

Cette  dernière  formule,  d'une  simplicité  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer,  se  présente  immédiatement  dans  la  théorie  des  polaire» 
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réciproques,  si  Ton  prend  une  parabole  pour  conique  auxiliaire. 
Elle  se  prôte  à  de  nombreuses  applications  (*) . 

620.   Transformer  corrélativement  le  rapport  de  deux  segments 
ab ,  cd  (  fig.  1 33  ) ,  situés  sur  deux  droites  parallèles. 
On  a 

ab       ae       ae  ^  aj 
cd       ce       ce  '  cj 

j  étant  le  point  situe  à  l'infini  sur  la  droite  ae. 

On  aura  dans  la  figure  corrélative  quatre  droites  A',  Bl,  C,  D', 
une  cinquième  E'  qui  joindra  le  point  d'intersection  des  deux  A',  C 
au  point  d'intersection  des  deux  B',  .D',  et  une  sixième  J'  passant 
par  le  point  d'intersection  de  A'  et  C,  et  correspondant  au  point 
situé  à  rinfini  sur  ac. 

Le  rapport  —  est  exprimé  ci-dessus  par  un  rapport  anhar- 

monique  ;  par  conséquent  on  a 

■) 
) 

On  peut  donner  au  second  membre  une  autre  expression. 
Qu'on  mène  la  droite  F'  qui  joint  le  point  d'intersection  de  A' 
elB'  au  point  d'intersection  de  G'  etD^Ona,  dans  le  triangle  formé 
par  les  trois  droites  A',  C,  F',  et  aux  sommets  duquel  sont  menées 
les  trois  droites  B',  D'y  VJ  qui  passent  par  un  même  point, 

sin(ASF/)  _  _  sin  (AS  BQ    sin  (F.  D^)      ^-.^v 
sin  (C,  E')  ■"        sin  (  F',  B')  '  sin  (C,  D')  .    ^        ^' 

Il  vient  donc 

ab  _       sin(ASBO  ,  rsin(FSBO        sin(JS  AQ] 
cd  "~       sin  (C,  D')  '  Lsin  (F,  D')  ^  sin  (J',  C)]' 

(*)  Voir  MémoireX  sur  la  transformation  paraholique  des  propriétés  niétri~ 
ques  des  figures,  {Correspondance  mathématique  de  M .  Quételet ,  tomes  V 
et  VI;  1839.)  M.  FoDcelet  a  ioséré,  au  sujet  de  ces  Mémoirejs,  dans  le 
même  Uecueil,  des  déycloppements  sur  les  relations  projcciives,  où  il 
montre  que  la  théorie  des  polaires,  avec  une  conique  quelconque,  conduit 
à  la  même  relation  que  la  parabole.  Cela  est  évident  ici,  puisque  celle  rela<^ 
lion  a  lieu  dans  les  fi{*ures  corrélatives  les  plus  générales. 


ab_sm{A',E'}^  sin  (A^  r; 
ri/"~sin(C,E')'sin(C',  J'; 
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Remarque,  —  La  figure  proposée  se  compose  de  quatre  points  , 
a  y  h  y  c  y  {t'y  ct  \\  ciitre  dans  la  figure  corrélative ,  indépen- 
damment des  quatre  droites  A',  B',  G',  D'  correspondantes  à  ces 
points,  deux  autres  droites  F'  et  J'  qui  correspondent,  respec*tivc> 
ment,  aux  points  situés  à  l'infini  sur  les  droites  ab  et  ac. 

621.  Prenons  le  théorème  de  Newton  sur  les  diamètres  des 
courbes  : 

•  Si  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  on  mène  des  trans- 
versales parallèles  entre  elles,  et  qu'on  prenne  sur  chacune  de  ces 
droites  le  centre  des  moyennes  distances  de  tous  les  points  d'inter^ 
section  (réels  ou  imaginaires]  de  la  courbe  par  la  droite  y  le  lieu  de 
ce  point  sur  toutes  les  transversales  est  une  droite.  » 

Gest-à-dire  que  a ,  6 ,  c , . .  .  étant  les  points  d*intei'section 
(  réels  ou  imaginaires  ]  de  la  courbe  par  une  transversale ,  le 
point  m  déterminé  sur  chaque  transversale  par  Téquation 

(  b  )  ma  -h  mb  -^  me  -^  , . .  =o 

a  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

Aux  transversales  correspondent,  dans  la  figure  corrélative ,  des 
points,  tous  situés  sur  une  même  droite  J  correspondante  au  point 
de  concours,  à  Tinfîni,  de  toutes  les  transversales  ;  et  aux  points 
a  y  by, .  ,y  sîtués  sur  une  même  transversale,  correspondent  les 
tangentes  A,  B ,. . .,  à  la  nouvelle  courbe ,  issues  d*un  même  point 
de  la  droite  J  ;  au  point  m  correspond  une  droite  M  menée  par 
le  même  point  de  J.  On  aura  (619  ) , 

sin(M,A) 

ma  =  A.  -; — r- — TT — : — 77— r7\' 

sin  (J,  Aj.sm  (J,  M) 
sin(M,B) 

ma  —  A.   -: — .  . — : —  ■  ? 

8in  (J,  B).sm(J,  M) 

Substituons  ces  valeurs  dans  Téquadon  (6);  la  constante  X  dispa- 
rait d^elle-méme ,  ainsi  que  le  facteur  sin  (  J ,  M)  ,*  et  Ton  a 

sin  (M,  A)        sin  (M,  B)        sin  (M,  G)  _ 

sin(J,A)         sin(J,B)         sin(J,C)        •  •  •  — - 

Ce  qui  exprime  celte  propriété  des  courbes  géométriques  : 

•SV  ron  prend  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  une  droit t 
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fixe  J ,  e^  que  Von  conçoive  toutes  les  tangentes  h  la  courbe  (  réelles 
ou  imaginaires)  À,  B,  Cy  . .  issues  d'un  même  point  m  de  cette 
droite,  et  la  droite  M  menée  par  le  même  point  y  sous  une  direction 
déterminée  par  l* équation 

sin  (M,  A)        sin  (M ,  B)              _      . 
sm(J,A)  "*"  sin(J,B)   "^ °' 

cette  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  quand  le  point  \n 
glissera  sur  la  droite  J. 

Appelons  a,  6,  cr, ...  les  points  de  conlact  des  droites  A,  B, 
C , . . .  avec  la  courbe  ;  a ,  6,  7 , . . .  les  distances  de  ces  points  à  la 
droite  M,  et  a%  6%  7', . .  .  leurs  distances  à  la  droite  J  ;  on  aura 

a         sin  (  M ,  A  )       €         sin  (  M ,  B  ) 
a'       sin(J,  A)  '     6'        sin  (J,  B)  ' 


L^équation  devient 


a  6  y 

^'  "^  1^  "^  7' 


=  o. 


Si  Ton  suppose  que  les  points  de  contact  a ,  6 ,  • .  .  aient  des 
masses  m ,  m\ ...  en  raison  inverse  de  leurs  distances  a',  6', . . .  à 
la  droite  J ,  Téquation  se  change  en 

w .  a  H-  /w' ,  6  -f-  m" .  7  H-  ...  =  o  ; 

équation  qui  prouve  que  la  droite  M ,  à  laquelle  se  rapportent  les 
distances  a,  6,...,  passe  par  le  centre  de  gravité  des  points 
a,  b,,.,  («2). 

Or,  ce  centre  de  gravité  est  précisément  le  point  qu'on  a  appelé 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  ^, . .  . ,  relatif 
à  la  droite  J  (465).  On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Si  par  un  point  pris  sur  une  droite  fixe  J  on  mène  les  n  tan- 
gentes [réelles  ou  imaginaires)  à  une  courbe  géométrique  de 
^icwtf  classe ,  les  n  points  de  contact  [réels  ou  imaginaires)  auront 
pour  centre  des  moyennes  harmoniques  relatif  à  la  droite  J,  un 
point  qui  sera  toujours  le  même,  quel  que  soit  le  point  de  la  droite 
J  par  lequel  on  a  mené  les  tangentes. 

Si  la  droite  J  est  à  Tinfini,  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
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devient  le  centre  des  moyennes  distances  (462),  de  sorte  qiron 
peut  dire  que  : 

Étant  donnée  une  courbe  géométrique ,  si  on  lui  mène  toutes  ses 
tangântes  [réelles  ou  imaginaires)  parallèles  a  une  même  droite  y 
les  points  de  contact  auront  pour  centre  des  moyennes  distances 
un  point  fixe  j  quelle  que  soit  la  direction  commune  des  tangentes» 

622.  Autrement,  —  Comme  tous  les  segments  de  Féquadon 
que  nous  avions  à  transformer  ont  une  même  origine ,  on  peut 
faire  la  transformation  immédiatement ,  sans  se  servir  des  for- 
mules (619).  Pour  cela,  on  écrit  Téquation  ainsi  : 

mb        me 
ma        ma 

ou ,  en  appelant  j  le  point  à  Tinfini  sur  la  transversale , 

(mb     jb\        (me     jc\ 
—■  r-  -f-  —:  V) -4- ...-+- 1  =  o. 
fna     ja]        \ma    jaj 

Puisque  tous  les  termes  sont  des  rapports  anharmoniques,  on 
a ,  dans  la  figure  corrélative , 

sin  (M,B)  ,  sin(J,  B)       sin  (M,  C)  ,  sin(J,C) 


sin  (M,  A)  '  sin  (J,  A)       sin  (M,  A)  '  «in  (J,  A) 

ou 

•    sin  (M,  A)   ,   sin(M,B)  _ 

"T*    •   •  •    —  O  f 


sin  (J,  A)       sin  (J  ,  B) 
ce  qui  est  Téquation  trouvée  précédemment. 

U.  Transformation  des  relations  d\ingle8. 

625.  Quand  les  relations  d'angles  se  peuvent  ramener  à  des 
-rapports  anharmoniques  de  sinus,  la  transformation  se  fait  d'elle- 
même;  mais  il  y  a  peu  de  questions  où  cela  ait  lieu.  On  conçoit 
qu'il  est  plus  difficile  de  former  des  rapports  anharmoniques  de 
sinus  que  des  rapports  anharmoniques  de  segments,  parce  que, 
pour  ceux-ci ,  trois  points  suffisent,  puisqu'on  supplée  au  quatrième 
par  le  point  situé  à  Tinfini,  tandis  que  pour  les  angles  il  faut  né- 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  447 

cessairement  quatre  droites.  Aussi  les  relations  d'angles  transfor- 
mable directement,  c'est-à-dire  s^ns  qu'on  les  remplace  par  des 
relations  de  segments  sur  lesquels  on  ferait  la  transformation,  ne 
sont  pas  très- variées. 

Cependant  il  est  un  cas  général,  susceptible  de  nombreuses 
conséquences,  auquel  s'appliquent  nos  deux  méthodes  générales 
de  transformation;  c'est  celui  où  tous  les  angles  que  l'on  a  à  con- 
sidérer dans  une  figure  sont  de  même  grandeur,  quelle  que  soit 
leur  position.  La  propriété  commune  et  caractéristique  de  tous 
ces  angles  se  conserve  dans  la  figure  transformée,  ce  qui  donne 
lieu  à  des  résultats  très-intéressants. 

694.  Cette  propriété  s'exprime  par  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a  dans  un  plan  plusieurs  angles  (A,  A'),  (B,  B'), 
(C,  C),  etCf  de  même  grandeur,  et  comptés  dans  le  même  sens  de 
rotation  à  partir  tle  leurs  origines  A,  B,  C,...,  quelle  que  soit  la 
position  de  ces  angles ,  on  peut  considérer  que  leurs  côtés  forment 
sur  la  droite  située  à  l'infini  deux  divisions  homographiques  dont 
les  points  doubles  {imaginaires)  sont  toujours  les  mêmes,  quelle 
que  soit  la  grandeur  commune  des  angles; 

Et^si  l'on  décrit  dans  le  plan  de  la  figure  un  cercle  quelconque, 
ces  points  doubles  seront  les  points  d'intersection  de  ce  cercle  par 
la  droite  située  à  l'infini. 

Ce  théorème  fort  important  sera  démontré  dans  la  théorie  du 
cercle  (652). 

6S5.  RiciP&OQUEMBNT  :  Quand,  dans  une  figure,  plusieurs 
angles  (  A ,  A'  ),  (  B ,  B'  ) ,  (C ,  C  ) ,  etc,,  de  grandeur  quelconque  , 
mais  comptés  dans  le  même  sens  de  rotation  à  partir  de  leurs  ori- 
gines,  interceptent  sur  une  droite  des  segments  »sl',  hW,  ce',..., 
dont  les  origines  a,  b,  c,...  et  les  extrémités  a',  b',  d ,**,  forment 
deux  divisions  homographiques  ayant  leurs  points  doubles  imagi' 
nedres ,  on  peut  faire  la  transformation  homographique  de  la 
figure,  de  manière  à  avoir  des  angles  tous  de  même  grandeur. 

En  eflet,  nous  avons  vu  (160)  que  si  Ton  forme  plusieurs 
angles  ayant  le  même  sommet  et  sous^tendant  les  segments  aa', 
bb^,  eic»,  on  peut  faire  la  perspective  sur  un  plan,  de  manièi^ 
que  tous  ces  angles  deviennent  égaux ,  et  que  la  droite  abc, . . 


! 


■ 
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pa&se  à  rinfini.  Alors,  non-seulement  ces  angles  de  même  som- 
met ,  mais  tous  autres  qui  sous-itendent  les  segments  aa' ^  bb\  etc., 
deviennent  égaux  en  perspective.  Or  la  perspective  de  la  figure 
est  une  figure  homographique  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

026.  D'après  le  théorème  (624),  quand  on  a  dans  une  figure 
plusieurs  angles  de  même  grandeur,  il  leur  correspond  dans  la 
figure  homographique  des  angles  dont  les  côtés  marquent  sur  une 
certaine  droite  deux  divisions  homographiques.  Cette  droite  est 
celle  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première  figure;  et,  si  dans 
la  première  figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la 
seconde  figure,  une  Conique  dont  les  points  d^intersection  par  la 
droite  en  question  sont  précisément  les  points  doubles  des  deux 
divisions. 

Si  c^est  la  transformation  corrélative  que  Ton  fait,  aux  angles 
(A,  A'),  (B,  B'),  etc.,  de  la  première  figure,  correspondent,  dans 
la  seconde,  des  segments  aa%  bb\,,,y  situés  sur  des  droites  diffé- 
rentes, correspondantes  aux  sommets  des  angles,  et  ces  segments 
sont  tels,  que  les  droites  menées  d'un  certain  point  fixe  à  leurs  ori- 
gines a,  6,...  et  à  leurs  extrémités  a',  ^',...,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques.  Le  point  fixe  est  celui  qui ,  dans  la  seconde 
figure,  correspond  à  l'infini  de  la  première  :  et,  si  dans  la  première 
figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la  seconde, 
une  conique  dont  les  tangentes  menées  par  le  point  en  question 
sont  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux. 

627.  Faisons  quelques  applications  de  ces  principes. 

a  Si ,  autour  d'un  point  d'une  circonférence  de  cercle  on  fait 
tourner  un  angle  de  grandeur  constante  (A,  A'),  la  corde  que  ses 
deux  côtés  interceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  second  cercle 
concentrique.  ^ 

Les  deux  côtés  A,  A'  de  Tangle  mobile  forment  deux  faisceaux 
homographiques  dont  les  rayons  doubles  passent  par  les  points 
d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  située  à  l'infini  (624)  :  et 
les  deux  cercles,  étant  concentriques,  ont  un  double  contact  sur 
cette  droite  (719);  par  conséquent  la  figure  homographique  donne 
lieu  à  ce  théorème  : 

Si  deux  faisceaux  homographiques  ont  leur  sommet  commun  en 
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un  point  d'une  conique,  les  cordes  interceptées  dans  cette  courbe 
par  les  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  enveloppent  une 
seconde  conique  qui  a  un  double  contact  avec  la  première  sur  la 
corde  interceptée  dans  celle-ci  par  les  rayons  doubles  des  deux  fais- 
ceaux (*). 

628.  Dans  le  cas  du  cercle ,  si  l'angle  de  grandeur  constante 
(A,  A')  est  droite  la  corde  qu'il  intercepte  est  un  diamètre;  par 
conséquent  la  droite  qui  lui  correspond  dans  la  figure  transformée 
passe  par  un  point  fixe.  Mais  alors  les  deux  faisceaux  formés  par 

I   les  côtés  A ,  A'  sont  en  involution  (  846  )  ;  on  a  donc  ce  théo- 
rème : 

Si  par  un  point  d'une  conique  on  mène  trois  couples  de  droites 
formant  une  involution,  les  trois  cordes  que  leurs  angles  intercep- 
tent dans  la  courbe  passent  par  un  même  point. 

629.  Le  théorème  sur  le  cercle  (627)  donne,  par  la  figure  cor- 
rélative y  le  suivant  : 

Si  deux  divisions  homographiques  sont  formées  sur  une  tangente 
à  une  conique,  et  que  par  deux  points  homologues  on  mène  deux 
tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  deux 
tangentes  sera  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posée  ;  le  pâle  de  contact  sera  le  point  d'intersection  des  tangentes 
menées  à  la  conique  par  les  deux  points  doubles  des  divisions  ho- 
mographiques. 

Si  l'angle  (A,  A')  dans  le  cercle  est  droit,  les  deux  divisions 
homographiques,  sur  la  tangente  à  la  conique,  sont  en  involu- 
tion ,  et  alors  le  lieu  du  point  d'intersection  des  tangentes  à  la 

(*)  Ici  semblerait  se  présenter  une  difficulté;  c^est  qu^il  n^y  aurait  de 
corde  interceptée  dans  la  conique ,  qn^^utant  que  les  deux  rayons  doubles 
seraient  réels,  ce  qui,  précisément,  n^a  pas  lieu  dans  la  figure  résultante 
de  la  transformation  du  cercle;  mais  Tobjection  u^est  qn^appareute,  car,  en 
lénéral,  un  système  de  deux  droiies  imaginaires  dont  le  point  de  concours 
est  réel ,  telles  que  les  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques, 
donne  lien,  à  Pégard  d^unc  conique,  h  deux  droites  toujours  réelles,  qui 
rencontrent  la  conique  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites  imaginaires. 

Quand  celles-ci  ont  leur  point  de  rencontre  sur  la  conique,  Tune  des 
deuA  droites  réelles  «sfc  la  tangente  en  ce  point. 

29 
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conique,  menées  par  deux  points  homologues  des  deux  divisions 
en  inuolution,  est  une  ligne  droite.  Cette  droite  est  la  polaire  du 
point  de  concours  des  deux  tanj^entes  menées  par  les  points  dou- 
bles des  deux  divisions. 

650.  Supposons  dans  ces  théorèmes  que  la  tangente  à  la  co- 
nique soit  à  l'infini ,  auquel  cas  cette  courbe  est  une  parabole; 
et  prenons ,  pour  les  deux  divisions  homographiques ,  celles  qui 
seraient  formées  par  les  deux  côtés  d*un  angle  de  grandeur  con- 
stante tournant  autour  de  son  sommet.  On  en  conclut  que  : 

Si  un  angle  de  grandeur  constante  se  meut  de  manière  que  set 
ratés  soient  toujours  tangents  à  une  parabole,  son  sommet  décrira 
une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  parabole. 

Et,  si  l'angle  est  droit,  le  sommet  décrit  une  ligne  droite, 

G5I.  «  Si  autour  du  centre  d'un  cercle,  comme  sommet,  on 
fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante ,  la  corde  qu*il  inter- 
cepte dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  » 
lia  transformation  homographique  donne  ce  théorème  : 
Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  deux  rayons  formard^ 
par  leurs  positions  successives ,  deux  faisceaux  homographiques 
dont  les  rayons  doubles  soient  les  tangentes  à  la  conique  issues  du 
point  fixcy  la  corde  que  ces  deux  rayons  à  angle  variable  inter- 
ceptent dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a  un 
double  contact  avec  la  proposée  sur  la  polaire  du  point  fixe. 

63Î.  Par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  le  théorème  du 
cercle  donne  le  suivant  : 

Si  sur  une  droite  fixe,  dans  le  plan  d'une  conique,  on  forme  deux 
divisions  homographiques  ayant  pour  points  doubles  les  points  de  lu 
conique  situés  sur  cette  droite  ,  et  que  Von  fasse  tourner  un  an§lf 
de  grandeur  variable  cîrconscAt  à  la  conique,  de  manière  que  les 
points  où  ses  côtés  rencontrent  la  droite  fixe  soient  toujours  deux 
points  homologues  des  deux  divisions  homographiques,  le  sommet 
de  l'angle  décrira  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posée,  sur  la  droite  firr. 

635.   «  En  quelque  point  d'une  circonférence  de  cercle  qu'on 
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place  le  sommet  d*un  angle  de  grandeur  donnée,  et  quelle  que  $oit 
la  position  de  cet  angle,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un  cercle  concentrique.  » 

Soient  A  et  A'  les  deux  côtés  de  Tangle ,  comptés  toujours  dans 
le  même  sens  de  rotation  :  ils  vont  rencontrer  la  droite  à  Tinfini 
en  deux  points  a ,  a!  qui  appartiennent  à  deux  divisions  homo- 
graphiques  dont  les  points  doubles  sont  les  points  du  cercle  situés 
à  Tinfini  (6S4).  Diaprés  cela,  si  Ton  fait  la  déformation  homogra- 
phique ,  on  a  ce  théorème  : 

Si  y  sur  une  droite  menée  dans  le  plan  d'une  conique  y  on  forme 
deux  divisions  homographiques  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
points  d'intersection  de  la  conique  et  de  la  droite,  les  droites  me- 
nées de  deux  points  homologues  quelconques  des  deux  divisions  h 
un  point  quelconque  de  la  conique,  intercepteront  dans  cette  courbe 
une  coixïe  qui  enveloppera  une  seconde  conique  ayant  un  double 
contact  avec  la  proposée  sur  la  droite  sur  laquelle  sont  les  deux 
divisions» 

654.  Par  la  théoiîe  des  figures  corrélatives,  on  conclut  du  théo- 
rème sur  le  cercle ,  celui-ci  : 

Quand  deux  faisceaux  homographiques  émanés  d'un  même 
point  fixe  ont  pour  rayons  doubles  les  deux  tangentes  menées  de 
ce  point  à  une  conique,  si  l'on  mène  une  tangente  quelconque  h  cette 
courbe^  et  que  par  les  points  où  elle  rencontre  deux  rayons  homo- 
logues quelconques  des  deux  faisceaux  on  mvnc  deux  autres  tan- 
gentes à  la  conique,  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes 
aura  pour  lieu  géométrique  une  seconde  conique  qui  aura  un  double 
contact  avec  la  proposée:  le  point  fixe ,  centre  commun  des  deux 
faisceauXy  sera  le  pôle  de  contact  des  deux  courbes. 

655.  On  peut  appliquer  ces  procédcs^de  transformation  à  beau- 
coup d'autres  propriétés  du  cercle  ;  mais  il  est  inutile  de  nous  y 
arrêter  ici.  Nous  ferons  seulement  remarquer  que  cette  théorie 
donne  la  solution  d'une  question  qui  a  pu  se  présenter  souvent  à 
Tesprit  des  géomètres,  dans  ces  sortes  de  transformations,  parti- 
culièrement dans  les  applications  de  la  perspective  :  Qu'est-ce  que 
deviennent  des  polygones  réguliers  j  et  comment  peut-on  construire 
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à  priori  un  polygone  qui  puisse  devenir,  dans  une  transformation 
homographique  ou  corrélative,  un  polygone  régulier? 

Dans  un  polygone  régulier,  tous  les  côtés  sont  sous-tendus  par 
des  angles  au  centre  du  cercle  circonscrit ,  tous  égaux  entre  eux. 

D'après  cela ,  concevons  que  par  un  point  ûxe  O,  pris  dans  Tin- 
térieur d'une  conique,  on  mène  m  rayons  A,  B,  C,...,  formant  un 
premier  faisceau;  les  rayons  pris  en  commençant  par  le  second  » 
savoir  B,  C,  D,...,  formeront  un  second  faisceau  ;  si  les  deux  fais- 
ceaux, dans  lescfuels  les  rayons  B,  C,  D,...  du  second  seront ks 
homologues  respectifs  des  rayons  A,  B,  C,. . .  du  premier,  sont 
homographiques,  les  cordes  interceptées  dans  la  conique  par  les 
angles  (A,  B),  (B,  C),  etc.,  seront  les  côtés  d'un  polygone  pro- 
venant de  la  perspective  ou  déformation  homographique  d'un  po- 
lygone régulier. 

Par  conséquent ,  les  propriétés  relatives  aux  polygones  rég»- 
liers  s'appliqueront  aux  polygones  dont  il  est  question. 

636.  Prenons  ce  théorème  :  «  Un  polygone  régulier  de  m  côrô 
étant  inscrit  à  un  cercle,  la  somme  des  puissances  n  (n  éunt<«) 
des  distances  de  ses  sommets  à  une  droite  fixe,  reste  constante  quand 
on  fait  tourner  le  polygone  autour  du  centre  du  cercle  (709)-  • 
On  en  conclut,  par  une  déformation  homographique,  que  : 

Si  un  point  Offris  dans  Vintérieur  d'une  conique,  est  le  centre 
d'un  faisceau  de  m  rayons  OA,  OB,  OC,...,  tels,  que  les  rajorn 
pris  consécutiçement  en  commençant  par  le  second,  saifoirOh,  OC, 
OD, . . . ,  forment  un  second  faisceau  homographique,  la  somme  des 
puissances  n  (n  étant  <^m)  des  distances  des  points  où  tous  ces 
rayons  rencontrent  la  courbe,  à  une  droite  fixe,  divisées  respective- 
ment par  les  puissances  n  des  dislances  des  mêmes  points  à  la  po- 
laire du  point  fixe,  restera  constante  quand  on  fera  tourner  le  fais- 
ceau de  rayons  autour  du  point  O. 

657.  Si  c'est  la  figure  corrélative  que  Ton  fait  à  l'égard  du 
théorème  sur  le  cercle ,  on  obtient  un  théorème  relatif  à  un  poly- 
gone circonscrit  à  une  conique  : 

Si  un  point  O  pris  dans  l'intérieur  d'une  conique  est  le  centre 
d'un  faisceau  de  m  t  ayons  OK,  OB,  OC,...,  déterminés  comme  il» 
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été  dit  dans  le  théorème  précédent,  et  que  par  les  points  où  ces 
rayons  rencontrent  la  courbe  on  mène  les  tangenteSy  la  somme  des 
puissances  n  (n étant  <C^)  ^^^  distances  de  ces  tangentes  à  un 
point  fixe,  divisées  par  les  puissances  ri  des  distances  des  mêmes 
tangentes  au  point  O,  reste  constante  quand  on  fait  tourner  le 
faisceau  des  m  rayons  autour  du  point  O. 

Ce  théorème  et  le  précédent  donnent  lieu  à  diverses  autres  pro- 
positions dont  le  développement  ne  peut  trouver  place  ici  (^). 

IIJ.  UBages  de  U  théorie  des  figures  hnmologiques  et  de  celle  des  polaires 
réciproques  pour  les  transformations  d'*angles. 

658.  La  théorie  des  figures  homologiques  donne  parfois  le 
moyen  d'appliquer  à  une  figure  des  propriétés  d'angles  d'une  autre 
figure;  c'est  dans  le  cas  où  tous  les  angles  que  Ton  considère  ont  le 
même  sommet.  On  prend  ce  point  pour  le  centre  d'homologie  des 
deux  figures;  et  il  peut  en  résulter  certaines  conséquences. 

Par  exemple,  deux  coniques  qui  se  touchent  en  un  point  sont 
homologiques  par  rapport  à  ce  point  pris  pour  centre  d'homolo- 
gie  (**)  :  un  angle  qui  a  son  sommet  en  ce  point  intercepte  dans  les 
deux  courbes  deux  cordes  qui  sont  deux  droites  correspondantes 
ou  homologiqties ;  et  si  cet  angle  tourne  autour  de  son  sommet, 
les  deux  cordes  envelopperont  deux  courbes  qui  seront  homolo- 
giques; de  sorte  que  les  propriétés  de  Tune  feront  connaître  les 
propriétés  de  Tautre.  Cela  posé ,  concevons  que  Tune  des  coniques 
soit  un  cercle,  et  que  l'angle  tournant  soit  droit;  la  corde  qu'il 
intercepte  dans  le  cercle  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  nor- 
male commune  aux  deux  courbes ,  puisque  ce  point  est  le  centre 
du  cercle.  Il  s'ensuit  que  la  corde  interceptée  dans  la  conique  passe 
aussi  par  un  point  fixe  situé  sur  la  même  normale  Ce  qui  est  un 
théorème  bien  connu. 

Si  l'angle  tournant  n*est  pas  droit,  la  corde  qu'il  intercepte  dans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique  ;  donc  la  corde  inter- 
ceptée dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique. 

(*)  Voir  Comptes  rendus  des  Séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XXVI  ; 
séance  du  32  mai  t849* 
(**)  Poncelet;  Traité  des  Propriétés projectives ;  p.  171  el  280. 
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Or  deux  cercles  concentriques  peuvent  être  regardés  comme 
ayant  un  double  contact  sur  la  droite  située  à  rinfini(719)  ;  donc 
la  nouvelle  conique  a  un  double  contact  avec  la  proposée  sur  la 
droite  qui ,  dans  cette  amique ,  correspond  à  l'infini  du  cercle. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  y  autour  d'un  point  d'une  conique,  comme  sommet,  on  fait 
tourner  un  angle  de  grandeur  constante ,  la  corde  qu'il  intercepte 
dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a  un  double 
contact  avec  la  proposée  (*  ). 

Cela  est,  comme  on  voit,  un  cas  particulier  du  théorème  (697), 
obtenu  par  la  méthode  générale. 

639.  Une  conique,  et  un  cercle  ayant  son  centre  en  Tun  de 
ses  foyers,  sont  deux  courbes  homologiques  dont  le  centre  d'ho- 
mologieest  au  foyer  (**).  Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne 
autour  de  ce  point,  comme  sommet,  la  corde  qu'il  intercepte  dans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Donc  la  corde  inter^ 
ceptée  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a  um 
double  contact  avec  la  proposée.  Le  contact  (imaginaire)  a  lieu  sur 
la  directrice  correspondante  au  foyer  ;  parce  que  cette  droite  est 
la  polaire  du  foyer,  et ,  par  conséquent ,  correspond  à  la  droite  à 
rinfini  dans  le  cercle ,  laquelle  est  la  polaire  du  centre. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  la  théorie  des 
figures  homologiques  a  pu  servir  à  faire  des  transformations  de 
propriétés  relatives  aux  angles.  C'est  dans  le  Traité  des  Propriétés 
projectives  de  M.  Poncelet,  que  Ton  trouve  les  premiers  exemples 
et  les  plus  heureuses  applications  de  cette  méthode. 

640.  Pour  la  transformation  des  angles,  dans  les  figures  corré- 
latives, on  peut  se  servir  de  la  théorie  des  polaires  réciproques, 
en  prenant  un  cercle  pour  conique  auxiliaire.  En  effet,  dans  le 
cercle,  \e pôle  d'une  droite  est  sur  le  rayon  perpendiculaire  à  la 
droite.  Il  s'ensuit  que  l'angle  de  deux  droites,  dans  une  figure, 
est  égal  à  l'angle  des  rayons  menés  d*un  point  fixe  aux  deux  points 
qui  correspondent  à  ces  droites  dans  la  figure  polaire.  De  là  résulte 

(  *)  Poncelet;  Traîlê  des  Propriétés  projectives  desjigures;  p.  2«So. 
(*")  îhid  ;  page  a6'i. 
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la  méthode  féconde  due  à  M.  Poncclec  et  dont  les  géomètres  depuis 
ofit  fait  de  nombreuses  applications. 

Ainsi  f  de  ce  théorème  :  «  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés ,  passent  par  un  même 
point,  »  on  conclut  celui-ci  :  Si  (tun  point  fixe  on  mène  des  droites 
aux  trois  sommets  d'un  triangle,  les  perpendiculaires  à  ces  droites  y 
menées  par  le  même  point ,  vont  rencontrer  1rs  côtés  opposés  aux 
trois  sommets  respectivement ,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite, 

641.  Dans  ce  système,  où  Ton  prend  les  pôles  et  polaires  par 
rapport  à  un  cercle,  la  conique  qui  correspond  à  un  cercle  a  l*un 
de  ses  foyers  situé  au  centre  du  cercle  auxiliaire.  Supposons  que 
Ton  considère  dans  le  cercle  proposé  im  angle  de  grandeur  donnée , 
ayant  son  sommet  sur  la  circonférence,  cet  angle  intercepte  dans 
le  cercle  une  corde  qui  enveloppe  un  second  cercle  concentrique. 
On  en  conclut  ce  théorème  :  Si  y  autour  ilu  foyer  d*  une  conique  y  on 
fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante  y  et  que  par  les  points 
où  ses  côtés  rencontrent  une  tangente  quelconque  à  la  conique  on 
mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  tangentes  aura  pour  lieu  géométrique  une  seconde  conique 
ayant  un  double  contact  avec  la  première,  sur  la  directrice  cor- 
respondante au  foyer. 

Si  Tangle  tournant  est  droit ,  le  lieu  est  la  directrice  elle-même . 

642.  Dans  ces  exemples ,  les  angles  que  nous  avons  eu  ù  trans- 
former sont  égaux,  de  sorte  que  notre  méthode  générale  s'y 
applique  aussi ,  et  elle  procure  immédiatement  des  résuluts  plus 
généraux.,  puisque  les  angles  de  la  nouvelle  figure  n*y  sont  pas 
nécessairement  de  même  grandeur.  Ainsi  le  théorème  précédent 
n^est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  (654)  conclu  de  la  même 
propriété  du  cercle  par  la  méthode  générale,  puisque  celui-ci 
exprime  une  propriété  relative  à  un  pomt  ([uclconque  pris  dans 
le  plan  d^me  conique,  tandis  que  ce  point  est,  dans  le  théo- 
rème (641),  nécessairement  un  des  deux  foyers  de  la  courbe. 

Il  est  vrai  qu'après  avoir  démontré  un  théorème  relatif  au  foyer 
d'une  conique  par  la  transformation  polaire  d'un  cercle ,  on  peut 
généraliser  ensuite  ce  théorème  et  l'appliquer  ù  un  point  quel- 
conque, par  une  transformation  homographique. 
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Si  la  mcthode  des  polaires  réciproques  ne  conduit  pas  immé- 
diatement aux  résultats  les  plus  généraux ,  elle  peut  offrir  un  autre 
avantage ,  car  elle  serait  seule  applicable  dans  des  questions  où 
Ton  aurait  à  considérer  des  angles  de  grandeurs  différentes.  Mais 
ce  cas  ne  s'est  probablement  présenté  que  fort  rarement  dans  les 
applications  que  Ton  a  pu  faire  de  cette  méthode  ingénieuse,  qui 
a  puissamment  contribué  aux  progrès  de  la  Géométrie  depuis  Tap- 
parition  du  Traité  des  Propriétés  projcctivt\s. 
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QUATRIÈME  SECTION. 

DES   CERCLES. 


CHAPITRE  XXVlll. 

VROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  UN  CERCLE. 


§  I .  —  Du  rappott  anhavmonique  de  quatre  points  d'un 

cercle. 

1. 

643.  La  seule  propriété  du  cercle  que  nous  supposerons 
connue  est  celle-ci  :  Tous  les  angles  qui  ont  leurs  sommets 
en  des  points  de  la  circonférence  et  qia  sôus-tendent  une 
même  corde  y  sont  égaux  ou  suppléments  l'un  de  Vautre* 
Cette  proposition  va  nous  servir  à  introduire ,  dans  la  théo- 
rie du  cercle ,  la  notion  du  rapport  anharmonique  qui  de- 
viendra la  base  des  développements  ultérieurs. 

644.  Si  de  deux  points  fixes  P,  P',  pris  sur  la  circonfé- 
rence d\in  cercle  (fig.  i34)  j  on  mène  des  droites  à  chaque 
point  m  de  la  cii*conférence ,  ces  droites  forment  deux 
faisceaux  homo graphiques. 

En  ertet,  deux  droites  Pm,  P/i  du  premier  faisceau  font 
en  Ire  elles  le  même  angle  que  les  deux  droites  correspon- 
dantes P'm,  P'/i  du  second  faisceau;  donc  les  deux  fais- 
ceaux sont  homographiques  (145). 

11  est  clair  que  le  rayon  PP'  du  premier  faisceau  a  pour 
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homologue,  dans  le  second,  la  tangente  au  cercle  en  P'; 
et  pareillement ,  que  la  tangente  en  P,  considérée  comme 
rayon  du  premier  faisceau ,  a  pour  homologue ,  dans  le  se- 
cond,  le  rayon  P'P  (541). 

645.  Le  théorème  précédent  est  susceptible  d'un  autre 
énoncé  -,  on  peut  dire  que  :  Si  par  quatre  points  fixes  a ,  b , 
c,  d,  pris  sur  la  circonférence  ri* un  cercle  (fig.  i35),  on 
mène  quatre  droites  à  un  même  point  p  de  la  circonje- 
rence^  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  droites 
est  constant,  quel  que  soit  ce  cinquième  point. 

Nous  appellerons  celte  valeur  constante  le  rapport  an- 
harmonique  des  quatre  points  a,  b,  c  ,  d  du  cercle. 

646.  Troui^cr  les  points  d* intersection  d'une  droite  et 
d'un  cercle. 

Les  deux  rayons  tournants  Pm,  V*m[fig.  i36)  mar- 
quent sur  la  droite  deux  divisions  homograp biques ,  dont  les 
points  doubles  seront  évidemment  les  points  d'intersection 
cherchés. 

On  construira  ces  points ,  soit  au  moyen  de  trois  couples 
quelconques  de  points  conjugués  a,  a'  des  deux  divisions, 
soit  en  se  servant  des  points  I  et  J',  dont  les  homologues  sont 
à  l'infini  (154). 

Obsers^ation.  — 11  résulte  de  là  que  les  propriétés  rela- 
tives aux  points  d'intersection  d'un  cercle  par  une  droite 
se  peuvent  conclure  de  celles  des  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques. 

Ce  que  cette  méthode  a  de  plus  utile  ici,  c'est  quelle 
permet  d'introduire  dans  la  théorie  du  cercle  la  notion  des 
points  imaginaires  y  qui  semblait  exiger  l'emploi  de  la  Géo- 
métrie analytique.  On  lève  par  là  une  grande  difficulté  qui 
entravait  la  marche  de  la  Géométrie  pure.  Nous  verrons 
plus  loin  (*)  combien  la  considération  des  imaginaires  peut 

(•)  Chap.  WMlïci  XXXIV. 
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être  utile  comme  moyen  de  dëmonstration ,  même  dans  des 
propositions  exclusivement  relatives  à  des  objets  réels. 

647.  Prenons  pour  les  points  P,  P'  les  extrémités  d'un 
diamètre  {fig-  i37) ,  et  soit  p  le  point  où  ce  diamètre  ren- 
contre la  droite  proposée  L. 

Qu'on  mène  la  corde  P'M  parallèle  à  cette  droite,  puis 
la  corde  PM  ;  celle-ci  marquera  sur  la  droite  le  point  I  (154  ) , 
qui  sera,  par  conséquent,  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  P  sur  la  droite.  De  même,  la  perpendi- 
culaire P' J' marque  le  point  J'.  Le  point  milieu  O  des  deux 
1  et  y  est  le  milieu  des  deux  points  d'intersection  (154). 
Par  conséquent ,  on  en  conclut  que  :  Le  pied  de  la  per- 
pendicidaire  abaissée  du  centra  d\in  cercle  sur  une  droite 
est  le  milieu  des  deux  points  d'intersection  [réels  ou  ima- 
ginaires) de  la  droite  et  du  cercle, 

648.  Considérons  le  point  p  comme  appartenant  à  la 
première  division,  et  conséquemment  au  rayon  PP'  du 
premier  faisceau,  son  homologue  p'  sera  sur  la  tangente 
en  P'  (644) ,  laquelle  est  perpendiculaire  à  PP'.  On  peut 
exprimer  les  deux  divisions  homographiques  par  l'équation 

pa.pa' — py,pa  —  pl.p/i'  -+-  pl.pp'=:  o    (  152); 

et  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  du  cercle  se  dé- 
terminent par  celle-ci  : 

pa  —  (pi  -4-  py)pa  -H  pl.pp'  =  o. 

Soient  e,  f  ces  points  (réels  ou  imaginaires);  le  produit 
pc.pfest  égal  au  dernier  terme  pl.pp\ 

autrement.  Considérons  les  deux  points  p  et  I  de  la 
première  division ,  dont  les  homologues  ,  dans  la  seconde , 
sont  p'  et  I'  (celui-ci  à  l'infini);  les  deux  couples  p,  I',  et 
I,p' forment  avec <?,/*,  une  involution  (259)  dont  le  point 
central  est  p,  puisque  son  conjugué  V  est  à  l'infini  ;  on  a 


n 
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donc 

p<r.p/=pl.pp'    (197). 

Cela  posé ,  on  a ,  dans  les  deux  triangles  semblables  plP, 

Donc 

ptf .  p/'=  p  P .  p  P' =  const. 

Donc  :  Si  autour  d'un  point  p  on  fait  tourner  une  tram- 
vfersale,  le  produit  des  segments  compris  entre  ce  point  et 
les  deux  points  [réels  ou  imaginaires)  oii  cette  droite  ren- 
contre le  cercle ,  reste  constant. 

Soit  C  le  centre  du  cercle,  et  R  son  rayon  ;  on  a 

pP.pP'  =  pT— R% 
et,  par  conséquent, 

P£f.p/=pC  — R». 
Si  le  point  p  est  le  milieu  O  des  deux  points  e ,  J\  ou  a 

0/=— Otf    et    Ô^  =  R'  — Ôc! 

649.  Puisque  le  milieu  des  deux  points  d'intersection 
d'une  droite  et  d'un  cercle  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  la  droite  (647) ,  il  s'ensuit  que  : 

Si  autour  d"" un  point  on  fait  tourner  une  droite  ^  le  mi- 
lieu des  deux  points  [réels  ou  imaginaires)  ou  elle  ren- 
contre un  cercle  fixe,  a  pour  lieu  géométrique  un  second 
cercle  ayant  pour  diamètre  la  droite  menée  du  point  fixe 
au  centre  du  cercle  proposé, 

650.  Quand  une  droite  A  ne  rencontre  pas  un  cercle,  les 
points  doubles  des  deux  divisions  homograpbiques  par  les- 
quelles on  cherche  à  déterminer  les  points  d'intersec- 
tion (646)  sont  imaginaires,  et  Ton  en  conclut  cette  pro- 
priété remarquable  (171)  :  il  existe ^  de  pai^t  et  d'autre 
de  la  droite  A    (fig.  i36),   un  point  d'où  l'on  voit  tous 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  461 

les  segments  tels  que  clck!  sous  des  angles  de  même  gran^ 
deur;  et  ce  point  est  toujours  le  même,  quels  que  soient 
les  deux  points  fixes  P,  P',  pris  sur  la  circonférence. 

En  effet ,  la  distance  du  point  en  question  à  la  droite  A  a 
son  carré  égal,  avec  le  signe  — ,  au  carré  du  demi-segment 
compris  entre  les  deux  points  doubles  (171) ,  et,  par  con- 
séquent, au  carré  de  la  demi-corde  imaginaire  interceptée 
sur  la  droite  par  le  cercle  (*). 

651 .  Détemiiner  les  points  imaginaires  d*un  cercle,  situés 
à  l'infini. 

L'infini  est  une  ligne  droite ,  il  faut  donc  déterminer  les 
points  d'intersection  du  cercle  par  cette  droite  située  à  Tin- 
fini.  Les  rayons  Pm,  P'm,  qu'on  fait  tourner  autour  de 
deux  points  fixes  P,  P^  (fig'  ^36),  et  qui  se  croisent  en  un 
autre  point  quelconque  de  la  circonférence,  rencontrent  la 
droite  en  deux  points  a,  a^  situés  à  Tinfini  et  formant 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  demandés.  Or,  si  par  le  point  P  on  mène  la 
droite  Pm'  parallèle  à  P'm,  elle  ira  passer,  à  Finfini ,  par 
le  point  a'^  de  sorte  que  les  deux  divisions  homographiques 
sont  formées  par  les  deux  côtés  de  Fangle  mVm\  Or  cet 
angle  est  de  grandeur  constante ,  par  conséquent  ses  côtés 
Pm,  P/n',  en  tournant,  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques dont  les  rayons  doubles  (imaginaires)  répondent 
aux  points  doubles  des  deux  divisions  homographiques  à 
l'infini.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  points  d'intersection  d'un  cercle  par  la  droite  située 
à  l'infini,  sont  sur  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux 
homographiques  formés  par  les  deux  côtés  d'un  angle 
de  grandeur  constante,  tournant  autour  de  son  sommet. 

L'angle  change  de  grandeur  si  le  point  P'  se  déplace  sur 

(*)  Ce  théorème  aura  (liYcrses  applicAlions;  nous  nous  en  servirons  no- 
Umnnent  pour  démontrer  qu'un  cône  à  bai^e  circulaire  peut  être  coupé  d*u ni» 
seconde  manière  suivant  un  cercle.  (Chap.  XXX IV.) 
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la  circonférence^  il  en  résulte  que  les  rayons  doubles  des 
deux  faisceaux  formés  par  les  deux  côtés  sont  toujours  les 
mêmes ,  quel  que  soit  cet  angle ,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà 
démontré  directement  (172). 

652.  Si  par  un  point  quelconque  on  mène  deux  droites 
A,  A'  parallèles  aux  deux  côtés  de  Tangle  mP/n'  considéré 
dans  une  de  ses  positions ,  ces  deux  droites  passeront  par 
deux  points  homologues  des  deux  divisions  homographiques 
situées  à  rînfîni.  Il  en  résulte  ce  théorème  général  : 

SrVon  a  des  angles  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,C'),  etc., 
tous  de  même  grandeur  et  Jormés  dans  le  même  sens  de 
rotation,  à  partir  de  leurs  origines,  mais  placés  d'une  ma* 
nière  quelconque ,  leurs  côtés  forment  sur  la  droite  sàuée 
à  Vinjini  deux  dit^isions  homograp fugues  dont  les  points 
doubles,  imaginaires,  sont  toujours  les  mêmes,  quelle  que 
soit  la  grandeur  commune  des  angles^  et  ces  points  dou  - 
blés  sont  les  points  d'intersection  d'un  cercle  quelconque 
tracé  dans  le  plan  de  la  figure ,  par  la  droite  située  à 
r  infini  [*). 

II.  Polygones  inscrits  à  un  cercle. 

683.  Soient  PA,  P'A  etPB,  P'B  deux  couples  de  rayons 
homologues  fixes ,  et  Pm ,  P'm  deux  rayons  homologues  va- 
riables^ l'homographie  des  deux  faisceaux  considérés  pré- 
cédemment (644)  s'exprime  par  Téquation  générale 

sin/TiPA sin/wP'A      /-.«^ 

sin/wPB  ~    sin  m  P'B     ^        ^' 

Mais  ici  la  constante  \  est  égale  à  Tunité-,  car  les  deux 
angles  mPA  et  mP'A  sont  égaux  ou  suppléments  Tun  de 
Taulre,  ainsi  que  les  deux  mPB,  mP'B.  Ainsi  Téquation  est 

sin  m  PA sin  m  P'A 

sin /M  PB  ~"  sin  m  P'B  ' 

(")  (^esi  ce  th<^orèine  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les  applicatioQs 
des  méibodes  de  traiibroimation  des  figures  (684). 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  463 

Le  premier  membre  est  ëgal  au  rapport  des  distances  du 
point  m  aux  deux  droites  PA,  PB,  et  le  second,  au  rap* 
port  des  distances  du  même  point  aux  deux  droites  P'A, 
P'B.  Ce  qui  exprime,  à  Tégard  du  quadrilatère  PAP'B,que  : 

Dans  un  (fuadrilalère  insciit  à  un  cercle,  le  produit 
des  dislances  de  chaque  point  de  la  circonjérence  à  deux 
côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  dislances  du  même 
point  aux  deux  autres  côtés  opposés, 

654.  On  peut  étendre  ce  théorème  à  un  polygone  quel- 
conque d'un  nombre  pair  de  côtés  ^  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  est  in^ 
scril  au  cercle  y  le  produit  des  distances  d*un  point  quel" 
conque  de  la  circonférence  aux  côtés  de  rang  pair  est  égal 
au  produit  des  distances  du  même  point  aux  côtés  de  rang 
impair. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  d'observer  que 
s^il  a  lieu  pour  un  polygone  Ae  'in  côtés,  il  aura  lieu  pour 
un  polygone  de  2  w  -f-  a  côtés ,  parce  que  celui-ci  se  dé- 
compose, au  moyen  d'une  diagonale,  en  un  polygone  de 
3/2  côtés  et  un  quadrilatère,  et  que  les  équations  relatives 
â  ces  deux  figures  fournissent  immédiatement  Féquation 
relative  au  polygone  de  2»  +  2  côtés.  On  conclut  de  là  que 
le  théorème  étant  vrai  pour  un  quadrilatère ,  il  Test  aussi 
pour  un  hexagone,  pour  un  octogone,  etc.  Donc,  etc. 

655.  Un  polygone  inscrit  dans  un  cercle  peut  être  re- 
gardé comme  ayant  un  côté  infiniment  petit,  dirigé  sui- 
vant la  tangente  au  cercle,  en  Tun  de  ses  sommets.  Celte 
considération  permet  d'appliquer  le  théorème  à  des  poly- 
gones quelconques.  On  eu  conclut,  par  exemple,  que  : 

Quanti  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle ^  si  Von 
considère  le  polygone  inscrit  qui  a  pour  sommets  les  points 
de  contact  des  côtés  du  polygone  circonscrit ,  le  produit 
d/'s  distances  d'un  point  de  la  circonférence  aux  côtés  du 
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premier  polygone  est  égal  au  produit  des  distances  du 

même  point  aux  côtés  du  second. 

656.  Soit  un  quadrilatère  PjtiP'ti  inscrit  au  cercle 
(fig-  i38).  Une  droite  L  rencontre  les  deux  côtés  P^,  Vn 
en  a,  &;  les  deux  P'/n,  V n  en  a\  b!j  et  la  circonférence 
en  deux  points  e, y*  (réels  ou  imaginaires)  ;  ces  deux  points 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques 
dont  a,  i  et  a\  b^  sont  deux  couples  de  points  homolo- 
gues (646).  Par  conséquent,  les  trois  couples  e^f-^a^h'  et 
a\  h  sont  en  involution  (207).  Or  a,  V  appartiennent  à 
deux  côtés  opposés  du  quadrilatère ,  et  a\  h  aux  deux  autres 
côtés  opposés.  Donc, 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle,  une 
transx^ersale  quelconque  rencontre  ses  deux  couples  de 
côtés  opposés  et  la  circonférence,  en  trois  couples  de  points 
qui  sont  en  inv^olulion. 

Cette  proposition  est  celle  que  Ton  appelle  le  théorème 
de  Desargues  sur  Vinuolution, 

autrement.  Les  droites  menées  des  deux  sommets  P,  P' 
du  quadrilatère  PmP'/z  aux  quatre  points  m,  n,  e,  /  de 
la  circonférence  forment  deux  faisceaux  qui  ont  le  même 
rapport  anharmonique  (644).  Conséquemment  les  deux  sé- 
ries de  quatre  points  dans  lesquels  ces  droites  rencontrent 
la  transversale,  savoir  a,  i,  e,  y  et  a',  J',  e,  f  ont  le 
même  rapport  anharmonique  j  et  l'on  a 

ea     fa ea!    fa' 

7h  'fb'^W''  fP' 
ou 

ea .  eb'      fa  .fh' 

va'  ,eh^  fa\fh 

Ce  qui  est  une  des  équations  d'involution  à  huit  segments. 
Donc,  etc. 

Cette  seconde  démonstration  exige ,  à  la  rigueur,  que  les 
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deux  points  e,  f  soient  imaginaires ,  puisqu^on  les  consi- 
dère isolément ,  tandis  que  dans  la  première  ces  points  sont 
réels  ou  imaginaires,  indifféremment. 

667.  LMquation  précédente  s'étend  à  un  polygone  d'un 
nombre  pair  de  côtés;  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit 
dans  un  cercle  y  si  Von  mène  une  transi^ersale  qui  rencon^ 
tre  les  côtés  de  rang  pair  en  des  points  oc^  a\  a'',...,  les 
côtés  de  rang  impair  en  des  points  6 ,  6',  6",...,  et  la  cir- 
conférence en  deux  points  e,  f ,  on  aura  la  relation 

eoL^ea! »eat!' . .  ,       f%,fci!.fa!'.,, 

La  démonstration  se  fait  par  le  même  raisonnement  que 
pour  lo  théorème  (654). 

III.  Hexagone  inscrit  au  cercle. 

658.  Les  droites  menées  de  quatre  points  d'un  cercle  à 
deux  autres  points  de  la  circonférence  forment  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux  (644)  -,  on  en  conclut,  en  considérant  les  six 
points  comme  les  sommets  d*un  hexagone  (417) ,  le  théo- 
rème de  Pascal  : 

Quand  un  hexagone  est  inscrit  dans  un  cercle,  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

S  II.  —  Du  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes 

à  un  cercle. 

I. 

659.  Deux  tangentes  à  un  cercle  étant  fixes ,  si  Von 
mène  plusieurs  autres  tangentes ,  leurs  parties  comprises 
entre  les  deux  premières  seront  vues,  du  centre  du  cercle, 
sous  des  angles  égaux  ou  suppléments  Vun  de  Vautre. 

3o 
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En  effet,  soient  A  et  A'  (fig>  iSg)  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  fixes  ^  et  m  le  point  de  contact  d^une 
troisième  tangente  aa'^  les  deux  droites  Ca,  Ca',  issues 
du  centre  du  cercle,  sont  perpendiculaires  aux  deux  ?wA, 
m  A',  et  font  entre  elles  un  angle  aQa'  supplément  de 
l'angle  AmA\  dont  les  deux  côtés  sous-tendent  la  corde 
fixe  A  A'.  Or  tous  ces  angles  Km  h!  sont  égaux  ou  supplé- 
ments Tun  de  l'autre.  Donc,  etc. 

Corollaihe.  —  Quand  les  deux  tangentes  fixes  sont  pa- 
rallèles, l'angle  a C a'  est  droit.  Donc,  la  portion  d'wte 
tangente  au  cercle,  comprise  entre  deux  tangentes  paral- 
lèles, est  vue  du  centre  sous  un  angle  droit. 

660.  On  conclut  du  théorème  précédent,  que  : 

Une  tangente  mobile ,  roulant  sur  un  cercle  y  rencontre 
deux  tangentes  fixes,  en  deux  points  qui  forment  deux 
divisions  homo graphiques. 

Eu  effet,  l'angle  aCa'  restant  de  même  grandeur,  les 
deux  rayons  Ca,  Ca'  forment  deux  faisceaux  homogra- 
pliiques,  et,  par  conséquent ,  les  deux  points  a,  fz'  for- 
ment deux  divisions  liomograpliiques. 

661 .  Les  droites  menées  d^un  point  fixe ,  aux  deux  sé- 
ries de  points  a  et  a\  formeront  deux  faisceaux  homogra- 
pbiques  dont  les  rayons  doubles  seront ,  évidemment ,  les 
tangentes  au  cercle  menées  par  ce  point.  Les  rayons  doubles 
peuvent  être  imaginaires^  les  tangentes  le  seront  aussi.  On 
conçoit  donc  bien  ce  que  Ton  entendra  par  deux  droites 
imaginaires  tangentes  à  un  cercle.  Cette  notion  nous  sera 
très-utile. 

662.  On  conclut  du  théorème  (660)  que  :  Quatre  tan- 
gentes à  un  cercle  sont  rencontrées  par  une  cinquième  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  reste  con- 
stant, quelle  que  soit  cette  cinquième  tangente. 
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Nous  appellerons  cette  quantité  constante,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  Jixcs. 

663.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  à 
un  cercle  est  égal  à  celui  des  quatre  points  de  contact. 

En  eilet,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
bj  c^  d  (Jig-  i4o)  ^  est  celui  des  quatre  droites  menées  de 
ces  points  à  un  autre  point  în  de  la  circonférence  (645)  5  et 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  aux  points 
a ,  b ^  c ^d  est  celui  des  quatre  points  d'intersection  de  ces 
tangentes  par  une  cinquième  quelconque  (662),  et,  par 
conséquent,  par  la  tangente  au  point  m.  Soient  a,  6,7, 
0  ces  quatre  points  d'intersection  :  leur  rapport  anharmo- 
nique est  égal  à  celui  des  quatre  rayons  menés  du  centre 
du  cercle  à  ces  points^  et  comme  ces  rayons  sont  perpendi- 
culaires ,  respectivement ,  aux  quatre  droites  qui  vont  du 
point  m  aux  quatre  points  a  ^  b^c ,  rf,  leur  rapport  anhar- 
monique est  égal  à  celui  de  ces  quatre  droites.  Mais  celui-ci 
exprime  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  6, 
c,  rf;  donc  ce  rapport  est  égal  k  celui  des  quatre  tangentes. 

c.    Q.    F.    D. 

n.  Polygones  circonscrits  au  cercle. 

664.  Soit  un  quadrilatère  circonscrit  abb' a'  {Jîg.  i4i) 
et  une  tangente  mobile  /7/m'  qui  rencontre  ses  côtés  opposés 
ai,  a'è'  en  m  et  m'.  Ces  deux  points  forment  deux  divi- 
sions homographiques  (660) ,  et,  par  conséquent,  on  a 


ma      .  /w'«' 


mb'^    m' h' 
ma 


(118). 


Le  rapport  — r  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la 
tangente  mm'  aux  deux  sommets  a ,  6  du  quadrilatère , 
et  -— -  est  éçal  au  rapport  des  distances  de  la  même  tan- 


3o. 


^ 
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gente  aux  deux  autres  sommets  a\b\ll  sWsuit  que  Téqua- 
lion  précédente  exprime  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  si 
une  tangente  roule  sur  le  cercle ,  le  produit  de  ses  distan- 
ces à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  est  au  pro- 
duit de  ses  dislances  aux  deux  autres  sommets^  dans 
une  raison  X  qui  reste  constante. 

La  constante  A  peut  prendre  une  expression  très-simple. 
On  a ,  dans  les  triangles  Cam ,  C  uni , 

ma       sinmCa     Ca 


mb 

sin  m  C  ^ 

C* 

Et  de  même 

mW 

sin  w'Cfl' 

Cfl' 

m' h'  " 

^sinw'C^' 

Cb' 

Or  les  deux  angles  niCn  et  m'Ca'  ont  leurs  sinus 
égaux  (659),  ainsi  que  les  deux  mCb^  w'Ci'.  Donc 

ma     m' a'        Ca    Ca' 
ii^'m^'^cTf'ClP' 

Et  par  conséquent, 

Crt     Ca'  _Ca.Cb' 
Cb'  'cF''Cb.Ca'' 

Ainsi  : 

La  raison  X  est  égale  au  produit  des  distances  du  centre 
du  cercle  aux  deux  premiers  sommets  opposés  du  quadri- 
latère ,  divisé  par  le  produit  des  distances  du  même  centre 
aux  deux  autres  sommets. 

Le  centre  du  cercle  lient  lieu,  en  quelque  sorte,  d'une 
tangente. 

Autrement,  Voici  une  seconde  démonstration  de  ce  ré- 
sultat singulier,  qui  montrera  mieux  la  raison  première 
de  la  propriété  dont  jouit  ici  le  centre  du  cercle.  Il  suffit 
d'appliquer  le  théorème  aux  deux  tangentes  imaginaires 
issues  de  ce  point,  considérées  simultanément  (661). 
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En  effet ,  soient  d'abord  deux  tangentes  quelconques  M , 
M',  et  soit  O  leur  point  de  concours.  Le  produit  des  distances 
des  deux  sommets  a,  4'  du  quadrilatère  à  ces  deux  tan- 
gentes, divisé  par  le  produit  des  distances  des  deux  autres 
sommets  6,  a  aux  mêmes  tangentes,  est  égal  à  une  con- 
stante X*,  d'après  la  première  partie  du  théorème  :  il  s^ensuit 
qu'on  a  la  relation 

1^,F0       stp  a  OM .  sin  a  OW .  sin  b'  OM .  sin  b'  OW  _ 

Les  deux  tangentes  issues  du  point  O  sont  les  rayons 
doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  rayons 
passeraient ,  les  uns  par  les  points  a^  b^  ^  v?  ^^  l^s  autres 
par  les  points  a',  b\  c',. . .,  que  les  tangentes  au  cercle 
déterminent  sur  deux  tangentes  fixes  (661).  Or,  quand  le 
point  O  est  le  centre  du  cercle ,  les  angles  des  deux  fais- 
ceaux sont  égaux,  deux  à  deux  \  par  exemple ,  l'angle  aOb 
est  ^al  à  Fangle  a'Ob\  ou  à  son  supplément  (659) ,  ce  qui 
revient  au  même;  et  alors  on  a,  à  l'égard  des  deux  rayons 
doubles  M ,  M', 


et  de  même 


sinaOM    singQM'  _ 
sin^OM  "  sin  ^OM'  ""  "     '^     ^' 


sin«'OM    sinfl'OM' 

=  I. 


sin^'OM    sin^'OM' 


L'équation  précédente  se  réduit  donc  à 

flO    b'O 


bO    û'O 


=  ). 


C.    Q.    F.    D, 


665.  Le  théorème  précédent  s'étend  à  un  polygone  quel- 
conque d'un  nombre  pair  de  côtés;  c'est-à-dire  que  : 

Un  polygone  (Vun  nombre  pair  de  côtés  étant  circon- 
sent  à  un  cercle,  si  Von  mène  une  tangente  quelconque ^  le 
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produit  de  ses  distances  aux  sommets'  de  rang  pair  sera 
au  produit  de  ses  distances  aux  sommets  de  rang  impair, 
dans  une  raison  constante  ,  égale  au  produit  des  distances 
des  sommets  de  rang  pair  au  centre  du  cercle,  divisé  par 
le  produit  des  distances  des  som tacts  de  rang  impair  an 
même  centre, 

La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  du 
théorème  (654). 

666.  On  peut  regarder  le  point  de  contact  d'une  tangente 
à  un  cercle  comme  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  dont 
les  deux  côtés  seraient  infiniment  peu  différents  en  direc- 
tion. De  sorte  que  le  point  de  contact  d'un  côté  d'un  poly- 
gone circonscrit  peut  être  regardé  comme  un  sommet  d'un 
polygone  qui  aurait  un  sommet  de  plus.  Il  résulte  de  ces 
considérations ,  que  les  théorèmes  précédents  peuvent  être 
appliqués  à  des  polygones  circonscrits,  d'un  nombre  quel- 
conque de  côtés.  On  a ,  entre  autres ,  ce  théorème  : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle^  le  pro- 
duit des  distances  rfe  ses  sommets  à  une  tangente ,  est  an 
produit  des  distances  des  points  de  contact  de  ses  côtés  à 
la  même  tangente ,  dans  une  raison  constante^  quelle  ^u^ 
soit  cette  tangente. 

667.  Les  tangentes  à  un  cercle  rencontrant  deux  tan- 
gentes fixes  L,  IJ  en  des  points  a,  A  ,...  et  a',  ft',...,  ?^ 
forment  deux  divisions  homographiques  (660) ,  les  droites 
Pa,  PJ,...,  et  P«',Pi',...,  menées  d'un  même  point  Pà 
ces  deux  séries  de  points ,  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques, et  les  rayons  doubles  de  ces  deux  faisceaux 
sont  les  tangentes  au  cercle ,  menées  par  le  point  P  (66i).  Or 
ces  rayons  doubles  forment  un  faisceau  en  involution  avec 
les  deux  couples  de  droites  Pa,  P/>',  et  P/>,  Pa'  (207).  On 
a  donc ,  en  considérant  le  quadrilatère  abh'a'  circonscrit  au 
cercle  ^  ce  théorème  : 
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Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle^  les 
deux  couples  de  droites  menées  d\m  métne  point  à  ses 
sommets  opposés^  et  les  deux  tangentes  menées  du  même 
point  à  la  circonférence  du  cercle ,  foiment  un  faisceau  en 
ùwolution . 

Il  nous  sera  utile  de  remarquer  iei  que  la  démonstration 
implique  le  cas  où  les  deux  tangentes  sont  imaginaires. 

Appelons  E  et  F  ces  deux  tangentes  (  réelles  ou  imagi- 
naires) )  A)  ^'  les  droites  menées  à  deux  sommets  opposés 
du  quadrilatère,  et  6 ,  ë'  les  droites  menées  aux  deux  autres 
sommets;  on  aura,  entre  autres,  Téquation  d'involution 
suivante  : 

•  si"(E,  «).sin(E,  a')  _  5in(F,  ûr).8in(F,  a') 

sin(E,  e}.sin(E,  6')  ■■'sin(F,  €).sin(F,  6')' 

668.  Cette  équation  s'étend  à  un  polygone  circoqscrit 
au  cercle ,  d'un  nombre  pair  de  sommets;  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d^un  nombre  pair  de  sommets  est 
circonscrit  à  un  cercle,  si  d'un  même  point  on  mette  les 
tangentes  au  cercle  et  des  droites  aboutissant  aux  sommets 
du  polygone,  on  aura,  en  appelant  E,  F  /e^  deux  tan- 
gentes, et  a^  a\  a^\,..  les  droites  menées  aux  sommets 
de  rang  pair,  et  6,  6',  6'',...  les  droites  méfiées  aux  som- 
mets de  rang  impair^  la  relation 

>in(E,«).sin(E,«').sin(E,a^^)...  _sin(F,  a)\sin(F,a^).8in(F,  a'^)... 
ûn(E,6).àin(E,6').sin(E,6")..."~sin(F,  6).sin(F,e').sin(F,  6")...' 

La  démonstration  se  fait  comme  celle  que  nous  avons 
indiquée  pour  le  théorème  (665)  \  et  la  remarque  qui  a 
donné  Heu  au  théorème  (666)  s'applique  également  ici. 

III.    Hexagone  circonscrit  au  cercle. 

669.  Quatre  tangentes  à  un  cercle  rencontrent  deux 
autres  tangentes  on  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont  le 
même  rapport  anharmonique  (662).  Donc,  en  considérant 
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les  six  tangentes  comme  formant  un  hexagone  circonscrit 
au  cercle,  on  a,  d'après  la  proposition  (4i4)  ?  1^  théorème 
suivant,  dû  à  M.  Brianchon  : 

Dans  tout  hexagone  circonsciit  à  un  cerchy  les  trois 
diagonales  gui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par 
un  même  point  (*). 

§  III.  —  Propriétés  divf erses. 

I. 

670.  Si  sur  le  diamètre  d*un  cercle  on  prend  deux 
points  qui  div^isent  harmoniquement  ce  diamètre  y  les  dis- 
tances de  chaque  point  de  la  circonférence  à  ces  deux 
points  fixes  ont  leur  rapport  constant. 

En  eflfet,  soient  e,y*les  deux  points  qui  divisent  harmo- 
niquement le  diamètre  ÂÂ'  [fig»  14^)  9  l^s  droites  menées 
d'un  point  de  la  circonférence  à  ces  deux  points  font  des 
angles  égaux  avec  la  droite  menée  du  même  point  à  Tune 
des  extrémités  du  diamètre  (81).  Or  on  a,  dans  les  deux 
triangles  em  A, /m  A, 

em  sinA         fm         sinA 

ek       siD^/7iA      /A.       sin//7fA    • 

Il  s'ensuit ,  puisque  les  deux  angles  emK^fmK  sont  égaux, 

que 

em      fm  me       Ke 

ek      fk  mf      kf 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

671 .  Si  par  deux  points  e,  f ,  qui  div^isent  harmonique- 
ment le  diamètre  A  A'  d*un  cercle  (fig.  143),  on  élèye  deux 
perpendiculaires  ^  toute  tangente  au  cercle  rencontre  ces 
droites  en  deux  points  e',  f,  tels,  que  les  droites  menées 

{*)  Nous  avons  dit  (612)  commcni  M.  Brianchon  a  déduit  ce  théorèiM 
de  celui  do  Patical  sur  Phexagone  inscrit. 
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du  centre  à  ces  deux  points  sont  également  inclinées  sur 
la  droite  menée  du  centre  au  point  où  la  tangente  ren- 
contre la  tangente  fixe  en  l'une  des  extrémités  du  dia- 
mètre AA'. 

En  effet,  les  deux  droites  Ce',  C/'  forment  avec  les 
deux  Ca,  Q»a'  un  faisceau  harmonique.  Or  celles-ci  sont 
rectangulaires  (659,  corolL).  Donc  chacune  d^elles  fait  des 
angles  égaux  avec  les  deux  Ce',  Cf  (80).  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  :  Le  rapport  des  deux 

Ac 
droites  Ce',  Cf  est  constant  et  égal  à  —u' 

Car,  la  droite  Ca  divisant  l'angle  e'C/'  en  deux  égale- 

ÇiC         ac  oc         Ac 

ment,  on  a  -r-p-,  =  — -r»  Mais  —p;  =  --^-  Donc,  etc. 

C/'       aj'  af       A/ 

II. 

672.  Si  sur  les  cordes  d'un  cercle  issues  d'un  même 
point  p  de  la  circonjerence  (fig.  i44)  9  on  prend  des  seg- 
ments pp'j  en  raison  inv^erse  des  cordes,  le  lieu  de  leurs 
extrémités  p'  est  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre 
qui  passe  par  le  point  p. 

En  effet,  on  a ,  par  hypothèse,  pp'  =  — »  ^  étant  une  con- 
stante. Soit  pris  sur  le  diamètre  pO,  le  segment  pE  =  —  î 

on  aura 

PP       pO 

pp'.pa=pE.pO     ou      •^  =  ^—; 

ce  qui  prouve  que  les  deux  triangles  pEp'  et  paO,  qui  ont 
Tangle  en  p  commun ,  sont  semblables ,  et ,  par  conséquent , 
que  le  premier  est  rectangle  en  E,  de  même  que  le  second 
Test  en  a.  Donc  le  lieu  du  point  p'  est  la  droite  élevée  par 
le  point  E  perpendiculairement  au  diamètre  pO. 

C.    Q.    F.    D. 
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673.  Quand  un  triangle  est  insctit  dans  un  cercle,  le 
produit  de  deux  côtés  est  égal  au  produit  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  opposé  sur  le  troisième  côté ^ 
multipliée  par  la  diamètre  du  cercle. 

En  effet ,  soient  ABC  {fig-  i45)  le  triangle,  kp  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  opposé,  et  ÂA' 
le  diamètre  du  cercle.  Les  deux  triangles  rectangles  BA/? 
et  A'AC  sont  semblables ,  parce  que  leurs  angles  en  R  et 
A^  sont  égaux  ;  de  sorte  qu'on  a  la  proportion 

-— =  — :r,     ou     AB.AC  =  Ap.AA'. 
\p       kC 

C.    Q.     F.    D. 

Corollaire  I.  —  Il  suit  de  là  que 

AB.BC  CA=zA/?.BC.AA'; 

d*où  Ton  conclut  que  : 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  est  égal 
au  produit  des  trois  côtés  dis^isé  par  le  double  de  l'aire  dti 
triangle. 

Ainsi,  a,  6,  c  étant  les  trois  côtés  du  triangle,  S  sa 
surface  et  r  le  rayon  du  cercle  circonscrit ,  on  a  4  z'» S  =  abc. 

c  A 

En  écrivant . — -  =  -. —  — p?  on  dira  que  \aire  du  triangle 

est  à  Vaire  du  cercle  circonscrit  y  comme  le  produit  des  trois 
côtés  du  triangle  est  au  cube  du  rayon  du  cercle. 
Corollaire  II.  —  En  appliquant  Téquation 

A/y.AA'  =  AB.AC, 

relative  à  la  corde  BC ,  à  tous  les  côtés  consécutifs  d'un  po- 
lygone, d'un  nombre  pair  de  côtés,  inscrit  au  cercle,  on  en 
conclut  immédiatement  le  théorème  (654). 

m. 

074.  Un  triangle  ABC  étant  tracé  dans  le  plan  d'un 
kcrclcy  si  de  ses  sommets  on  mène  les  tangentes  An  ^  A  a'; 


\ 
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Bby  BA'  et  Ce,  Ce'  {^réelles  on  imaginaires)^  on  aura, 
entre  les  sinus  fies  angles  que  ces  tangentes  Jont  av^ec  les 
côtés  du  triangle  y  la  relation 

sin a AB . sin a' AB    sin  cCA.sin  c'CA     sin  ^BCsin //BC 


sinaAC.sina'AC     sin  cCB.8in6*'CB     sin  ^ BA . sin  &' B A 


=  I. 


Supposons  d'abord  que  les  deux  sommets  B ,  C  du  triangle 
soient  extérieurs  au  cercle,  le  sommet  A  pouvant  être  inté^ 
rieur  ou  extérieur,  indifféremment. 

Soit  D  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  Bft 
et  Ce  ^  les  trois  droites  menées  de  ce  point  aux  sommets  du 
triangle  ABC  donnent  la  relation 

sin  ^BC     sin  cCA     sin  DAB  /^.««v 

sin^BA     sincCB     sinDAC  ^        ' 

On  a  pareillement ,  à  l'égard  du  point  d'intersection  D' 
des  deux  tangentes  Bft',  Ce', 

sin  b'  BC    sin  cf  CA     sin  D^AB  _  ^ 
sin  6'BA  '  sin  c'  CB  '  sin  D'AC  ~^"~'- 

Multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

sin  &  BC .  sin  ^'  BG    sin  c  CA .  sin  </  C  A    sin  DAB .  sin  D' AB 


sin  ABA.sin^^'BA    sincCB.sin  c'CB    sin DAC . sin  D' AC 


I. 


Or,  les  quatre  tangentes  Bè,  B4',  Ce ,  Ce'  forment  un  qua- 
drilatère circonscrit  HDCD'.  Les  droites  menées  du  point  A 
aux  sommets  de  ce  quadrilatère,  et  les  deux  tangentes  Aa, 
Ao'  (réelles  ou  imaginaires)  forment  une  involution  (667). 
On  a  donc  Féquation 

sin  B  A  D.  sin  B  AD'       sinBAa  sin  BAâ' 
sin  CAD .  sin  CAD'       sin  CA  a .  sin  CAa' 

d'après  laquelle  la  précédente  devient  précisément  celle 
qu'il  faut  démontrer. 

Passons  au  cas  où  deux  sommets  A,  B  sont  intérieurs^ 
et  un  seul  C  extérieur. 
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Que  sur  le  coté  AB  on  prenne  un  poînl  extérieur  B'^ 
on  a  deux  triangles  B'AC,  B'BC,  dont  chacun  n'a  qu'un 
sommet  intérieur,  et  auxquels  s'applique  le  théorème^  et, 
des  deux  équations  relatives  à  ces  triangles ,  résulte  uatu* 
rellement  celle  qui  exprime  le  théorème  à  démontrer  pour 
le  triangle  ABC  dont  les  deux  sommets  A ,  B  sont  intérieurs 
au  cercle. 

Enûn ,  considérons  le  cas  où  le  triangle  a  ses  trois  som- 
mets A,  B,  C  intérieurs  au  cercle.  Alors  on  prend  sur  l'un 
des  côtés,  AC  par  exemple,  un  point  extérieur  C,  et  l'on 
a  deux  triangles  C'BA ,  C'BC  ,  auxquels  s'applique  le  théo- 
rème, puisqu'ils  n'ont,  chacun,  que  deux  sommets  inté- 
rieurs j  et,  des  deux  équations  relatives  à  ces  triangles, 
résulte  celle  qu'il  s'agit  de  démontrer  a  l'égard  du  trian- 
gle ABC. 

Ainsi,  le  théorème  est  démontré  complètement,  quelle 
que  soit  la  position  des  trois  sommets  du  triangle  par  rap- 
port au  cercle. 

§  IV.  —  Des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle. 

I.  Polaire  d*un  point.  -^  Pôle  d*une  droite. 

675.  Si  autour  fV un  point  p  (fig.  i46),  dans  le  plan 
d'un  cercle,  on  fait  tourner  une  transversale  sur  laquelle 
on  prend  le  point  p^  conjugué  harmonique  de  p,  par  rap- 
port  aux  deux  points  oii  cette  droite  rencontre  le  cercle, 
le  lieu  de  ce  point  p'  sera  une  droite. 

En  eflet,  soit  a  le  milieu  des  deux  points  du  cercle  a,  a'; 
on  aura 

pa.pa^  =  pp\pa     (70). 

Or  le  recungle  pa.pa'  est  constant  et  égal  kpk.pM.  Donc 
le  segment  pp'  est  en  raison  inverse  de  pa.  Mais  le  point  a 
est  sur  un  cercle  qui  passe  par  le  point  p  (649).  Donc  le 
point  p'  est  sur  une  droite  (672).  c.  q.  f.   d. 
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On  appelle  cette  droite  la  polaire  du  point  p  ;  et  réci- 
proquement, ce  point  est  àitlepôle  de  la  droite. 

Cette  polaire  est  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe 
par  le  pôle  p  ;  et  le  point  e  où  elle  rencontre  ce  diamètre 
se  peut  déterminer  par  la  relation 

Ce.Cp=:CA=K^     (69), 

R  étant  le  rayon  du  cercle. 

Remarques,  —  Quand  la  droite  menée  par  le  point  p  ne 
rencontre  pas  le  cercle,  les  deux  points  a,  a'  sont  imagi- 
naires; mais  leur  milieu  a  est  toujours  réel  (647)  ;  de  sorte 
que  le  point  p'  se  construit  par  la  même  formule 

PP  ~" — TiTT'" 
ou  par  celle-ci , 

— a 

ap,up^  =  aa     (69), 

dans  laquelle  on  peut  remplacer  aa  par  (R*  —  «C  )  (64ii); 
ce  qui  donne 

CLp,<xp'  z=z  R* —  aC  . 

Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  points  p^  p'  sont  du 

même  côté  de  a,  ou  de  côtés  différents,  selon  que  (R*  —  a  C  ) 
est  positif  ou  négatif;  c'est-à-dire  selon  que  la  transversale 
rencontre  le  cercle  en  des  points  roels  ou  imaginaires. 

Observons  encore  que  ces  diverses  relations  servent  à  con- 
struire la  polaire  d'un  point,  sans  que  le  cercle  soit  dé- 
crit, parce  que  l'on  n'y  fait  usage  que  du  centre  et  du  carré 
du  rayon. 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  plus  tard. 

676.  Les  polaires  des  différents  points  d'une  droite  pas- 
sent  toutes  par  le  pôle  de  la  droite. 

Car  les  deux  points /9,  p\  dont  le  second  est  sur  la  po- 
laire du  premier,  étant  conjugués  harmoniques  par  rap- 
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port  aux  deux  a^a'^  la  polaire  du  point  p'  passe  par  le 

point  p  (675). 

677 .  Si  Von  mène  par  un  point  p  deiix  transversales  p  aa', 
pbb'  (fig.  147)9  ^^  point  tT intersection  des  deux  droites 
ab,  a'b'  et  le  point  d'intersection  des  deux  ab',  a'b  seront 
sur  lu  polaire  du  point  p . 

En  effet,  soient  p',  p'' les  points  de  la  polaire,  sur  les 
deux  transversales;  on  a  les  deux  équations 

pa     p'a  pb     p"  b  

ffl'    p  o  p6     p  a 


Donc 


P^  .  P'«_P^  .  p"* 


pa''pV""p^>''p"^' 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  p ,  a ,  p',  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  p ,  6 , 
p",  h' ,  Donc  les  trois  droites  ai,  p'p  ^  «'i' concourent  en 
un  même  point  (38)  5  c'est-à-dire  que  les  deux  droites  ah  , 
a* y  se  coupent  sur  la  droite  p'  p" • 

Or,  les  deux  points  h  et  h'  entrant  de  la  même  manière 
dans  la  seconde  équation,  on  peut  substituer  Tun  à  Tautre, 
et  il  en  résulte  que  ce  qui  est  démontré  des  deux  droites 
<7&,  u'V  s'applique  aux  deux  ah'  et  ah.  Donc ,  etc. 

Autrement,  Les  équations 

pa  p'fl  ph  p" b 

montrent  que  les  deux  arcs  de  la  circonférence  auxquels 
appartiennent,  respectivement,  les  deux  points  a  et  a', 
ainsi  que  les  deux  h  eih\  forment  deux  courbes  homologi- 
ques  dont  le  point  p  est  le  centre  d'homologie,  et  la  polaire 
p' p"  Vaxe  d'homologie  (S20).  Par  conséquent,  les  deux 
droites  homologues  ah^  a' h'  se  rencontrent  sur  la  polaire. 

Et  si  l'on  considère  les  deux  points  a,  è'  comme  appar- 
tenant à  un  même  arc,  et  les  deux  a',  h  comme  leui*s  ho- 
mologues sur  l'arc  homologiquc ,  il  s'ensuivra  que  les  deux 
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droites  ab'  et  a!b  se  rencontrent  aussi  sur  la  polaire  du 
point  p.  Donc,   etc. 

678.  Si  l'on  conçoit  que  les  deux  transversales  p  ab^  pab' 
soient  infiniment  voisines ,  les  cordes  aft,  a'b'  se  croiseront 
toujours  sur  la  polaire  du  point  p,  et  deviendront  les  tan- 
gentes en  a  et  a'.  Donc  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  les 
tangentes  menées  par  les  deux  points  oit  elle  rencontre 
le  cercle  se  croisent  sur  la  polaire  du  point  fixe. 

En  d'autres  termes  :  La  polaire  d'un  point  est  le  lieu 
des  sommets  des  angles  circonscrits  au  cercle,  dont  les 
cordes  de  contact  passent  par  le  point. 

Et  réciproquement  :  Le  pôle  d'une  droite  est  un  point 
par  lequel  passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles 
circonscrits  au  cercle,  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  droite. 

679.  Si  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  un 
cercle  on  mène  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  à  ces  deux  tangentes ,  le  pôle  de  Vune  sera  situé 
sur  l'autre 4 

Car  les  deux  droites  rencontrent  la  corde  de  contact  des 
deux  tangentes  en  deux  points  qui  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  de  contact  (79) .  Donc  la 
polaire  de  l'un  de  ces  points  passe  par  l'autre  (675).  Mais 
ces  polaires  passent  par  le  pôle  de  la  corde  de  contact  (676) 
lequel  est  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes.  Donc 
ce  sont  les  deux  droites  qu'on  a  menées  par  ce  point. 
Donc,  etc. 

ConoLLAiRE.  — 11  suit  de  là  que  :  Étant  donné  un  cercle, 
si  par  chaque  point  d'une  droite  fixe  on  mène  une  se- 
conde droite  qui  soit  la  conjuguée  harmonique  de  la  pre- 
mière s  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle  issues 
de  ce  points  cette  droite  passera  toujours  par  un  même 
point  qui  sera  le  pôle  de  la  droite  fixe. 
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II.  Autre  manière  de  démontrer  les  propositions  précédentes. 

680.  Des  théorèmes  précédents ,  les  uns  se  rapportent  à 
des  points  et  les  autres  à  des  droites  ;  de  sorte  qu'ils  peuvent 
se  correspondre  mutuellement ,  comme  cela  a  lieu  pour  la 
plupart  des  propositions  que  renferme  cet  ouvrage  :  par 
exemple,  le  dernier  théorème,  par  lequel  on  construit  le 
pôle  d'une  droite,  correspond  au  premier  (67S)  par  lequel 
on  construit  la  polaire  d'un  point.  Cependant  nous  n'ayons 
pas  fait  cette  distinction,  comme  à  l'ordinaire ,  ayant  voulu 
traiter  d'abord  ce  sujet  de  la  manière  la  plus  élémentaire, 
en  ce  qu'elle  n'exige  la  connaissance  d'aucune  autre  pro- 
priété notable  du  cercle. 

Mais  nous  allons  reprendre  notre  marche  accoutumée, 
et  suivre  les  deux  voies  parallèles  qui  sont  si  propres  à 
marquer  le  caractère  distinctif  des  diflérentes  propositions, 
à  les  classer  dans  un  ordre  naturel  et  à  répandre  toute  la 
clarté  désirable  sur  leur  ensemble. 

681 .  Deux  transversales  paa\  p  bb' ^  issues  du  point  p  et 
rencontrant  le  cercle,  donnent  lieu  au  quadrilatère  aa^b'b 
(fig'  147)'  Une  troisième  transversale  quelconque,  menée 
par  le  même  point,  rencontre  les  deux  côtés  opposés  ai, 
«'i'  en  deux  points  c ,  c',  et  le  cercle  en  deux  autres  points 
e,  (f  (réels  ou  imaginaires).  Ces  deux  couples  de  points  ap- 
partiennent à  une  involution  dont  le  point  p  est  un  des  points 
doubles  (656).  Or  la  droite  RG,  qui  joint  le  point  de  con- 
cours des  deux  côtés  opposés  ai,  a^b'  à  celui  des  deux  dia- 
gonales ai',  a'i,  et  la  droite  Rp  divisent  h armoniquement 
l'angle  des  deux  côtés  ai,  a^b'  (346)  -,  donc  la  transversale 
rencontre  la  droite  RG  on  un  point  p'^qui  est  le  conjugué 
harmonique  de  p  par  rapport  aux  deux  c,  c\  Donc  ce  point 
p'"  est  le  second  point  double  de  l'involution  (205).  Donc  les 
deux  points  p,  p'"  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  points  e  et  ^  de  la  courbe. 
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I)e  là  résulte  tout  à  la  fois  la  démonstration  des  deux 
théorèmes  (675  et  677) ,  relatifs  à  la  polaire  d'un  point. 

682.    Considérons    le   quadrilatère    circonscrit    AEBF 
{fis-  ^4^)  ^  dont  les  sommets  opposés  sont  A ,  B  et  E,  F. 
Si  d'un  point  quelconque  m  de  la  droite  EF  on  mène  les 
droites  mA ,  mB  et  les  deux  tangentes  au  cercle  me,  m(f 
(réelles  Ou  imaginaires),  ces  deux  couples  de  droites  appar^ 
tiendront  à  une  involution  dont  la  droite  EF  sera  Tun  des 
rayons  doubles  (667) .  Mais  la  droite  AB  est  divisée  harmo- 
niquement  en  G  et  R  par  les  deux  dd'  et  EF  (341).  Donc  la 
droite  m  G  et  la  droite  mE  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  m  A ,  mB.  Donc  la  droite  m  G  est  le 
second  rayon  double  de  Finvolution.  Donc  cette  droite  et 
la  ligne  mE  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  tangentes   issues  du  point  m.  Or,   d'une  part,  le 
point  G,  par  lequel  passe  cette  droite ,  est  fixe ,  quel  que  soit 
le  point  m,  puisque  c'est  Pintcrsection  des  diagonales  du 
quadrilatère  circonscrit  A/iB<i,    Et,  d'autre  part,  si  le 
point  m  est  à  l'infini ,  auquel  cas  les  deux  tangentes  sont 
parallèles  à  la  droite  EF,  on  reconnaît  que  le  point  G  et  la 
droite  EF  divisent  harmouiquement  le  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  à  cette  droite^  ce  qui  montre  que  le  point  G 
est  le  point  que  l'on  a  appelé  précédemment  le  pôle  de  la 
droite  EF  (675). 

On  a  donc  ce  premier  théorème  : 
.  Si  de  chaque  point  d'une  droite  fixe  on  mène  les  deux 
tangentes  à  un  cercle  et  la  droite  qui,  av^cc  la  droite  fixe, 
divise haimoniquenientV angle  des  deux  tangentes  [réelles 
ou  imaginaires)^  cette  dt'oite  passe  toujours  par  un  même 
point  y  qui  est  le  pôle  de  la  droite  fixe  (*)• 

Que  Ton  remarque  maintenant  que  ce  point  fixe,  se  trou- 
ée) Celle  proposition  nedifTère  pas  du  coro1Iairedo(679);  mais  ici  les 
deux  tangentes  au  cercle  peuvent  èlre  imaginaires ,  tandis  qtie  dans  la  dé- 
nonstration  du  théorème  (679)  on  les  supposait  réelles. 

3i 
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vant  déterminé  par  les  droites  menées  des  différents  points 
de  la  droite  fixe^  est  indépendant  de  la  position  des  deai 
points  E ,  F  que  nous  avons  considérés  sur  cette  droite.  On 
en  conclut  ce  second  théorème  : 

Si  de  deux  points  d'une  droite  fixe  on  mène  des  tan- 
gentes à  un  cercle,  les  diagonales  du  quadrilatère  forint, 
par  ces  deux  couples  de  côtés  opposés^  prissent  par  m 
point  fixe ,  quels  que  soient  les  deux  points  pris  sur  la 
droite;  ce  point  fijce  est  le  pôle  de  la  droite. 

CoHOLLAiRE.  — Quand  Ics  deux  points  pris  sur  la  droite 
sont  infiniment  voisins,  les  deux  diagonales  du  quadrila- 
tère deviennent  infiniment  peu  différentes,  et  à  la  limite 
se  confondent  suivant  la  corde  de  contact  des  deux  tan- 
gentes uniques.  D'où  Ton  conclut  que  : 

Quand  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à  un  cercle 
glisse  sui'  une  droite ,  la  corde  de  contact  passe  par  un 
point  fixe ,  qui  est  le  pôle  de  la  droite. 

III.  Propositions  relatives  à  )a  théorie  des  pôles  et  polaires. 

683.  Quand  une  corde  d'un  cercle  tourne  autour  d*un 
point  fixe,  la  somme  algébrique  des  valeurs  inverses  Jet 
distances  de  ses  extrémités  à  la  polaire  de  ce  points  reste 
constante. 

Soient  aa'  (  fig-  i49)  '^  corde  qui  tourne  autour  du  point 
fixe  p,  et  p'  le  point  où  elle  rencontre  la  polaire  de  ce 
point;  on  a 

PP        p'fl        p'«' 

Or  les  trois  segments  p'a,  p'a',  p'p  sont  pioportionnels 
aux  distances  ap,  a^ p*  et  pq  des  trois  points  a ,  a^  et  /9  à  la 
polaire.  L'équation  devient  donc 

1  I  2 

1-  -7—,  =  —  =  const. 

ap       a  p         pq 

c.   Q.   r.   D. 
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Dans  cette  équation ,  les  signes  des  perpendiculaires  dé- 
pendent de  leur  direction  à  partir  des  points  a^  a* .  Ainsi , 
dans  la  figure ,  où  le  point  p  est  pris  au  dehors  du  cercle, 
les  deux  perpendiculaires  ap^  ap'  ont  des  signes  contraires. 
Elles  auraient  le  même  signe,  si  le  point  p  était  intérieur 
au  cei^cle. 

684.  Le  théorème  peut  prendre  cet  énoncé  plus  général  : 
Si  autour  fi  'un  point  fixe  on  /ail  tourner  une  corde  d 'un 
cercle ,  les  distances  fie  ses  extrénu'tcs  à  un  axe  fixe  guel" 
conque,  dwisces  respectivement  parles  distances  des  deux 
mêmes  points  à  la  polaire  du  point  fixe ,  ont  une  somme 
constante.  En  effet,  soient  aP,  a'  P'  et  pQ  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  trois  points  a,  a'  et  p  sur  Taxe  fixe; 
on  aura  Téquation 

et,  comme  précédemment, 

H  -7—7  =  2  — ^  =  const. 

ap        a  p  pq 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

685.  Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  mène  deux 
tangentes  à  un  cercle,  la  somme  des  distances  de  ces  deux 
tangentes  à  un  point  fixe  quelconque ,  divisées  par  leurs 
distances  au  pôle  de  la  droite  y  est  constante. 

En  effet,  soient  p  le  pôle  de  la  droite,  m  le  point  fixe,  et 
rt ,  a\  p'  les  points  où  la  droite  pm  rencontre  les  deux  tan- 
gentes et  la  droite,  polaire  du  point  c;  on  a  Téquatiou 

2/wp'       ma       ma*      ,^^^ 

il  =  — H ^       65. 

99  p«  pri 

^    ,  ma     ma'        mp' 

Ur  les  trois  rapports  — î  — r  ot  — S-  sont  égaux,  rcspec- 

**  nn      pa         ipp  °  '■ 

3i*. 


484  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

ûvemeut,  aux  rapports  des  distances  des  deux  tangentes  el 
de  la  droite  fixe  aux  deux  points  met  p\  Téquation  exprime 
donc  le  théorème  énoncé, 

686.  Sî  de  chaque  point  d 'une  droite  fixe  on  mène  deux 
tangentes  à  un  cercle,  le  produit  des  sinus  des  angles 
gu  elles  font  as^ec  cette  droite  est  au  carré  du  sinus  de 
l'angle  que  le  rayon  mené  du  même  point  au  centre  du 
cercle  fait  avec  cette  même  droite,  d^ns  une  raison  con" 
stante. 

En  effet,  on  a  {fig»  170), 

_         .       -  ap      al.sini       ûi    .   ^    T 

$in  am  L  =:  sin  a  Op  =  ~-  =  — - —  =  -—•  sin  OmL; 

R  R  R 

et  de  même 

sino'/iiL^  ---.  sinO/nL. 
R 

Donc 
sin  am  L .  sin  a* m  L  ==  —^ —  sin*  O/i^L  =  — '--^  sin'Owl. 

Ce  qui  démontre  le  théorèmçL. 
CoRO](.LAiBE.  —  Onpeut  écrire 

U.IA'  ÔP' 


sin  am  L .  sin  ^'  m  L  = 


R'   ô:^' 


De  sorte  que  le  produit  des  deux  sinus  est  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  dt^  point  m  au  centre  du  cercle. 

687.  NouB  appellerons  points  conjugués  par  rapport  à 
un  cercle j  deux  points  tels,  que  la  polaire  de  lun  passe 
par  l'autre.  Il  est  clair  que  si  la  polaire  d'un  point  passe 
par  un  autre  point ,  réciproquement  la  polaire  de  celui-e» 
passera  par  \e  premier  (676). 

On  peut  dire  aussi  que  deux  points  conjugués  sont  deux 
points  conjugués  harmoniques  "f^v  rapport  aux  deux  poiiits 
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d*iutersection  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle  par  la  droite 
sur  laquelle  sont  pris  ces  deux  points  (675). 

Pareillement,  nous  appellerons  </roiJte.f  conjuguées  par 
rapport  à  un  cercle,  deux  droites  telles,  que  le  pôle  de 
Tune  se  trouve  sur  l'autre. 

On  peut  dire  aussi  que  les  deux  droites  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle 
(réelles  ou  imaginaires)  menées  par  leur  point  de  con- 
cours (679). 

688.  Puisque  deux  points  conjugués,  pris  sur  une  droite 
quelconque ,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle 
par  la  droite,  il  s^ensuit  que  : 

Trois  couples  de  points  conjugués,  pris  sur  une  même 
droite  y  foiment  une  immolation  de  six  points,  dont  les 
points  doubles  sont  les  deux  points  d'intersection  du  cercle 
par  la  droite, 

689.  Pareillement  :  Trois  couples  de  droites  conju- 
guées, menées  par  un  même  points  forment  un  faisceau  de 
sîj'  droites  en  in^olution ,  dont  les  deux  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  au  cercle,  menées  par  ce  point. 

690.  Il  résulte  du  théorème  (688),  qu^on  peut  détermi- 
ner les  points  d'intersection  d'un  cercle  et  d'une  droite ,  en 
prenant  sur  cette  droite  deux  couples  de  points  conjugués^ 
les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  par  ces  deux 
couples  de  points ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  les  points  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  couples ,  sont  les 
points  d'intersection  cherchés  (réels  ou  imaginaires). 

Pareillement,  on  peut  déterminer  les  tangentes  à  un 
cercle,  issues  d'un  point  donné,  en  menant  par  ce  point 
deux  couples  de  droites  conjuguées  ;  les  rayons  doubles  de 
l'involution  déterminée  par  ces  deux  couples ,  ou ,  en  d'au- 
tres termes ,  hîs  droites  conjugées  harmoniques  par  rapport 
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aux  deux  couples  sont  les  tangentes  cherchées  (réelles  oo 
imaginaires). 

Obsen^ation.  —  On  conçoit  bien  qu  il  ne  s'agit  pas  ici  de 
solutions  pratiques  de  ces  deux  problèmes,  les  plus  simples 
que  Ton  puisse  se  proposer  sur  le  cercle.  11  s*agit  de  pro- 
priétés qui  seront  fort  utiles  dans  plusieurs  questions,  d'au- 
tant plus  qu'elles  impliquent  le  cas  des  imaginaires. 

691 .  Quatre  points  en  ligne  droite  ont  leur  rapport,  an- 
harmonique  égal  à  celui  de  leurs  polaires»  En  efiel,  quatre 
points  a^  b^  c^  r/pris  sur  une  même  droite,  ont  leur  rap- 
port anharmonique  égal  k  celui  de  leurs  conjugués  a\  h , 
c',  d'^  car  ces  points  forment  deux  divisions  homograph»- 
ques  (688).  Or  ces  points  conjugués  sont  sur  les  polaire» 
des  quatre  points  a,  A,  c,  <i  (687) ,  lesquelles  passent  par 

un  même  point  (676)  -,  par  conséquent,  leur  rapport  an1la^ 
moniqueest  égal  à  celui  des  quatre  droites,  lequel  est  donc 
égal  à  celui  des  quatre  points  a^b^  c^d,  c.  Q.  F.  P* 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que ,  si  Von  a  deux  divisions 
homographiques  sur  deux  droites,  les  polaires  des  pouits 
de  division  forment  deux  faisceaux  homographiques, 

IV.  Quadrilatère  circonscrit  au  cercle. 

692,  Soit  un  quadrilatère  kd^d*  circonscrit  au  cerck 
{fis-  ^48)5  les  droites  a' A,  ai',  qui  joignent  les  point» 
de  contact  des  côtés  opposés  ^  se  croisent  sur  la  diagonale 
AB,  parce  que  les  deux  sommets  A,  B  et  le  point  d'inter* 
section  des  deux  droites  ab\  a'b  sont  trois  points  apparte- 
nant à  la  polaire  du  point  de  concours  des  deux  droite' 
W,  bb'  (678  et  677).  Par  la  même  raison ,  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  ab\  a'b  se  trouve  aussi  sur  U 
seconde  diagonale  dd'.  Donc  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  au  cercle,  s^^ 
deux  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
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contact  des  côtés  opposés  passent  toutes  quatre  par  le 
même  point. 

Remarque,  —  Quatre  tangentes  à  un  cercle  donnent  lieu 
à  trois  quadrilatères  différents,  parce  que  Tune  de  ces  tan- 
gentes étant  regardée  comme  le  premier  côté  du  quadrila- 
tère ,  ou  peut  prendre  chacune  des  trois  autres  comme  côté 
opposé. 

Les  trois  quadrilatères  sont  Ad^Bcl^  AEBF  et  Ed'Fd. 
Si  Ton  considère  la  tangente  en  a'  comme  côté  commun 
aux  trois  quadrilatères ,  le  côté  opposé  sera  la  tangente  en  b 
dans  le  premier  quadrilatère,  la  tangente  en  &'  dans  le  se- 
cond, et  la  tangente  en  a  dans  le  troisième. 

Appliquant  le  théorème  précédent  aux  trois  quadrila- 
tères, on  en  conclut  que  les  quatre  droites  ab\  a'b^  AB  et 
drl'  passent  par  un  même  point ,  comme  nous  Favons  dit; 
que  les  quatre  ah^  a^b\  AB,  EF  passent  aussi  par  un  même 
point  R^  et  les  quatre  aa\  hb\  d'd^  EF  par  un  même 
point  p. 

693.  Dans  un  quadri/at ère  circonscrit  à  un  cercle^  le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales  est  le  pôle  de  la 
droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  E, 
F  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  Ad'Bd 
est  le  point  de  croisement  des  deux  cordes  de  contact  ab'^ 
a'b  (678).  Or  ce  point  de  croisement  est  le  même  que  celui 
des  deux  diagonales  AB,  dd^  (692)  ;  donc ,  etc. 

69-4.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle^ 
les  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  con-- 
cours  des  côtés  opposés  forment  un  triangle  dont  chaque 
sommet  a  pour  polaire  le  côté  opposé. 

Car,  en  appliquant  le  théorème  précédent  aux  deux  autres 
quadrilatères  dont  il  a  été  question ,  on  en  conclut  que  le 
point  R  est  le  pôle  de  la  diagonale  rfrf',  et  le  point  p  celui 
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de  la  diagonale  AB^  de  sorte  que  les  irois  droites  ÂB,  dd' 
et  EF  forment  un  triangle  GRp  dont  cbacpie  sommet  est  le 
pôle  du  côté  opposé.  Donc ,  etc. 

Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  les  deux  diagonales  soDt 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle. 

695.  Quand  un  quadrilatère  est  cùxonscrit  à  un  cercle, 
si  Von  mène  une  transi^ersale  qui  rencontre  les  deux  dia- 
gonales en  deux  points,  et  quon  prenne  les  deux  autres 
points  qui  avec  ceux-là,  respectivement,  divisent  harmo- 
niquement  les  deux  diagonales,  ces  deux  points  et  le  pôle 
de  la  droite  dans  le  cercle,  sont  tous  trois  en  ligne  droite. 
En  effet,  soit  L  la  transversale  et  U  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  qui,  avec  ceux  où  L  rencontre  les  deux  diago- 
nales ,  divisent  ha rmoniquement  ces  diagonales.  Si  du  point 
d'intersection  des  deux  droites  L  et  L'^on  mène  les  tangentes 
au  cercle  et  des  droites  aux  extrémités  des  deux  diagonales, 
ces  six  droites  seront  en  involution  (667).  Mais  les  deux 
droites  L ,  L' sont  les  rayons  doubles  de  Tinvolutiou ,  parce 
qu'elles  divisent  harmoniquement  chacune  des  deux  diago- 
nales^ donc  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  tangentes  au  cercle  ;  donc  le  pôle  de  la  droite  Lest 
sur  la  droite  L'  (679).  Ce  qu'il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 
Corollaire.  —  Si  la  droite  L  est  à  l'infini,  il  s'ensuit  que: 
Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  ks 
milieux  de  ses  deux  diagonales  et  le  centre  du  cercle  sont 
sur  une  même  droite. 

V.  Quadrilatère  inscrit  au  cerde. 

696.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cetxle,  l^ 
points  de  concours  des  tangentes  en  ses  sommets  opposes, 
et  les  points  de  concours  de  ses  côtés  opposés,  sont  quatre 
points  en  ligne  droite. 

Car  dans  le  quadrilatère  aa^  b'h  les  quatre  points  E,  1  • 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  489 

p9  R  sont  en  ligne  droite,  parce  qu^ils  appartiennent  à  la 
polaire  du  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a!h^ 
les  deux  R  et  p  en  vertu  du  théorème  (677),  et  les  deux  E, 
F  en  vertu  du  théorème  (678). 

697,  Dans  un  quadrilatère  irisent  au  cercle  y  le  point 
de  concours  des  deux  diagonales  est  le  pôle  de  la  droite 
qui  joint  les,  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ai',  a'b 
est  le  pôle  de  la  droite  pR  (677). 

698,  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cercle,  le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales,  et  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  y  sont  trois  points  dont  chacun 
a  pour  polaire  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 

Car  GR  est  la  polaire  du  point  jO,  et  GjO  la  polaire  du 
point  R,  de  même  que  la  droite  pR  est  la  polaire  du  point 
de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a'b. 

Remarque,  — Il  suit  de  là  que  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  sont  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  cercle. 

699,  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle  y 
les  polaires  d'un  point  quelconque^  relatives  au  cercle  et 
au,T  angles  formés  par  les  deux  couples  de  côtes  opposés j. 
passent  par  un  même  point. 

En  effet,  soit  P^  le  point  dMntersection  des  polaires  d'un 
point  P  relatives  aux  deux  angles  formés  par  les  deux  couples 
de  côtés  opposés  du  quadrilatère,  la  droite  PP'  rencontre 
ces  côtés  en  deux  couples  de  points  a ,  r<^  et  i ,  b\  et  la 
conique  en  deux  points  e ,  f.  Ces  six  points  sont  en  involu* 
lion  (656).  Or  les  deux  points  P,  P'  divisent  harmonique- 
ment  les  deux  segments  aa\  bb'\  donc  ils  divisent  aussi 
harmoniquement  le  troisième  segment  ef  (205).  Doue  la 
polaire  du  point  P  relative  au  cercle  passe  par  le  point  P\ 
Donc,  etc. 


j 
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VI.  Propriétés  relatives  à  trois  cordes  passant  par  un  niémc 

point. 

700.   Quand  trois  cordes  d'un  corde  concourent  en  un 
même  point,  les  droites  menées  d'un  point  de  la  c/ivon- 
Jérence  à  leurs  extrémités  formant  un  faisceau  en  int^o- 
lution . 

Soient  aa\  bb'^  ce'  (fig-  i5o}  les  trois  cordes  qui  pas- 
sent par  un  même  point  jO.  Je  dis  que  les  droites  menées 
d'un  point  m  de  la  circonférence  à  leurs  extrémités  forment 
trois  couples  en  involution.  Il  suffit  de  prouver  que  les 
quatre  droites  ma,  mJ,  mc^  me'  ont  leur  rapport  enhar- 
monique égal  à  celui  des  quatre  ma\  mb\  me'  et  me  (182). 

Joignons  le  point  m  au  point  p,  et  soit  m'  le  point  où  ]a 
droite  mp  rencontre  la  circonférence.  Les  quatre  droites 
ma,  mb^  mc^  me'  ont  leur  rapport  anharraonique  égala 
celui  des  quatre  m'a^  m'b,  m'c  et  /n'c',  menées  du  point 
m'  aux  quatre  mêmes  points  a^b^c^c'  (645).  Mais  celles- 
ci  ont  leur  rapport  enharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
droites  ma'^  mb'^  me'  et  ///c,  parce  que  ces  huit  droites  se 
rencontrent  deux  à  deux  en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite  (677).  Donc  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  ma^ 
mbj  mc^  mc'^  et  ma',  mb\  me' y  me  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques  égaux.  Ce  qu^il  fallait  .démontrer.  Donc,  etc. 

Il  est  évident  que,  réciproquement:  Si  Von  prend  un 
point  de  la  circonférence  d'un  cercle  pour  sommet  commun 
de  trois  angles  dont  les  côtés  soient  en  inuolution,  les 
cordes  sous^-tendues  par  les  trois  angles  concourront  en  un 
inéme  point. 

Corollaire. — Quand  la  transversale  paa'  tourne  au- 
tour du  point  p  (fig*  i5i),  les  deux  droites  ma,  ma'  for* 
ment  deux  faisceaux  en  involution;  et  les  droites  menées 
aux  extrémités  A  ,  A'  du  diamètre  sur  lequel  est  le  points? 
sont  les  deux  rayons  rectangulaires  de  Tinvolution.  Parcon- 
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séquent,  011  a 

tanga/7iÂ.tanga'/7fÂ  =  const.     (S2S2,  3®.); 

et,  par  suite, 

tang  I  AOa .  tang  |  AOo'  =:  const. 
Donc  : 

Quand  une  corde  d'un  cercle  tourne  autour  d'un  point 

fixe,  les  rayons  menés  du  centre  à  ses  extrémités  font  y 

avec  le  rayon  qui  passe  par  ce  point ,  deux  angles  lels,  que 

le  produit  des  tangentes  des  demi-<mgles  reste  constant, 

701 .  Puisque  les  droites  menées  d'un  point  de  la  circon- 
férence aux  trois  couples  de  points  a,  a';  h^  V  etc^c'  sont 
en  involution,  il  existe  entre  leurs  angles,  et,  par  consé- 
quent, entre  les  demi-arcs  compris  entre  ces  six  points, 
toutes  les  relations  d'involution  relatives  k  un  faisceau  de 
six  droites.  Par  exemple,  on  aura  les  équations 

sin  y  ab ,  sin  7  ab' sinjo^b.  sin  7  a'  b' 

sm^ac.sin^ai/        sin  j-a'c.sin  jûV 

sin  ^ab.%\Tk\b'c,suï\ca'^=:  —  ûn^a'b'   sin-J-^c'.  sin  ^ca. 

VII.  Propriétés  relatives  à  trois  angles  circonscrits  qui  ont  leurs 

sommets  en  ligne  droite. 

702.  Quand  trois  angles  circonscrits  à  un  cercle  ont 
leurs  sommets  en  ligne  droite ^  les  segments  qu'ils  inter^^ 
cep  font  sur  une  tangente  au  cercle  sont  en  involution. 

Soient  A,  B,  C  (fig*  1 62)  les  sommets  des  trois  angles, 
et  aa'^  bb'^  ce'  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une 
tangente  M;  il  suffit  de  prouver  que  les  quatre  points  a ,  b , 
c,  c'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
a\  b\  c\  c.  Que  par  le  point  de  rencontre  de  la  droite  ABC 
et  de  la  tangente  M  on  mène  une  seconde  tangente  M'  qui 
rencontrera  les  côtés  des  trois  angles  en  des  points  a,  a'\ 
c,  c'  cl  /,  y\  Les  quatre  points  a,  A,  r,  c'  ont  leur  rap- 
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port  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a^  o, 
y,  y'  (662).  Mais  celuî-cî  est  égal  à  celui  des  quatre  points 
a\  b\  c\  c,  parce  que  les  quatre  droites  aa\  bë\  cy\  c'y 
passent  par  un  même  point  qui  est  le  pôle  de  la  droite 
A(tC  (682).  Donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  a',  b\  c\  c  est  égal  à  celui  de  quatre  a,  h^  c^  c'. 
Donc,  etc. 

Corollaire. — Les  deux  tangentes  ED,  E'D' parallèles 
à  la  droite  AK  [fig*  i53)  rencontrent  la  tangente  M  en 
deux  points  D,  D'  qui  sont  deux  points  conjugués  de  Tin- 
volution.  Ces  points  sont  vus  du  centre  sous  un  angle 
droit  (659^  coroll,)\  par  conséquent,  le  produit  des  tan- 
gentes des  angles  DOa,  DOa'  est  constant  (252,  3^.).  Mais 
ces  angles  sont  les  moitiés  des  angles  que  les  deux  tangente» 
Aa,  ka'  font  avec  la  tangente  DE,  lesquels  sont  égaux 
à  KA  rt ,  K  A  a'.  Il  en  résuite  donc  ce  théorème  : 

Si  de  chaque  point  (Tune  droite  on  mène  deux  tan- 
gentes  à  un  cercle  y  le  produit  des  tangentes  trigonomé- 
triques  des  denU-ningles  quelles  font  auec  la  droite  est 
constant  (*). 

VIII.  Figures  polaires  réciproques. 

703,  Étant  donnée  une  figure  quelconque,  les  polaires 
de  ses  points  forment  une  figure  confiât ive. 

En  eflTet,  les  deux  figures  ont  entre  elles  les  relations 
descriptives  qui  appartiennent  aux  figures  corrélatives, 
puisque  à  des  points  dans  Tune  correspondent  des  droites 
dans  l'autre-,  et,  d'après  le  théorème  (691),  les  deux  figures 
ont  aussi  les  relations  métriques  des  figures  corrélatives; 
donc  elles  sont  corrélatives. 


(*  )  Les  deux  angles  doivenlètrc  comptés  demaniôrc  que,  quand  les  dfus 
(ungentcs  deviennent  parallclos  à  In  droite  AK,  l'un  d'eux  soit  nul,  et 
l^aulrc  égal  h  i8odi*(jrc9. 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  49^ 

704.  SHl  se  trouve  dans  la  première  figure  une  courbe , 
il  lui  correspond  dans  la  seconde  figure  une  autre  courbe , 
qui  est  l'enveloppe  des  polaires  des  différents  points  de  la 
première;  cette  courbe  jouit  d^une  autre  propriété,  savoir, 
d'être  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à  la  première  courbe. 

En  eflet,  un  point  de  la  seconde  courbe  est  Tinterscc-r 
tion  de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  lesquelles  sont 
les  polaires  de  deux  points  de  la  première  courbe,  infini- 
ment voisins.  Donc  ce  point  de  la  deuxième  courbe  est  le 
pôle  de  la  droite  qui  Joint  les  deux  points  de  la  première^ 
mais,  ces  points  étant  infiniment  voisins,  cette  droite  est  la 
tangente  à  la  première  courbe.  Donc,  etc. 

Il  suit  de  là  que  la  première  courbe  pourrait  être  formée 
au  moyen  de  la  deuxième ,  do  la  même  manière  que  celle-ci 
a  été  formée  avec  la  première ,  c^est-à-dire  quMl  suffit  de 
prendre ,  soit  les  polaires  des  points ,  soit  les  pôles  des  tan- 
gentes de  la  seconde  courbe, 

A  raison  de  ces  propriétés  réciproques ,  les  d«ix  courbes 
sont  dites  polaires  réciproques.  Le  cercle  par  rapport  au- 
quel on  prend  )es  pôles  et  polaires  s'appelle  le  cercle  auxi^ 
liaire^  ou  directeur, 

705,  La  courbe  polaire  d'un  cercle  est  une  section  co- 
nique, cestyà'dire  une  courbe  proi^enant  de  l* intersection 
d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan. 

En  efTet ,  la  courbe  polaire  d^un  cercle  est  le  lieu  des 
pôles  des  tangentes  k  ce  cercle  (les  pôles  étant  pris  par  rap- 
port au  cercle  auxiliaire).  Considérons  deux  tangente^ 
fixes  et  une  tangente  mobile;  il  leur  correspond  sur  la 
courbe  polaire,  deux  points  fixes  et  un  point  variable.  Aux 
deux  points  de  rencontre  des  deux  tangentes  fixes  et  de  la 
tangente  mobile,  lesquels  font  deux  divisions  homogra- 
phiques  (660),  correspondent,  dans  la  figure  polaire",  les 
droites  menées  des  deux  points  fixes  au  point  variable, 
et  ces   droites   forment  deux  faisceaux   homographiqiu\s, 
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(ttOl,  coroIL),  Donc,  eu  appliquant  ici  la  seconde  démons- 
tration du  théorème  (547  bis)^  on  en  conclut  que  la  courbe, 
lieu  du  point  dMntersection  des  rayons  homologues  de  ces 
deux  faisceaux,  est  une  section  conique.  c.  q.  f.  d. 

706.  Toutes  les  propriétés  métriques  des  figures  corré- 
latives s'appliquant  d^clles-mêmes  aux  figures  polaires  réci- 
proques (703),  il  en  résulte  ce  théorème  : 

Étant  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  deux  points  fixes 
a ,  b  eic  leurs  polaires  A  ,  B ,  5/  l'on  prend  un  autre  point 
quelconque  m  et  sa  polaire  M,  le  rapport  des  distances 
de  ce  point  aux  deux  droites  A ,  B  sera  au  rapport  des 
distances  de  la  droite  M  aux  deux  points  a ,  b ,  duns 
une  raison  constante  (588). 

Ainsi  Ton  aura 

(w,  A)  _      (M,fl)  « 

Pour  déterminer  la  constante,  on  peut  supposer  que  la 
droite  M  soit  à  Tinfini  ;  ses  distances  aux  deux  points  a,  b 
seront  égales,  et  sou  pôle  m  sera  le  centre  O  du  cercle.  On 
aura  donc 

(0>A)_, 
(0,B)-'- 
L  équation  devient 

(/^,A) .  (M,flJ  ^  (0,A) 
(m,B)'{M,ù)       (0,B)' 

11  faut  remarquer  que  le  rapport  '  ^  est  égal  à  la  va- 
leur inverse  des  distances  des  deux  points  n,  h  au  ccn- 
tro  O  (675),  c'est-à-dire  à  — • 


(*)  Noub  avons  déjà  «ra|»loyé  la  iioUiion   (w,  A)  pour  rcpréfecnier  la 
4i^(ancti  d'nii  pDÎni  m  i\  une  limite  A  (CUH),  Ml  ). 
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On  peut  délerminer  la  constante  X  d^une  autre  manière 
qui  conduit  h  une  expression  différente.  Supposons  que  le 
point  m  se  confonde  avec  />,et,  par  conséquent,  la  droite  M 
avec  la  droite  B;  il  vient 

(^b).-'-(b;T)' 


ou 


Et ,  par  suite , 


~{B,«) 


(/>i.A).(M,fl)       (A,6) 
(m,B)-(M,*)       (B,«) 


707.  Les  deux  expressions  de  X  montrent  que 

(A,^)__(0,A). 

c'est-à-dire  que  : 

Si  Ton  prend,  dans  un  cercle,  les  pôles  de  deux  droites, 
les  distances  respecti%^es  de  chacune  de  ces  droites  au  pôle 
dfi  Vautre  sont  entre  elles  comme  les  distances  des  deux 
droites  au  centre-du  cercle, 

708.  Dans  ce  théorème ,  les  deux  droites  A ,  B  sont  quel- 
conques; supposons  que  la  première  soit  fixe,  et  la  se- 
conde mobile,  et  représentons  celle-ci  par  M  et  son  pôle 
par  772;  on  a  Téquation 

(M,g)_(w,A) 
(M,0)-"(0,Ar 

Si  l'on  considère  la  droite  M  comme  appartenant  à  une 
première  figure ,  son  pôle  m  appartiendra  à  une  figure  cor- 
rélative (703)  ;  et  cette  équation  pourra  servir  à  passer  des 
propriétés  de  Tune  des  deux  figures  à  celles  de  l'autre. 

Par  exemple,  on  passe  du  théorème  (654-),  concernant 
un  polygone  inscrit  au  cercle,  au  théorème  (665)  relatif 
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à  un  polygone  circonscrit.  Car  on  aura 

(«,A)  =  (M,«)/-2^', 
ou 

(m,A)=(M,«).^. 

709,  Prenons  ce  théorème  de  Slewart  (*)  :  «  Si  d  un 
point  on  abaisse  sur  les  côtés  d^un  polygone  régulier  de  m 
côtés  circonscrit  à  un  cercle,  des  perpendiculaires,  la  somme 
de  leurs  puissances  n  [n  étant  <^ni)  ne  dépendra  que  de 
la  distance  du  point  au  centre  du  cercle,  et  non  de  la  posi- 
tion du  polygone  n. 

Concevons  que  la  droite  A  soit  un  des  côtés  du  polygone; 
son  point  de  contact  a  sera  le  sommet  d'un  polygone  régu- 
lier inscrit  au  cercle,  et  Ton  aura 

Par  conséquent,  si  la  droite  M  change  de  position,  en 
conservant  la  même  distance  au  point  O ,  la  somme  des 
puissances  n  des  distances  (M,  a)  restera  constante;  c^est- 
à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  régulier  de  m  côtés  est  inscrit  à  m 
cercle,  la  somme  des  puissances  n  (  n  étant  plus  petit  que  m) 
des  distances  de  ses  sommets  à  une  droite,  ne  dépend qua 
de  la  distance  de  cette  droite  au  centre  du  cercle. 

Observation.  —  On  voit  qu'il  sera  fort  utile  d'introduire 
les  relations  métriques  générales  des  figures  corrélatives, 
dans  la  théorie  des  polaires  réciproques  où  Ton  a  plus  pa^ 
ticulièrement  considéré,  jusqu'ici,  les  i-elations  descrip- 
tives et  les  relations  d'angles. 

(  * }  Some  gênerai  theorems  of  considérable  use  in  the  hi^ier  parts  oj  nuUhc 
matics.  Edinb.,  >74^>  in-8®. 
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CHAPITRE  XXIX. 

PROPRIÉTÉS    RELATIVES    A    DEUX   CERCLES. 


I.  Des  centres  dé  similitude  de  deux  cercles. 

710.  Deux  cercles  peuvent  être  considérés  comme  deux 
figures  homothétiques  (semblables  et  semblablement  pla- 
cées), et  cela  de  deux  manières,  parce  qu'ils  ont  toujours 
deux  centres  de  similitude. 

En  effet,  que  Ton  mène  dans  les  deux  cercles  deux 
rayons  O  a,  O'  a'  (fig-  1 54  )  parallèles  et  de  même  direction*, 
la  droite  qui  joint  leurs  extrémités  rencontre  la  ligne  des 
centres  en  un  point  S  déterminé  par  la  proportion  sui- 
vante, qui  résulte  de  la  similitude  des  deux  triangles  aOS, 
aaa'. 


Oa       aa        Oa  —  O'a 


f  ^r 


OS       aa'  00' 

ou,  en  appelant  R  et  ries  rayons  des  deux  cercles, 

R  — r 

Cette  expression  de  OS  est  constante  et  montre  que  le 
point  S  est  fixe ,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des 

deux  rayons  Oa,  O'a'.  Mais  le  rapport  ^—7  est  aussi  con- 

SO 
stant,  car  il  est  égal  à  — -,•  Les  deux  cercles  sont  donc  deux 

figures  semblables  dont  le  centre  de  similitude  est  le  point  S. 

Pareillement,  si  l'on  mène  le  rayon  0'«"  en  sens  opposé 

a  la  direction  de  0«,  la  droite  a/z"  rencontrera  OO'  en  un 

3% 
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point  tîxo  S',  déterminé  par  Téquation 

R.OO' 


OS' 


R 


et  qui  est  encore  un  centre  de  simiUlude. 

Ainsi  les  deux  cercles  ont  denx  centres  df  simi/iiude.  D 
résulte  de  la  construction  par  laquelle  ces  points  se  déter- 
minent, que  le  premier  est  situé  au  delà  de  la  ligne  des 
centres  des  deux  cercU's ,  et  le  second  entre  les  deux  centres, 
quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  cercles.  Le  pre- 
mier est  dit  centre  de  simiHuulc  directe ^  et  le  second  centre 
de  sirmlilude  ins^crse. 

Quand  les  deux  cercles  se  touchent,  leur  point  de  con- 
tact est  un  centre  de  similitude  directe,  ou  inverse  y  selon 
que  les  deux  cercles  se  touchent  intérieurement,  ou  exté- 
rieurement, 

71  \  .  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  sont  deux 
points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  cen- 
tres dejigure. 

Car  on  a 

SO  _R  S'O       R 

so'""/'    ^*    s'0'~"7^ 

d'où 

SO        SfO 
SO'  ~  S^'^  * 

Mais  Tun  des  deux  centres  de  similitude  est  situé  au  dda 

des  deux  centres  O,  O',  et  l'autre  entre  ces  deux  points; 

SO      S'O 
donc  Tun  d(  s  deux  rapports  -^p-^î  xrpTf  est  positif  et  l'autre 

négatif,  et,  par  conséquent,  les  deux  points  S.  S'  divisent 
harmoniquemeni  le  segment  OO' (56).  c.  q.  f.  d. 

712.  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  forment 
une  inv^olution  av^ec  les  doua:  couples  de  points  des  deux 
circonférences  situés  sur  la  ligne  des  centres. 
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En  effet,  on  a  (fig>  i35)  • 


SA_R       SBR 


donc 


SA. 
Sa. 

SB 

Sb 

R' 

S^A 
S'a 

.S'P 

.S'A 

R' 

SA. SB       S'A.S'B 

Et^  pareillement^ 


Donc 


Sa.Sb'^S'a.S'b 

Pour  qne  cette  équation  soit  une  des  relations  d^involu- 
tion  de  six  points,  îl  faut  que  les  deux  membres  soient 
de  même  signe.  Or  cela  a  lieu  évidemment,  parce  que  cha- 
cun des  deux  points  S,  S'  est,  ou  au  dehors  des  deux  courbes, 
ou  dans  l'intérieur  des  deux  à  la  fois,  de  sorte  que  les  deux 
produits  SA  .SB  et  Sa.Sb  sont  toujours  de  même  signe;  et 
pareillement  des  deux  S'A  .  S'B  et  S*a,S^ h.  Donc,  etc. 

713.  Toute  droite  menée  par  le  centre  fie  similitude  de 
deux  cercles  coupe  leurs  circonférences  sous  des  angles 
égaux. 

Gela  est  évident;  car,  d'une  part,  les  deux  angles  en  a' 
et  a,  dans  le  cercle  O'  [fig-  i54)  sont  égaux,  et,  d'autre 
part,  les  deux  angles  en  a'  et  a  sont  aussi  égaux,  puisque 
les  deux  figures  sont  semblables  et  semblablement  placées, 
et  que  le  point  S  est  leur  centre  de  similitude.  Do:  c,  etc. 

II.  Corde  commune  à  deux  cercles^  ou  axe  radical. 

714.  jN'ous  appelons  corde  commune  à  deux  cercles  une 
droite  dont  les  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires) 
avec  les  deux  cercles  sont  les  mêmes. 

Le  cas  où  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas  donne  lieu  k 

32. 


1 
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ce  théorème  : 

Deux  cercles  ont  toujours  une  corde  commune. 

En  effet,  que  Ton  mène  une  droite  quelconque  qui  ren- 
contrera les  deux  cercles  en  deux  couples  de  points  a^h 
et  a\  V  (réels  ou  imaginaires);  il  existera  toujours  sur cetie 
droite  un  point  ui  tel ,  que  les  produits  ma.nib  et  ma'.  mV 
seront  égaux  (208).  Que  de  ce  point  on  abaisse  une  pe^ 
pendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deox 
cercles;  cette  droite  sera  la  corde  commune  aux  deni 
cercles,  c'est-à-dire  qu'elle  les  rencontrera  aux  deux  mêmes 
points  (réels  ou  imaginaires).  En  effet,  les  deux  poiots  sor 
chacun  des  cercles  auront  le  même  point  milieu ,  qui  sera 
sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  (647);  et  le  rec- 
tangle de  leurs  distances  au  point  m  sera  aussi  le  mèmet 
car  il  sera  égal  à  ma .  mb  dans  Tun  des  cercles ,  et  à  ma!,  ni 
dans  l'autre  (648).  Donc,  etc. 

Corollaire.  — 11  résulte  de  là  que ,  quand  une  transver- 
sale rencontre  deux  cercles  en  de^ux  couples  de  points  a,  h&> 
a\  b\  et  leur  corde  commune  en  m,  on  a  toujours  T^alité 
nia.nib  =  ma'  ,mb''^  et  que,  réciproquement,  quand  cette 
égalité  a  lieu,  le  point  m  appartient  à  la  corde  commune 
aux  deux  cercles. 

715.  Les  tangentes  menées  à  deux  cercles,  d'un  mémf 
point  de  leur  corde  commune ,  sont  de  même  longueur. 

Car  on  a  {Jîg-  i55),  mt=.me.nif^  en  appelante,/ 
les  deux  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  te 

deux  cercles  ;  et  de  même  /;//'  =  nie  .  rrif.  Donc  ntt  =  mi  ■ 
Réciproquement  :  Si  les  fangenfes  menées  d'un  mente 

point  à  deux  cercles  sont  égales,  ce  point  appartient  ne* 

cessaireoient  à  la  corde  commune  aux  deux  cercles. 
En  effet,  la  tangente  au  second  cercle  nit'  renconti'C  le 

premier  en  deux  poiiil!>  e  elo^  (réels  ou  imaginaires),  et  1  w 
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a  we  .  /w©  =  m^(648)  -,  mais,  par  hypothèse,  ml  =  int'\ 

donc  me  .m(f  =z  mt^.  Donc  le  point  m  appartient  à  la  corde 
commune  aux  deux  cercles  (714,  coroll.). 

A  raison  de  cette  propriété,  et  parce  que  la  longueur  de 
la  tangente  menée  d*un  point  à  un  cercle  s'exprime  par  un 
radical ,  on  a  appelé  la  corde  commune  à  deux  cercles  axe 
radical  (*). 

71  fi.  L^ojâe  radical  de  detix  cercles  est  à  égale  dis  lance 
des  deux  polaires  de  chaque  centre  de  similitude. 

En  ellet,  si  Ton  conçoit  une  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  le  point  où  elle  rencontre  Taxe  radical  est,  d'après 
le  théorème  précédent,  à  égale  distance  des  points  de  con- 
tact; mais  ces  points  sont  sur  les  polaires  du  centre  de 
similitude  par  lequel  passe  la  tangente,  et  ces  polaires  sont 
parallèles  à  Taxe  radical.  Donc ,  etc. 

717.  Si  par  un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles 
on  mène  deux  droites  quelconques,  les  quatre  points  (réels 
ou  imaginaires),  dans  lesquels  elles  rencontrent ,  tune, 
un  cercle,  et  l'autre,  F  autre  cercle,  sont  sur  un  même  cercle. 

Car  soient  m  le  point  de  Taxe  radical ,  a ,  b  les  points  de 
rencontre  du  premier  cercle  par  Tune  des  transversales , 
a'i  b^  les  points  de  rencontre  du  second  cercle  par  l'autre 
transversale ,  et  e ,  y  les  points  communs  aux  deux  cercles 
sur  l'axe  radical;  les  deux  rectangles  ma.inb^  ma' ,mb' 
sont  égaux  à  me,mf^  et,  par  conséquent,  égaux  entre  eux; 
ee  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  b^  a\  b'  sont  sur 
une  même  circonférence  de  cercle  (648). 

718.  La  corde  commune  à  deux  cercles  jouit  de  la  pro* 
priétéy  que  les  polaires  de  chacun  de  ses  points,  par  rap- 
port  aux  deux  cercles^  se  croisent  sur  cette  droite. 


(*)  Cette  cipresgion  a  été  proposée  par  M.  Gaultier  (de Tours),  dans 
UD  Mémoire  sur  les  contacts  dos  cercles.  (  Journal  de.  l'École  Polytechnique, 
XVI*  cabiefj  année  i8i30 
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En  efTet,  les  polaires  d*uii  point  de  la  corde  commune 
passent  par  le  point  qui  est ,  sur  cette  droite ,  le  conjugué 
harmonique  du  premier  par  rapport  aux  deux  points  d'in- 
tersection (réels  ou  imaginaires)  des  deux  cercles  (675). 

Réciproquement  :  Quand  une  droite  est  telle,  que  les 
polaires  de  chacun  de  ses  points  par  rapport  à  deux  cer- 
cles se  rencontrent  sur  cette  droite,  celte  droite  est  une 
corde  commune  aux  deux  cercles. 

En  effet,  si  deux  systèmes  de  points  sur  une  même  droite L 
sont  conjugués  par  rapport  à  chacun  des  deux  cercles,  les 
points  d'intersection  de  Fun  et  de  Tautre  cercle  par  celte 
droite  sont  les  mêmes  (690).  Donc,  etc. 

719.  Un  point  situé  à  Tinfîni  a  pour  polaires  dans  deux 
cercles  deux  diamètres  parallèles ,  lesquels  se  rencontrent 
à  Tinfini  •,  de  sorte  que  la  droite  située  à  V infini  peut  être 
considérée  comme  une  corde  commune  aux  deux  cer- 
cles. 

Ainsi  Ton  peut  dire  que  deux  cercles  ont  quatre  points 
d'intersection ,  situés ,  deux  à  deux ,  sur  deux  cordes  com- 
munes toujours  réelles;  que  sur  Tune  de  ces  droites,  située 
à  distance  finie  et  appelée  axe  radical,  les  deux  points  sont 
réels  ou  imaginaires,  et  que  sur  l'autre,  située  à  rinfini, 
les  deux  points  sont  toujours  imaginaires. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles  sont  concen- 
triques, leur  axe  radical  est  lui-même  à  Tinfini ,  et  leurs 
deux  cordes  communes  se  confondent  ;  on  peut  dire  alors 
que  les  deux  cercles  ont  un  double  contact  imaginaire  à 
Finfini ,  parce  que  leurs  quatre  points  d'intersection  coïn- 
cident, deux  à  deux,  sur  la  droite  située  à  l'infini  (*). 

(*)  Cette  notion,  d'une  oorde  commune  à  deux  cercles  située  i  rin^oi, 
et  de  deux  cercles  nyaol  un  double  contact  imaginaire,  a  été  émisa  p*r 
M.  Poncelet,  dans  son  Traiiê  des  Propriétés  projeciives  des  fffires  {^ 
I»age48). 
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III.  Des  cercles  considérés  comme  figures  homologiques. 

720.  Deux  cercles  sont  deux  figures  homologiques  dans 
lesquelles  Vaxe  d^homologie  est  la  corde  commune^  ou 
axe  radical  des  deux  cercles j  et  le  rentre  d^hotnologie, 
Viui  ou  V autre,,  itidifféreninient,  des  deux  centres  de  simi- 
litude. 

En  effet,  soient  M  et  m  {fig*  i56)  deux  points  homo- 
logues par  rapport  au  centre  de  similitude  S:  et  MP.  mp 
les  distances  de  ces  points  aux  polaires  du  point  S  relatives 
aux  deux  cercles.  On  a,  en  vertu  de  la  similitude  des  deux 
figures, 

S/71       mp 

SM  "^MP* 

Soient  Wi  le  second  point  du  cercle  o  sur  la  droite  Sm,  et 
f7ii;7,  la  distance  de  ce  point  à  la  polaire  du  point  S,  on  a 

p.^^!"P.     (673). 
S/W|  in^px 

De  ces  deux  équations  résulte  celle-ci , 

SM  MP 

— — — "  ^^^  »"^  ^.^_— .^—  * 

S/W|  w,/?i 

Cette  équation  proiive  (520)  que  les  deux  points  M  et  m, 
appartiennent  à  deux  figures  homologiques  dans  lesquelles 
les  polaires  du  point  S  sont  deux  droites  homologues. 

Deux  figures  homologiques  rencontrent  leur  axe  d'ho- 
mologie  dans  les  mêmes  points  \  donc  Taxe  d'homologîe  des 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

721 .  Deux  cordes  homologiques j  telles  que  MN,  ///i  n^ , 
comprises  entre  deux  droites  issues  d\ui  centre  d  *hotuo- 
logicj  se  coupent  sur  l'axe  radical. 

Cela  résulte  des  propriétés  des  figures  homologiques. 


5x4  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

722.  Pareillement  :  Les  tangentes  en  deux  points  ho- 
mo/o gigues  M,  /Wt  se  rencontrant  sur  Vaxe  radical. 

Réciproquement  ;  Si  d'un  point  de  l'axe  radical  on 
mène  une  tangente  à  chacun  des  deux  cercles,  les  deux 
points  de  contact  sont  en  ligne  droite  as^ec  Vun  ou  Vautrt 
des  deux  centres  de  similitude. 

Cela  est  évident,  d'après  ce  qui  précède. 

723.  Puisque  deux  cordes  Komologiques  se  croisent  sur 
Taxe  d^homologie ,  on  en  conclut  que  : 

Deux  couples  de  points  homologiques  sur  deux  cercles 
sont  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence  de 
cercle  (717). 

724.  Le  rectangle  des  distances  de  deux  points  homo- 
logiques de  deux  cercles  y  au  centre  d'hontologic,  est  con- 
stant, quels  que  soient  ces  deux  points. 

Car,  les  quatre  points  M,  N,  m^^  n^  étant  sur  une  même 
circonférence  (723) ,  on  a 

SM.S/w,  =  SN.S/î,. 

725.  Autre  manière  de  démontrer  les  théorèmes  pré- 
cédents. —  Ces  divers  théorèmes,  que  nous  avons  conclus 
naturellement  des  propriétés  les  plus  simples  des  figures 
homologiques,  se  démontrent  aussi  d'une  manière  directe 
fort  simple ,  mais  en  suivant  une  marche  inverse. 

Les  deux  points  M,  m  étant  homologues  par  rapport  aa 
centre  de  similitude  S,  on  dit  que  les  deux  M,  m^  sont 
anti4iomologueSy  et  l'on  démontre  d'abord  notre  dernière 
proposition ,  savoir,  que  le  rectangle  SM .  Sm^  est  constant, 
quels  que  soient  les  deux  points  anti-homologues  M,  mi. 
Eneifet,  on  a  (fig.  i56) 

SM       R  ^      ^  r-^        . 

-—=:-:       et      S/w.S./»,  =  So    — r*; 

S/w        r 
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d'OÙ 

R  ( — '         \ 
SM . S /?i,  =  -  \S  o  -^  r^)  =z  constante . 

r 

De  là  résulte  que ,  deux  couples  de  points  anti-homo- 
logues M,  mt  ei  N,  7Zi  sont  sur  une  même  circonférence 
de  cercle, 

Conséqnemment ,  v  étant  le  point  de  concours  des  deux 
cordes  MN,  m^r/,,  on  a 

vM.  vJV  =r  vW,  .v/î,. 

Donc  les  tangentes  aux  deux  cercles,  menées  par  le  point  v, 
sont  égales  ;  donc  ce  point  est  sur  l'axe  radical  (715)  5  donc 
deux  cordes  anti-homologues  se  coupent  sur  Taxe  radical. 

En  supposant  que  les  deux  cordes  deviennent  infiniment 
petites,  on  en  conclut  que  les  tangentes  en  deux  points 
anti-homologues  se  coupent  sur  Vaxe  radical. 

Cela  résulte  encore  de  ce  que  ces  tangentes,  qui  font  des 
angles  égaux  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  con- 
tact (713) ,  sont  de  même  longueur. 

Enfin,  les  cordes  anti-homologues,  telles  que  MN,  mj  /2i, 
se  coupant  sur  l'axe  radical,  on  en  peut  conclure  que  les 
deux  cercles  sont  deux  figures  homologiques  dont  le 
centre  et  l'axe  d'homologie  sont  le  centre  de  similitude  S 
et  Paxe  radical  (S18). 

Ce  que  nous  disons  du  centre  de  similitude  S  s^entend, 
évidemment ,  du  second  centre  de  similitude  S^ 

726.  Le  rapport  d'homologie  de  deux  cercles  est  égal, 
avec  un  signe  contraire ,  à  leur  rapport  de  similitude. 

Soit  [i  le  point  où  la  droite  Sm^M  (Jig-  iSy)  rencontre 
Taxe  radical ,  ou  axe  d'homologie,  on  a 

SM_       M>_ 
Sot|  /7/|  fA 
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La  constante  X  est  ce  que  nous  avons  appelé  le  Qoejfivient 
ou  rapport  dlioinologie  des  deux  figures  (520). 

Soient  E,  ^  les  points  appartenant  aux  polaires  du 
point  S  dans  les  deux  cercles;  ces  points  sont  homologues 
par  rapport  au  centre  de  similitude  S,  et  Ton  a 

SE  _R 

Stf         r' 

Mais  ils  sont  homologiques  par  rapport  au  point  S  consi- 
déré comme  centre  d'homologie ,  de  sorte  qu^on  a 

SE     aE       ,     ,„„^,  SE 

-—  :i— =  ;     («ftO  ,     ou     -— =— )i, 
Se    fxe  V        ;>  g^  > 

parce  que  fxE  =  —  /ie{716).  Donc 

r 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  ^ —  Les  rapports  d'homologie  relatifs  aux 
deux  centres  d'homologie  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires, de  même  que  les  rapports  de  similitude  (71  i). 

727.  Les  pôles  de  Vaxe  radical  de  deux  cercles  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  centres  de 
similitude. 

En  effet ,  les  deux  cercles  sont  homologiques  par  rapport 
au  point  S  [fig*  i57),  et  l'axe  radical  est  Taxe  d'homo- 
logie (720)  -,  par  conséquent  ses  pôles  P,  p  sont  deux  points 
homologiques  ;  on  a  donc 

SP    nP_ 
S/î  '  n/?  *"■    * 

/  étant  le  rapport  d'homologie.  Et  de  même ,  à  Fégard  du 
second  centre  d'homologie  S', 

S'P    ftP_ 

S'p    dp 
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Donc 

SP    S'P_ 

Ce  qui  do  montre  le  théorème. 

IV.  Propriétés  de  deux  cercles  relatives  h  Taxe  radical. 

728.  Etant  donnés  deux  cercles  ,  si  de  chaque  point  de 
Vun  on  mène  une  tangente  au  second  et  une  perpcndicu-- 
laire  à  leur  axe  radical ^  le  carré  de  la  tangente  sera  à  la 
perpendiculaire f  dans  une  raison  constante* 

En  effet,  une  transversale  rencontre  les  deux  cercles 
(  fig.  1 58  )  en  deux  couples  de  points  m ,  m'  et  a ,  a\  et  Taxe 
radical  en  co,  qui  est  le  point  central  de  Finvolution  dé- 
terminée par  ces  deux  couples  de  points,  puisque  Ton  a 
uim.oam^  =  (ùa.(ùa^  (714,  coroll.).  Il  s'ensuit  cette  équa- 
tion d'involution , 

ma .  ma'         /«  w         __ , 

7-     (*89). 


m' a, m' a!       m'tù 


ou,  en  appelant  mt^m't'  les  tangentes  au  second  cercle 
menées  par  les  points  m ,  m\ 


—  a 

mt  mtd 


mV 


/»'« 


Soient  mp^  m' p'  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
m^  m'  sur  Taxe  radical,  on  a 


m  6>        mp 
Donc 


w'w 

m'p' 

3 

mt 

— r 

m't' 

mp 

m'p' 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

729.   Si,  d^un  point  de  l\ixc  radical  de  deux  cercles  y 
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on  mène  daiix  trans\'ersales  passant  y  respectivement  y  par 
les  pôles  de  cet  axe  dans  les  deux  cercles,  les  droites  qui 
joindront  les  points  de  rencontre  de  ces  trans\fersales  et 
des  deux  cercles j  rcspectiv^ement,  concourront  en  deux 
points  Jixes  qui  seront  les  centres  de  similitiule  des  deux 
cercles. 

En  eflet,  Taxe  radical  étant  Taxe  d'homologie  des  deux 
cercles,  ses  pôles  sont  deux  points  horaologiques ;  donc  les 
deux  droites  menées  d*un  même  point  de  Taxe  radical  à  ces 
deux  points  sont  deux  cordes  homologiques.  Donc  leurs' 
extrémités  sur  les  deux  cercles  sont  des  points  homologiques; 
donc  ces  points  sont,  deux  à  deux,  sur  des  droites  passant 
par  les  centres  d'homologîe.  c.  q.  f.   d. 

Autrement,  Le  point  f[fig-  iSg)  étant  le  pôle  de  Taxe 
radical,  on  a 

et  de  même 

eh  eh' 


donc 


(a'=  - 


af  bg  V/A./A" 


car  ea.ed  =  eb.eb\  puisque  le  point  e  est  sur  l'axe  radi- 
cal des  deux  cercles. 

Soit  S  le  point  où  la  droite  ab  rencontre  la  ligne  fg'^ 
on  a,  dans  le  triangle  e/g:  coupé  par  cette  droite, 

donc 

Donc  le  point  S  est  fixe.  Or  il  est  clair  que  ce  résultat  s'ap- 
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plîqac  au  second  centre  de  similitude  S^  parce  quW  peut 
changer  b  en  h'  dans  la  figure.  Ainsi  le  théorème  est  dé- 
montré. 

730.  Corollaire. — L'un  des  signes,  dans  l'expression  de 
~.î  s'applique  à  ce  rapport ,  et  TaUtre  à  -^  '  Il  s'ensuit  que 

^  z=  —  -^  \  ce  qui  prouve,  ainsi  qu'il  a  été  démontré  di- 

rectemcnt  (727),  que  dans  deux  cercles ,  les  pôles  de  l'axe 
radical  sont  conjugués  liarmoniques  par  rapport  aux  deux 
centres  de  similitude. 

On  arrive  encore  à  cette  conséquence,  en  considérant 
le  quadrilatère  aba*b'\  car  les  deux  centres  de  similitude 
S,  S'  sont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  les 
deux  pôles  /,  g  sont  les  points  où  les  deux  diagonales  aa\ 
bb'  rencontrent  la  droite  SS'.  Donc  les  quatre  points  sont 
en  rapport  harmonique  (341). 

731 .  Observation.  —  Du  théorème  (729) ,  démontré  de 
la  seconde  manière,  on  peut  conclure  que  les  deux  cercles 
sont  deux  figures  homologiques.  Ici,  cette  démonstration 
importe  peu*,  mais  elle  a  l'avantage  de  s'appliquer  h  deux 
sections  coniques ,  c'est-à-dire  que  Ton  démontre  ainsi  direc- 
tement que  deux  coniques  quelconques  sont  deux  figures 
homologiques^  proposition  fort  importante  dont  on  n'a  pas 
encore  donné,  je  crois,  de  démonstration  directe,  et  que 
Ton  a  coutume  de  conclure,  par  voie  de  perspective  ou  de 
transformation,  de  la  similitude  ou  de  l'homologie  de  deux 
cercles. 

732.  Sij  de  chaque  point  de  l'axe  radical  de  deux 
cercles  y  on  leur  mène  deux  tangentes,  le  rapport  des  tan- 
gentes U'i go  no  métriques  des  angles  que  ces  deux  droites 
font  avec  Vase  radical esl  constant. 
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En  elïet,  on  a,  dans  le  cercle  c  (Jig>  160), 

tang|wcS.tang^WicS  =  const.     (700,  corolL). 

Or  Tangle  /«cS=lVICS,  et  /«icS  est  le  supplément  de 
micC*,  réquatioti  devient  donc 

. i ?;  =  const. , 


ou 


— "^ — :  =  const. 

tangjmiOX 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

733.  Si  d'un  point  de  l'axe  radical  [de  deux  cercles 
on  leur  mène  des  tangentes,  les  quatre  points  de  contact 
sont  sur  un  cercle  décrit  du  point  de  l 'axe  radical  comme 
centre;  et  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des  centres  des 
deux  cercles  proposés  en  deux  points  fixes  [réels  ou  imâ- 
ginaires)  qui  sont  conji' gués  par  rapport  aux  deux  cercles» 

Les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  cercle  [fig*  161); 
cela  est  évident,  puisque  les  tangentes  aux  deux  cercles, 
issues  d^un  même  point  co  de  l'axe  radical ,  sont  égales  (71  â). 

Soient  d^  d' les  points  où  le  cercle  qui  a  son  centre  en  <«> 
rencontre  Taxe  radical ,  et  appelons  e ,  y  les  deux  points 
(réels  ou  imaginaires)  où  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des* 
centres  Ce.  On  a 

0^.0/=  —  oê'  =  Orf.OÉ^'  =  oJ—  ^l  . 

Soient  e  et  ç  les  points  d'intersection  des  deux  cercles  pro- 
posés \  on  a 

a         X 

Donc 

Oe  =6i)e.fr)f  —  wO  =  —  Oi. 

Ainsi  Oe  est  constant,  quel  que  soit  le  point  o)  pris  sur  Taxe 
radical  ;  c'est-à-dire  que  le  cercle  décrit  de  ce  point ,  comme 
centre,  rencontre  toujours  la  ligne  des  centres  Ce  dans  les 
mêmes  points. 
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MaintenaDt  observons  que  Oe.O<p  ■=  —  Oe  =  Oa.Oa'j 
cl  par  conséquent 

Oe    ~  Oa.Oa', 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  r-, y* sont  conjugués har-' 
monîques  par  rapport  aux  deux  a,  a'  (69).  Ainsi  le  théo- 
rème est  démontré. 

Corollaire.  —  11  résulte  du  théorème ,  que  tous  les  cer- 
cles décrits  des  points  co  de  Taxe  radical,  comme  centres,  ont 
pour  axe  radical  commun  la  ligne  des  centres  Ce  des  deux 
cercles  proposés,  puisqu'ils  rencontrent  cette  droite  dans 
les  mêmes  points  e,  f  (réels  ou  imaginaires). 

V.  Propriétés  relaiives  au  quadrilatère  circonscrit  à  deux  cercles. 

734.  Les  diagonales  ih ,  gk  du  quadrilatèm  ighk  cir- 
conscrit à  deux  cercles  [fig.  162),  rencontrent  la  ligne 
des  centres  en  deux  points  dont  chacun  a  la  même  po- 
laire dans  les  deux  cercles. 

En  elFet,  quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un 
cercle,  les  deux  diagonales  ihj  gk  et  la  'droite  SS'  qui  joint 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  forment  un  triangle 
dont  chaque  sommet  a  pour  polaire  le  côté  opposé  (694). 
Donc  le  point  e  ou  la  droite  ih  rencontre  la  droite  SS'  a 
pour  polaire  dans  les  deux  cercles  la  droite  gk\  et  pareille- 
ment, le  point  y' a  pour  polaire  la  droite  ih.  Donc,  etc. 

735.  La  circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  deux  cercles,  comme  diamètre,  passe  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère  fotmé  par  les  quatre  tan- 
gentes communes  aux  deux  cercles. 

En  effet,  le  rayon  ch  mené  au  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  S/t,  S' h  communes  aux  deux  cercles,  divise 
en  deux  également  l'angle  S  h  S' formé  par  ces  tangentes  ]  et 
le  rayon  C/i  divise  en  deux  également  le  supplément  de  cet 
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angle.  Donc  les  deux  rayons  CA  et  ch  sont  rectangulaires, 
et  par  suite  le  point  h  est  sur  la  circonférence  décrite  sur  Ce 
comme  diamètre.  c.  q.  f.  d. 

736.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  deux 
cercles,  si  d'un  point  on  mène  /es  tangentes  aux  deux 
cercles  et  des  droites  à  deux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère, ces  trois  couples  de  droites  sont  en  inv^olution. 

En  elTet,  les  deux  tangentes  au  premier  cercle  forment 
une  involution  avec  les  deux  couples  de  droites  menées  aux 
deux  couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère  (667)  ; 
et  de  même  les  tangentes  au  second  cercle.  Donc  trois  ^el- 
conques  de  ces  quatre  couples  de  droites  sont  en  involu- 
tion (196).  Donc,  etc. 

Cette  démonstration  suppose  que  les  quatre  sommets  du 
quadrilatère  sont  réels.  En  voici  une  seconde,  qui  s^appliqae 
au  cas  où  le  quadrilatère  n'aurait  que  deux  sommets  réels, 
savoir  les  deux  centres  de  similitude. 

jéutremetit.  Soient  A ,  A'  et  B ,  B'  les  deux  couples  de 
tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  menées  d'un  point  P  aux 
deux  cercles ,  E ,  F  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles 
menées  par  le  centre  de  similitude  S,  et  E',  F'  les  deux  tan- 
gentes communes  issues  du  second  centre  de  similitude  S\ 
tangentes  réelles  ou  imaginaires. 

On  a ,  relativement  aux  tangentes  au  premier  cercle, 
issues  des  sommets  du  triangle  PSS',  l'équation  (674) 

sin  SPA . sin SPA'     sin  PS' E' . àin  PS' F'    sinS'SE.sinS'SF 


=  1. 


sinS'PA.sinS'PA'    sin SS' E' . siu  SS' F'     sin  PSE . sin  PSF 

Et  à  l'égard  du  second  cercle ,  une  équation  semblable ,  dans 
laquelle  les  tangentes  B,  B'  remplacent  les  tangentes  A,  A'< 
Le&deux  équations  donnent  évidemment  celle-ci  : 

sin  SPA. sin  SPA'  _    sinSPB.sinSPB' 
sin  S  PA.sin  S'PA'  ""  sinS'PB.sinS~PB'' 

Équation  d'involution  (243).  Donc,  etc. 
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Observation,  —  Dans  celte  démonstration,  les  deux 
points  S,  S',  que  nous  avons  appelés  les  sommets  opposés 
du  quadrilatère  circonscrit  aux  deux  cercles ,  peuvent  être 
définis  par  une  autre  propriété  qui  est  précisément  celle 
sur  laquelle  est  fondée  la  démonstration ,  savoir  que  :  cha-- 
cun  d'eux  est  le  point  de  concow*s  de  deux  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  communes  aux  deux  cercles ,  ou, 
en  d'autres  termes  encore,  que  siparTun  des  deux  points 
on  mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  Fun  des 
cercles,  elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'autre,  d'où 
résulte  que  les  tangentes  aux  cercles,  issues  de  ces  points ^ 
sont  les  mêmes. 

737.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  deux  cer^ 
des,  si  Von  mène  une  tangente  quelconque  au  premier,  et 
les  deux  tangentes' parallèles,  au  second,  le  produit  des 
distances  de  la  première  tangente  à  ces  deux-ci  est  au  pro* 
duit  des  distances  de  la  même  tangente  à  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère,  dans  une  raison  constante. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  tangentes ,  au  lieu  d'être 
parallèles,  soient  menées  par  un  même  point  pris  sur  une 
droite  fixe  L^  soient  m,  a  ci  a'  ces  trois  tangentes,  et 
p,  a,  âMes  trois  tangentes  menées  seniblablemcnt  d'un 
second  point  de  la  droite  L.  Soient  &,  1/  et  6,  S' les  droites 
menées  de  ces  deux  points  à  deux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère. Nous  allons  prouver  que  Ton  a  la  relation 

sin  (/!/,  «).sin  (/n,  fl')    sin(/7ï,  b).s\n(m,  b') 
sin(L,  flf)  8in(L,  fl')  '  sin(L,  ^).sin(L,  b') 

sin(fx,  a).sin  (fjt,  a!)    sin(fA,  6).sin  (;*,  %') 
sin(L,  a).sin(L,  a')  '  sin(L»  6).sin  (L,  6')* 

En  ellct,  considérons  le  triangle  formé  par  la  droite  L  et 
les  deux  tangentes  m  et  |ui  au  premier  cercle.  De  deux  de  ses 
sommets  partent  les  quatre  tangentes  au  second  cercle  a ,  a 
et  a,  a'  :  soient  A,  A'  les  tangentes  menées  parle  troisième 
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sommet,  situé  k  l'intersection  des  deux  tangentes  m  et  jui  : 
on  a  dans  ce  triangle  (674) 

sin  ( m,  a)  .sin  ( /n y  a' )  ^  sin  (fs  a) . sin (ft,  a  ) sin (01,  Â) .  sin (m,  A') 

sin(L,  a),sin{lj,a')  'sin (L, a). sin (L, a')       sin(pyA).8iD([i,  A'j 

Appelons  6,  B'  les  droites  menées  du  point  d'intersection 
des  deux  droites  m  et  fx  aux  deux  sommets  du  quadrilatère. 
Trois  couples  de  droites  aboutissent  à  ces  deux  sommets; 
savoir  A,  i^j  6,  6'  et  B,  B'.  Ces  droites  partent  des  trois 
sommets  du  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  m,  fi  et 
la  droite  L;  on  a  donc  (356) 

sin(/if,  b).sm(my  6')  sin  (pi,  6).sin(pi,  6') sin(OT,  B).sin(iw,y) 

sin(L,  ^).sin(Ly  y)'sio(L,6).sin(L,  6')       sin  (fx,B).siD(fi,B') 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à  celui  de 
l'équation  précédente ,  parce  que  les  droites  m ,  fx ,  A ,  A' 
et  B,  B',  issues  d'un  même  point ,  sont  en  involution  (736); 
les  premiers  membres  des  deux  équations  sont  donc  ^ux; 
ce  qui  donne  l'équation  que  l'on  veut  démontrer. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  l'équation  de  manière  qu'aile 
ne  contienne  que  des  rapports  anharmoniques  y  de  sorte  que 
si  l'on  mène  une  transversale  quelconque  qui  rencontre  h 
droite  L  et  les  tangentes  ntj  a^  a  et  b^  V  en  des  points 
désignés  par  les  mêmes  lettres ,  on  aura 

ma,  ma'     mh.mb* 

i T'r  •  T  I.  T  x/  =  conslaotc, 

quel  que  soit  le  point  de  la  droite  L  par  lequel  on  a  mené 
les  tangentes. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  L  soit  â  l'infini; 
les  tangentes  a,  a'  et  les  droites  &,  V  seront  parallèles,  et 
Téquation  se  réduit  à 


ma»  ma' 


m 


-, rr  =  constante. 

b  ,mb' 
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On  peut  prendre  la  transversale,  qui  est  de  direction 
arbitraire ,  perpendiculaire  aux  tangentes  '  alors  l'équation 
exprime  le  théorème  énoncé.  Donc,  etc. 

Observation.  — L^observation  relatiTe  au  théorème  pré- 
cédent (736)  s'applique  ici,  c'est-à-dire  que  le  théorème 
comprend  le  cas  où  le  quadrilatère  circonscrit  aux  deux 
cercles  serait  imaginaire  et  n'aurait  de  réîels  qUe  deux  som- 
mets opposés. 

VI.  Cas  où  un  cercle  se  réduit  à  un  point. 

738.  On  peut  avoir  à  considérer  un  point  comme  un 
cercle  infiniment  petit ,  et  à  la  limite ,  comme  un  cercle 
d'un  rayon  nul. 

Les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  cercle  infi- 
nin^ent  petit  «ont  imaginaires  ;  leur  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  général,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  la  droite  ;  et  le  carré  de  la  demi-corde  que  les 
•deux  points  imaginaires  déterminent  est  égal  au  carré  de  la 
distance  de  la  droite  au  centre  du  cercle,  pris  avec  le  signe 
moins.  Cela  résulte  de  l'expression  générale  (648)  dans  la- 
quelle on  suppose  le  rayon  nul. 

On  peut  dire,  plus  généralement,  que  le  produit  des 
distances  d'un  point  de  la  droite  aux  deux  points  imagi- 
naires est  égal  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
du  cercle  (648). 

739.  L'axe  radical  d'un  cercle  et  d'un  point  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  Taxe  radical  de  deux  cercles;  c'est 
la  droite  qui  rencontre  le  cercle  et  le  point  dans  les  deux 
mêmes  points  (  imaginaires)  ;  en  d'autres  termes ,  c'est  la 
droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  points  d'intersec- 
lion  du  cercle  et  du  point. 

La  tangente  au  cercle ,  menée  d'un  point  quelconque  de 
l'axe  radical ,  est  égale  à  la  distance  de  ce  point  au  point 
regardé  comme  cercle  infiniment  petit. 
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740.  L'axe  radical  d'un  point  et  d'un  cercle  est  à 
cgale  distance  du  point  et  de  sa  polaire  par  rapport  an 
cercle. 

Car  appelons  e  Tun  des  points  (imaginaires)  communs 
au  cercle  C  et  au  point  e  (fig*  i63),  lesquels  sont  sur 
Taxe  radical  AX;  on  a^^a,   par  rapport   au  point  e, 

fîe  =  —  Sie  (738),  et  dans  le  cercle,  Ae  = — Qa.ûa'. 

Donc  ile  =Q,a.Sia'.  Donc,  si  l'on  prend  12^=  He,  les 
deux  points  e^  f  seront  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a,  a'  (  69) ,  et  par  conséquent  la  polaii-e  da 
point  e,  relative  au  cercle  C,  passe  par  le  point/*,  à  la  même 
distance  de  Taxe  radical  que  le  point  e. 

741 .  Le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  m  dn 
cercle ,  au  point,  est  proportionnel  à  la  distance  du  même 
point  m  à  Taxe  radical  (728). 

Il  en  résulte  cette  propriété  du  cercle  ; 

Étant  pris  un  point  fixe  e  dans  le  plan  d*un  cercle, il 
existe  toujours  une  certaine  droite  fixe  Si  X  telle,  que  le 
carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  du  cercle  à  ce 
point  fixe,  est  à  la  simple  distance  du  mênie  point  à  la 
droite  fixe,  dans  une  raison  constante. 

Ainsi  l'on  a  [fig^  i63) 

em  ea 


mp         aù, 

Cet  axe  AX ,  qui  correspond  au  point  e,  est  à  égale  disuuce 
de  ce  point  et  de  son  conjugué  harmonique/' par  rapport 
aux  deux  points  a,  a'  (740).  On  peut  le  déterminer  par 

la  proportion 

— t 

aCi         ae 

742.  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  iufi* 
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nimeDt  petit  pa0se  par  le  point  qui  représente  ce  cercle  et 
est  perpendiculaire  à  la  droite  menée  du  point  à  ce  cercle. 

II  s  ensuit  que  detix  points  conjugués  par  rapport  à  un 
point  regardé  comme  cercle  infiniment  petit ,  sont  vus  de 
ce  point  sous  un  angle  droit. 

CoROLLAiKE.  —  Si  les  deux  points  conjugués  sont  pris 
sur  l'axe  radical  d^un  cercle  et  d'un  point,  ils  seront  aussi 
conjugués  par  rapport  au  cercle,  de  sorte  qu'il  en  résulte 
ce  théorème  :  Quand  une  droite  ne  rencontre  pas  un  cercle  y 
il  existe  y  de  part  et  d* autre  de  cette  droite  y  un  point  d'où 
l'on  voit  sous  un  angle  droit  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugués  quelconques  par  rapport  au  cercle  ^  pris 
sur  cette  droite. 
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CHAPITRE  XXX. 


SYSTÈME    DE    TROIS  OU    PLUSIEURS    CERCLES    AÏÀVT    LE    UÊME 

AXE    RADICAL. 


N 


I. 

743.  Quand  trois  cercles  ont ,  deux  à  deux ,  le  même 
axe  radical,  toute  transversale  les  rencontre  en  six  points 
formant  une  involution  dont  le  point  central  est  sur  l'axe 
radical. 

En  effet,  soient  a,  a';  £,  &^  et  c,  2;'  les  trois  couples  de 
points  et  o  le  point  où  la  transversale  rencontre  Taxe  ra- 
dical; on  a 

oa.oa'=  ob.ob'  =  oc.o{/     (7t4); 

ce  qui  prouve  Tinvolution. 

Corollaire.  —  Quand  la  transversale  est  tangente  à  deux 
des  trois  cercles,  les  points  de  contact  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  du 
troisième  cercle. 

74*4.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
par  un  point  quelconque  m  de  l 'un  on  mène ,  dans  une 
direction  quelconque  y  une  trans{^ei*scde  qui  rencontre  les 
deux  autres  en  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b,  b',  /^ 
rapport 

•  ma .  ma* 


mb.mb' 

a  une  valeur  constante  et  toujours  de  même  signe^. 

En  effet ,  soient  a ,  6  et  /x  les  points  milieux  des  deux 
segments  aa',  bb'^  et  du  troisième  mm'  intercepté  sur  la 


[ 
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transversale  par  le  troisième  cercle;  on  a 

'"V"'t=^^     (Mi)- 

Or,  les  points  a ,  6  et  fx  étant  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  des  centres  des  trois  cercles  sur  la  transversale , 

le  rapport  ^  est  égal ,  numériquement  et  avec  le  même 

signe,  au  rapport  des  distances  de  l'un  de  ces  centres  aux 
deux  autres.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  Si  Ton  voulait  démontrer  seulement  que 

la  valeur  numérique  du  rapport  —7-^ — r#  est  constante,  il 

*  **         mb.mb 

suffirait  de  remarquer  que  les  six  points  a ,  a',  &,  b\  m,  m' 

étant  en  involution  (743),  on  a  l'^alité 

ma.tna!  m' a. m' h 

mh.mb'         m' a\m' h 

On  n*a  à  considérer,  le  plus  souvent,  que  la  valeur  numé- 
rique du  rapport-,  cependant  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  lieu 
de  tenir  compte  du  signe,  comme  nous  le  verrons  plus 
loin  (752). 

745.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical^  les 
tangentes  menées  de  chaque  point  de  l'un  aux  deux  autres 
ont  leurs  longueurs  dans  une  raison  constante. 

En  effet ,  le  rapport  des  carrés  des  tangentes  menées  d'un 
point  m  de  Tun  des  cercles  est  égal  au  rapport 

mti  .ma 
mb.mb' 

lequel  est  constant  (744). 

746.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  de 
b'haquc  point  de  l'un  on  voit  les  deux  autres  sous  des 
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angles  dont  les  moUiés  ont  leurs  tangentes  trigonomé^ 
f tiques  dans  un  rapport  constant. 
En  effet,  on  a  (Jig-  i64) 

Cf        R  R' 

^  mt       mt  ^  mt' 

Donc 

tang  tm  G        R       tnt 


tang/'/wG'        R'  '  mt' 

Or  le  rapport  des  deux  tangentes  — y  est  constant  (745). 

Donc  le  rapport  des  deux  tangentes  trigonométriqnes  est 
constant.  c.  q.  f.  d. 

747.  Si  sur  la  droite  qui  joint  les  centrés  de  similitude 
de  deux  cercles^  comme  diamètre ^  on  en  décrit  un  troi- 
sième,  ce  cercle  passe  par  les  points  d'intersection  (réels 
ou  imaginaires)  des  deux  premiers^  et  de  chacun  de  ses 
points  on  "voit  ceux-ci  sous  deux  angles  égaux. 

Par  les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  on  peut  en 
faire  passer  un  troisième  ayant  le  mêihe  axe  radical  avec 
ces  deux-là,  parce  que  les  deux  centres  de  similitude  for- 
ment une  involution  avec  les  points  a,  b  et  a\  b'  appar^ 
tenant  sur  la  même  droite  aux  deux  cercles  (712). 

Le  rapport  des  carrés  des  tangentes  aux  deux  cercles,  me- 
nées d'un  point  de  ce  troisième,  est  constant  (745)  et^al  à 

^  /  orr  =  ^/  Donc,  d'après  le  théorème  précédent,  les 

deux  angles  sous  lesquels  on  voit,  d'un  point  quelconque 
du  troisième  cercle,  les  deux  autres,  sont  égaux. 

c.    Q.    F.    D. 

II. 

748.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
d'tin  point  on  leur  mène  des  tangentes,  les  trois  contes 
dç  contact  concourent  en  un  même  point. 
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En  d'autres  termes,  les  polaires  d'un  même  point,  rela- 
tives aux  trois  cercles,  concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  soît  un  point  P,  et  P'  le  point  d'intersection  de 
ses  polaires  relatives  à  deux  des  cercles.  La  droite  PP'  ren- 
contre les  trois  cercles  en  trois  couples  de  points  a ,  a'  ;  £ , 
i'  et  c,  c',  qui  sont  en  involution  (743).  Or  les  deux  points 
P,  P'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a'  et  aux  deux  b^b'  (675),  et  par  conséquent  sont  les 
points  doubles  de  Tin voluti on.  Donc  ils  divisent  harmoni- 
qaemcnt  le  troisième  segment  cc'\  donc  la  polaire  du  point 
P  relative  au  troisième  cercle  passe  par  V*  Ce  qui  dé- 
montre le  tiiéorème. 

Remarque.  —  Les  deux  points  P,  P',  qui  sont  conjugués 
par  rapport  à  chacun  des  trois  cercles,  sont  situés  de  part 
et  d'autre  et  à  égale  distance  de  l'axe  radical.  Car  ils  sont 
les  points  doubles  d'une  involution  dont  le  point  central 
est  sur  Taxe  radical  (743). 

749.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle,  si 
par  deux  points  de  la  circonférence  [réels  ou  imaginaires) 
on  mène  six  cercles  tangenfs,  deux  à  deux^  respectis^e- 
ment  aux  trois  côtés  du  triangle,  le  six  points  de  contact 
sont,  trois  à  trois ^  sur  quatre  droites. 

On  peut  dire  encore  que  les  six  points  de  contact  forment 
les  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  contours  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  dont  les  diagonales  et  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  de  concours  sont,  en  direction,  les 
trois  côtés  du  triangle. 

En  effet,  soient  a,  i,  c  (fig>  i65)  les  points  de  rencontre 
des  trois  côtés  du  triangle  ABC  par  la  corde  PP',  et  a,  6,  y 
trois  des  points  de  contact  sur  les  trois  mêmes  côtés  respec- 
tivement. 

On  a  ,  en  représentant  par  (A,  X),  (B,  X) ,  (C,  X) ,  les 
dislances  des  trois  sommets  A,  R,  C  n  la  corde  PP'  qui  est 
Taxe  radieal  commun  au  cercle  proposé  et  aux  cercles  tan- 
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gents  aux  côtés  du  triangle , 

Â7'_(A.x)     bI'_(b,x)     cë'_(c,x) 

^'-(B,X)'     ^'-(C,X)'      X|'-(A,X)^      "^- 


D'où  résulte 


A7    Ba     ce         . 
By    Ca     A6 


Ainsi  trois  quelconques  des  six  points  de  contact,  pris  sur 
les  trois  côtés  respectivement,  donnent  lieu  h  cette  équa- 
tion ^  ce  qui  prouve  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
ou  bien  que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  sommets 
du  triangle  se  croisent  en  un  même  point.  Or  cela  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  que  les  six  points  seront  les  quatre 
sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d'un  même  quadrilatère.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Autrement,  Le  point  a  est  le  point  central  d'une  invo* 
lution  dans  laquelle  les  deux  sommets  B,  C  sont  deux 
points  conjugués,  et  le  point  ce  un  des  points  doubles  (743). 
On  a  donc 


'i 


Ba   _Ba 


C 


a 


Et  pareillement 


A7^_Ac       C6    _C^ 


Multipliant  membre  à  membre  ces  trois  équations ,  on  en 
obtient  une  dont  le  second  membre  est  égal  à  l'unité ,  parce 
que  les  trois  points  a,  &,  c  sont  en  ligne  droite;  et  cette 
écpi^tion  se  réduit  à 

A7    Ba    C6_^ 

B7 'Ca' Ai""" 

fomme  ci-dessus.  Donc,  etc. 


îi 
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III. 

750«  Quand  les  côtés  d'un  angle  (fig.  i66)  rencontrent 
deux  cercles  C ,  G',  chacun  en  quatre  points ,  savoir,  a,  b, 
c ,  d  sur  Vun,  et  a',  b',  c',  à'  sur  Vautre,  deux  cordes  ad  et 
bc,  sous-tendues  p€ir  cet  angle  dans  le  premier  cercle,  ren^ 
contrent  deux  cordes  a^d',  b'c',  sous-tendues  dans  le  se^ 
cond  cercle ,  en  quatre  points  m ,  n ,  p,  q  qui  sont  situés 
sur  un  même  cercle,  et  ce  cercle  a  le  même  axe  radical 
a^ec  les  deux  C ,  C\ 

Prouvons  d'abord  que  par  deux  points  situés  sur  une 
même  corde  de  l'un  des  cercles ,  par  exemple,  par  les  deux 
points  m  et  n  situés  sur  la  corde  ad  du  cercle  C,  on  peut 
faire  passer  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec  les 
deux,  proposés  C  et  C.  En  eflet,  le  quadrilatère  a' A' c'rf 
étant  inscrit  dans  le  cercle  C\  les  deux  couples  de  points 
a,  d  et  m,  n,  et  les  deux  points  d'intersection  du  cercle 
C  par  la  droite  mn  sont  en  involution  (656) .  Donc ,  par  les 
deux  points  m,  n  on  peut  faire  passer  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  deux  C,  C^  C^^)-  ^^^  ^^  même 
raison,  ce  cercle,  qui  est  déterminé  par  le  seul  point  m, 
passera  par  le  point  q  situé,  avec  m,  sur  la  corde  a^d'  du 
second  cercle  C;  et  passant  par  le  point  q^  il  passera  par 
le  point  p  situé ,  avec  q,  sur  la  corde  bc  du  cercle  C.  Donc 
le  même  cercle  passe  par  les  quatre  points  m^n^  p^  q. 

c.  Q.  F.  p. 

CoROLLÀiAES.  —  Ce  théorème  est  susceptible  de  divers 
corollaires  auxquels  donne  lieu  la  diversité  des  positions 
que  peuvent  prendre  les  deux  transversales  qui  forment  les 
côtés  de  l'angle  que  Ton  y  considère. 

I.  Si  Tune  de  ces  droites  est  tangente  à  l'un  des  cercles , 
les  deux  cordes  dans  ce  cercle  partent  du  point  de  contact; 
et  si  la  seconde  droite  est  aussi  tangente  au  même  cercle , 
les  deux  cordes  se  confondent  en  une  ^ulc.  Cette  cordr 
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anique  détermine  sur  les  deux  cordes  du  second  cercle  deux 
points  par  lesquels  passe  un  cercle  tangent  à  ces  deux 
cordes  et  ayant  le  même  axe  radical  av^ec  les  deux  cercles 
proposés, 

U.  Les  deux  côtes  de  l'angle  penvent  se  confondre;  alon 
les  cordes  interceptées  dans  les  deux  cercles  deviennent 
des  tangentes ,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  une  transifersale  rencontre  deux  cercles  en  quatre 
points^  et  quon  mène  les  tangentes  en  ces  points ^  les  deux 
tangentes  au  premier  cercle  rencontrent  les  tangentes 
au  second  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle, 
lequel  a  le  même  axe  radical  avec  les  deux  cercles  pro' 
posés, 

m.  Si  Tun  des  côtés  de  l'angle  est  tangent  à  la  fois  aux 
deux  cercles  (fig'  167),  le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Étant  donnés  deux  cercles,  et  étant  menée  l'une  de 
leurs  tangentes  communes ,  si  Ton  prend  les  deuxpoinU 
de  contact  pour  sommets  de  deux  angles  qui  interceptent 
dans  les  deux  cervles,  respectivement,  deux  cordes  situées 
sur  une  même  transversale,  les  côtés  de  ces  deux  angles  se 
rencontreront  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle- 
qui  passera  par  les  points  d* intersection  des  deux  pro- 
posés. 

Ainsi  les  deux  cordes  ca,  cb  du  premier  cercle  rencon- 
trent les  deux  c* a\  c' V  du  second,  en  quatre  points  m,  «; 
Pj  q  situés  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d'intersec- 
tion (réels  ou  imaginaires)  des  deux  premiers. 

Autrement,  On  peut  démontrer  directement  ce  théo- 
rème et  lui  donner  un  énoncé  plus  complet,  en  ajoutant 
que  :  Si  la  transversale  sur  laquelle  sont  les  cordes  inter- 
ceptées dans  les  deux  cercles ,  tourne  autour  d*iin  pouit 
fixe  de  leur  tangente  commune,  le  troisième  cercle  reste 
toujours  le  même. 

En  eflct ,  soit  p  Ir  point  où  la  transversale  aa^  rencontrr 
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ia  tangente  commune  cc^  ]  on  a  dans  le  triangle  mcc'^  coupé 
par  la  transversale  paa^ 

^c    a^  tf    am 

p  c'    a'  m  ^  ac 

Or 

tfc  r=  D.sinc    et    aV  =  D'.  sin  t/, 

D  et  D'  étant  les  diamètres  des  deux  cercles  ;  d'où 

aV       D'     sine'       D'     me 
ac         D     sine       D      me' 

L'équation  devient  donc 

pc     ma,  me     D' 

— :#  •  — ? ,  •  "nT  —  '  > 

p  c    ma  .  me      u 

ou 

ma. me        D     pc 

ma' .me'      D'    p*/ 

Donc ,  quand  la  transversale  tourne  autour  du  point  p,  le 

ma  •  ite  ,  /  p«  t  c  \  « 

rapport  — ^ — -;  reste  constant;  ce  qui  prouve  (744)  que  le 

point  m  décrit  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec 
les  deux  premiers. 

IV. 

751 .  Quand  trou  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
d'un  point  quelconque  de  Vun  on  mène  une  tangente  à 
chacun  des  deux  autres  y  et  quon  unisse  les  points  de  con- 
tact par  une  droite,  les  cordes  interceptées  par  les  deux 
cercles  sur  cette  droite  sont  entre  elles  dans  wi  rapport 
constant. 

C'est-à-dire  qu'on  a  [fig.  i68) 

ab 

--77  =  constante. 

a  o' 

En  effet,  on  a 

a^=:2R.sinPa6,     et     a'6' =  2R\sinPa'^', 
R,R'  étant  les  rayons  des  cercles. 
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Donc 

ab  __K    sinVab  __R    Pa^ 
yp'^K'  sinPa'^'  ""  F  Pa  ' 


Or,  le  point  P  étant  sur  un  cercle  qui  a  le  même  axe  radical 

Ptf' 
P/i 


avec  les  deux  proposés  ^  le  rapport  -^—  est  constant  (745) 


Donc 

ab 

-r-r-  =  constante.       c.  q.  f.  d. 

Réciproquement  :  Si  l'on  mène  une  transpersale  tellCf 
que  deux  cercles  donnés  interceptent  sur  elle  deux  cordes 
ab,  a'b'  qui  soient  dans  un  rapport  constant,  les  tan- 
gentes aux  deux  points  tels  que  a  et  a'  5e  rencontreront 
en  un  point  dont  le  lieu  géométrique ,  quand  la  transver- 
sale cliangera  de  position,  sera  un  cercle  passant  par  Its 
points  d'intersection  des  deux  proposés. 

Car,  de  la  relation  -rn  =  constante  on  conclut,  oomne 

a  b  ^ 

Pis 

on  vient  de  le  voir,  ——7  =  constante.  Ce  qui  démontre  k 

'  Fa  ^ 

théorème. 

Corollaire.  —  En  ne  considérant  qu^une  transversale  cl 
les  quatre  tangentes  en  a,  b  et  a',  6',  on  en  conclut  que  les 
deux  premières  rencontrent  les  deux  autres  en  quatre  points 
situés  sur  un  même  cercle;  ce  qui  est  un  des  corollaires  et 
tliéorème  (750). 

752.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  » 
d 'un  point  de  l 'un  on  mène  une  tangente  à  chacun  àts 
deux  autres,  et  qu'on  joigne  les  points  de  contact  p^ 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  cercles  interceptent  deaX 
cordes  ab,  a'b';  que  l'on  place  les  lettres  a,  b,  a',  b'  aax 

extrémités  de  ces  cordes,  de  manière  que  le  rapport  -rg 

soit  toujours  de  même  signe j  puis,  que  l'on  pœnne  h 
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deux  points  qui  dmsent-  harmoniquement  chacun  des 
deux  segments  aa',  bb';  le  lieu  de  ces  points  sera  un  qua-- 
trième  cercle  ayant  le  même  axe  radical  ai^ec  les  proposés. 

En  effet,  soient  e,^ les  deux  points  qui  divisent  harmo- 
niquement  les  deux  segments  aa^  et  bb^^  on  a 

ea .  eb  ab 

ea'.eb'  a'b'     *  ' 

Or  le  rapport  -777  est  constant,  d'après  le  théorème  (781)^ 

et  de  même  signe,  par  hypothèse  \  donc  le  rapport  — 7— r;  est 

aussi  constant  et  de  même  signe.  Ce  qui  prouve  que  le  point 
e  est  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d^intersection  des 
deux  cercles  proposes  (744). 
Donc,  etc. 

753.  Réciproquemeiït  :  Étant  donnés  trois  cercles 
ayant  le  même  axe  radical^  si  Von  mène  une  droùe  qui 
rencontre  les  deux  premiers  en  deux  couples  de  points 
a,  h  et  a',  b'  tels,  que  les  deux  segments  aa',  \Ai*  soient 
dii^isés  harmoniquement  par  le  troisième  cercle ,  les  tan- 
gentes  au  premier  cercle  en  ql  eth  rencontreront  les  tan- 
gentes  au  deuxième  cercle  en  a!  et  b',  en  quatre  points 
situés  sur  un  cercle  qui  passera  par  les  points  d^intersec* 
tion  des  deux  cercles  proposés. 

En  effet,  soient  e^fXes  points  où  la  transversale  rencontre 
le  troisième  cercle.  Puisque  le  point  e  est  sur  ce  cercle, 

rr  est  constant  (744). 


ea'.eb' 

Mais  les  deux  points  e,  f  divisant  harmoniquement  les 
deux  segments  aa',  bb\  on  a 

ea  .  eh  ab 

ea'.eb'  ~  ""  ^'* 
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Donc 

ah 

-7—  =  constante. 
ab' 

Ce  qui  prouve  que  les  tangentes  en  a  et  a'  se  coupent  sur 
un  cercle  (7S1).  c.  q.  f.  d. 

754.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
chaque  point  de  Vun  est  pris  pour  le  sommet  commun  de 
deux  angles  circonscrits  aux  deux  autres,  le  rapport  des 
sinus  de  ces  angles  est  dans  une  raison  constante,  d'une 
part,  auec  le  rapport  des  carrés  des  cordes  de  contact  qu  ils 
interceptent  dans  les  deux  cercles^  et,  d* autre  part,  avec 
le  rapport  inverse  des  carrés  des  distances  du  point  duprc- 
mier  cercle  aux  centres  des  deux  autres. 

En  effet,  le  quadrilatère  ambC  {fig»  169)  est  inscrip-, 
tible  \  par  conséquent ,  on  a 

,        ab 
sin  amb  =  — -^ 
mQ 

et 

â^.//}C=  2a//{.Ga  =  aR.am       (S9). 

Il  en  résulte  ces  deux  expressions  de  sin  amb , 

— 3 
,  ab  ,  ,         2  R  fl/n 

sin  amb  =  —=: ?  et     sm  amb  =  -nzr?"' 

2R.«;w  ///C 

Ou  a  de  même ,  dans  le  second  cercle , 

.      ,     ,,  a'b'  '      ,     Li       2R'.«'« 

smo /w//"=  — -7 — ; — y     et   sin  a /no' = 


2R'./i'/w  '       '    '  ^p/' 

/ne 


Donc 


ï 


s\n  amb        K'    a' m       ab  R       a  m      mC 


ûna'mb'       R      am      "^T^i^        R'    a' m     ^^' 

Mais  -; —  =  const.  (74S):  donc,  etc. 
a  m  \        I  f 

755.   Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  « 
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chaque  point  de  Vun  est  pris  pour  le  sommet  commun  de 
deux  angles  circonscrits  aux  deux  autres,  les  segments  que 
ces  angles  interceptent  sur  une  transversale  parallèle  à  la 
droite  menée  de  leur  sommet  à  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles,  sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant. 
En  effei,  on  a  (fig.  171) 


sinamb  R.^/w    .    Cm 

•3 


sin  a'  mh*        R' .  «'  /w  *    qj  ^ 

El 


(754) 


sin  am  S .  sin  5m  S  =      *       •  r^n      (^^^f  corolL) , 

^         Cm 


sm  a  m  S,  sin  6' /»  S  =  • 


^  Cm 


Donc 

amb     sin  amS.  sin  bmS 
tifmb''  siaa^mS. sin  b'  mS 


_  K.am    r/IA.IB  TAM^B^         CP'  1 
""R'.fl'm'I^V    R'     '       ^'^      /       C^  J 


Or  les  points  I  et  I',  qui  sont  les  pôles  de  la  droite  Sm,  sont 
en  ligne  droite  avec  le  centre  de  similitude  S,  et  Ton  a 

lA.IB      l'AM'B'         CP'        R" 


R^  R'^      '      qT^'       R" 

Donc 

sin  amb       sin  am  S .  sin  bm  S         a  m     R 


sin  a'mb^  *  sin  a'  /»  S .  sin  b'm  S       a' m'  R' 

Si  Ton  mène  une  transversale  parallèle  à  m  S ,  les  segments 
que  les  deux  angles  formeront  sur  cette  droite  auront 
leur  rapport  égal  au  premier  membre  de  cette  équa- 
tion (619).  Mais  le  second  membre  est  constant  (745). 
Donc,  etc. 

V. 
786.  Lemme.  —  Quand  deux  cordes  d'un  cercle  font 

34 
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entre  elles  un  angle  infiniment  petit,  le  rapport  des  seg- 
ments formés  sur  l'une  d'elles  par  leur  point  d'intersec- 
tion est  égal  au  rapports  des  arcs  de  cercle  compris  entre 
les  deux  cordes. 

C'est-à-dire  que  l'on  a  (  fig^  172)  —  =  tt/* 

En  effet,  que  du  point  i  comme  centre,  et  avec  les  rayons 

ia  et  ïft,  on  décrive  les  arcs  aa ,  ôS,  on  aura  tt  =  t*'  Mais 

les  deux  triangles  aoLa\  bêb\  qu'on  peut  coasidérer 
comme  rectilignes,  puisque  les  côtés  aa\  bh*  sont  in- 
finiment petits,  sont  semblables,  parce  qu'ils  sont  rec- 
tangles, et  que  les  angles  en  a'  et  b'  sont  égaux.  On  a 

,  aoL       an*  , 

donc  r-2  =  -rr,^  et ,  par  conséquent , 

ta       aa^ 

C.    Q.    F.     P. 

757.  Étant  donnés  trois  cercles  ayant  le  même  axe  ra- 
dical ^  si  un  angle  de  grandeur  'variable  inscrit  dans  Fun 
et  dont  les  côtés  sont  tangents  aux  deux  autres ,  respecti- 
'  i*ementy  se  meut,  de  manière  que  son  sommet  et  ses  deux 
côtés  glissent  sur  les  trois  circonférences,  la  corde  que 
cet  angle  intercepte  dnns  le  premier  cercle  roule  sur  un 
quatrième  cercle  ayant  le  même  radical  a\fcc  les  trois 
premiers. 

Considérons  l'angle  dans  l'une  de  ses  positions;  soient 
a  (fig.  173)  son  sommet  sur  le  premier  cercle,  S,  7  les 
points  où  ses  côtés  touchent  le«  deux  autres  cercles ,  et  bc 
la  corde  qu'il  intercepté  dans  le  premier.  Soit  V a' c^  une 
seconde  position  de  cet  angle,  infiniment  voisine  de  la  pre- 
mière ;  les  côtés  ac ,  a'  c'  se  coupent  au  point  de  contact  6 . 
et  les  côtés  ab^a'  ft'  au  point  de  contact  y.  Soit  a  le  point 
d^intersection  des  deux  cordes  ftc,  b'  c';  ce  sera  le  point  ou 
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la  première  bc  touche  sa  courbe  enveloppe.  On  a,  diaprés 
le  lemine^ 

Désignons  par  (a,X),  (6,  X),  (c,  X)  les  distances  des 
trois  points  a,  &,  c  à  Taxe  radical  des  trois  cercles;  on  a 


et      V  ('•.  X;    ^       ' 
Donc 

Donc 


Mais 


Donc 


ce'  COL 


ca  -  V  (^,  x; 


) 

Ce  qui  prouve  que  le  point  a  est  le  point  de  contact  d'un 
cercle  tangent  à  la  corde  bc  et  ayant  le  même  axe  radical 
avec  les  proposés  *,  ce  cercle  est  donc  tangent  à  la  courbe  en- 
veloppe de  la  corde  bc.  Pour  le  point  infiniment  voisin  sur 
cette  courbe  enveloppe,  on  aurait  encore  un  cercle  tan- 
gent. Ces  deux  cercles  auraient  donc  un  point  commun  ]  ce 
qui  exige  qu'îL  se  confondent ,  parce  que  les  deux  cercles , 
ayant  déjà  deux  points  communs  sur  leur  axe  radical ,  ne 
peuvent  pas  en  avoir  un  troisième.  Donc  la  courbe  enve- 
loppe de  la  corde  bc  est  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  trois  premiers. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

758.  Le  théorème  s'étend  à  un  polygone  quelconque,  de 
cette  manière  : 

34. 
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Quand  plusieurs  cercles  ont  le  même  axe  raflical,  si 
dans  Vun  on  inscrit  un  polygone  dont  tous  les  côtésj 
moins  un,  soient  tangents  aux  autres  cercles,  puis  y  que 
Von  déforme  ce  polygone  en  faisant  glisser  ses  sommets 
sur  le  prenuer  cercle,  et  ses  côtés  'sur  les  autres  cercles, 
le  dernier  côté  em^eloppera  un  cercle  ayant  le  même  axe 
radical  avec  les  premiers. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  le  théorème  étant  dé- 
montré pour  un  triangle ,  on  en  conclut  qu'il  a  lieu  pour  le 
quadrilatère,  puis  pour  le  pentagone,  etc. 

Corollaihe.  —  Il  suit  de  là  que  :  Quand  un  polygone 
inscrit  dans  un  cercle  a  ses  côtés  tangents  à  autant  d'au- 
tres cercles  ayant  tous  le  même  axe  radical  awec  le  pre- 
miery  on  peut  inscrire  dans  ce  cercle  une  infinàé  d*au^ 
très  polygones  du  même  nombre  de  côtés,  dont  tous  les 
côté^  soient  tangents  aux  autres  cercles,  un  à  un ,  respec- 
tivement  (*). 

Ces  beaux  théorèmes  sont  dus  à  M.  Poncelet.  La  démons- 
tration précédente  diffère  de  celle  du  Traité  de  Propriétés 
projectii^es  (page  323) ,  excepté  dans  le  raisonnement  final 
relatif  à  la  courbe  enveloppe.  Cette  démonstration  s^appli- 
quera  d'elle-même  aux  sections  coniques. 

(*)  Nous  verrons,  dans  la  Théorie  des  sections  coniques ,  que  ces  poly- 
gones jouissent  d^ane  propriété  bien  remarquable;  c^est  qu^il  n'*est  pas 
nécessaire  do  prendre  les  cercles  toujours  dans  le  môme  ordre  pour  dcicr- 
miner  la  direction  des  côtés  consécutifs  d^un  polygone.  Quels  que  soient  les 
cercles  qu^on  attribuera  aux  côtés  consécutifs^  un  à  un,  rospcctiTemont,  le 
polygone  se  fermera  lonJQiirs,  tiMl  se  ferme  une  fois. 
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CHAPITRE  XXXI. 

PROPAIÉTÉS  DE  DEUX  CERCLES,  RELATIVES  AUX  DEUX  POINTS 
DOKT  CHACUN  A  LA  MEME  POLAIRE  DANS  LES  DEUX 
CERCLES. 


759.  Quand  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  il  existe sur 
la  ligne  des  centres  deux  points  e ,  /* dont  chacun  a  la  même 
polaire  dans  les  deux  cercles;  la  polaire  de  l'un  passe  par 
l'autre  :  ce  sont  les  deux  points  qui  divisent  harmonique- 
ment  les  deux  diamètres  situés  sur  la  ligne  des  centres. 
Ces  points  sont  imaginaires  quand  les  deux  cercles  se  ren- 
contrent, parce  qu'alors  les  deux  diamètres  empiètent  Tun 
sur  l'autre  (210). 

Le  point  situé  à  Tinfîni  dans  une  direction  perpendicu- 
laire à  la  ligne  des  centres ,  jouit  aussi  de  la  propriété  d'avoir 
la  même  polaire  dans  les  deux  cercles;  cette  droite  est  la 
lignb  des  centres.  Mais  nous  ne  considérerons  ici  que  les 
deux  premiers  points  e,yi 

Si  Ton  regarde  ces  deux  points  comme  des  cercles  d'un 
rayon  infiniment  petit,  chacun  d'eux  aura  le  même  axe 
radical  avec  les  deux  cercles  proposés. 

Car  chacun  de  ces  points  a  pour  axe  radical  avec  chacun 
des  deux  cercles,  un  axe  passant  par  leur  milieu  (740). 

760*  Si  y  sur  une  transy^ersale  menée  arbitrairement,  on 
prend  les  deux  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à 
deux  cercles  y  ces  points  sont  vus  de  chacun  des  deux 
points  e  ,  f  sous  un  angle  droit. 

En  effet,  la  transversale  rencontre  les  deux  cercles  et  le 
point  e ,  considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit  (738) , 
en  trois  couples  de  points  en  involution  (743)-,  les  deux 
points  conjugués  par  rapport  aux  deux  cercles  sont  les  points 
doubles  do  Tinvohition  (205)  ;  par  conséquent  ils  sont  con- 
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jugués  harmoniques  par  rapport  aux  <lcux  points  d'intersec- 
tion du  cercle  e^  donc  ils  sont  vus  du  point  e  sous  un  angle 
droit  (742). 

761 .  Quand  deux  cercles  sont  coupés  par  une  transver- 
sale y  les  cordes  qu'ils  interceptent  sur  cette  droite  sont 
vuesj  de  l'un  quelconque  des  deux  points  e ,  f ,  sous  des 
angles  qui  ont  la  même  bissectrice,  ou  dont  les  bissectrices 
sont  rectangulaires. 

En  effet,  soient  e  et  y  (fig'^yA)  les  deux  points  qui  di- 
visent harmoniquement  les  deux  cordes  aS,  a'  6'-,  les  deux 
droites  ee,  e(f  sout  rectangulaires  (760)^  donc  elles  sont 
les  bissectrices  des  angles  aeo,  ot'  eS'  et  de  leurs  supplé- 
ments (80).  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Si  la  transversale  est  tangente  au  cercle 
C  (Jig'  1 75  ),  la  droite  iflenée  du  point  e  au  point  de  coniact 
a'  est  la  bissectrice  de  Tangle  aeS  ou  de  son  supplément. 

Corollaire  II.  —  Si  la  transversale  est  tangente  aux 
deux  cercles  {Jig*  176) ?  les  deux  angles  aeo,  a'eê'  de- 
vienuent  infiniment  petits,  et  les  bissectrices  sont  les  rayons 
ea^  ea.'  menés  aux  points  de  contact;  le  théorème  peut 
donc  s^énoncer  ainsi  : 

Si  Von  mène  une  tangente  commune  à  deux  cercles, 
les  points  de  contact  sont  vus  de  cliacun  des  points  e,  f 
sous  un  angle  droit. 

autrement.  Pour  démontrer  directement  ce  théorème, 
il  suffit  de  remarquer  que  les  points  de  contact  de  la  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  du  cercle  e 
par  cette  tangente  (743,  corolL)^  d'où  Ton  conclut  que  ces 
deux  points  de  contact  sont  vus  du  point  e  sous  un  angle 
droit  (742). 

762.  Etant  donnés  deux  cercles  C,  C  qid  ne  se  ren- 
contrent  pas ,  si  autour  du  point  e ,  quia  la  même  polaire 
dans  les  deux  cercles  (fig,  177),  on  fait  tourner  un  angle 
droit  dont  les  côtés  rencontrent ,  respectii^emcnt,  les  deux 
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cercles  en  ik  et  a',  la  droite  aa'  détermine  y  sur  les  deux 
cercles,  deux  autres  points  b ,  b'  ^ 

1^.  L'angle  beb'  est  droit ^ 

2?.  Les  tangentes  aux  deux  cercles,  en  leurs  points  a ,  a' , 
ou  b,  b',  ont  leur  point  de  concours  sur  un  troisième  cercle 
qui  passe  par  les  points  d^  intersection  des  deux  proposés  ; 

3°.  Enfin,  les  deux  cordes  ab  et  a'b'  sont  entre  elles 
dans  un  rapport  constant. 

En  eflet,  considérons  le  point  e  comme  un  cercle  infini- 
ment petit,  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  pre- 
miers (759)  \  et  appelons  e  et  ^  les  points  d'intersection , 
imaginaires,  de  ce  cercle  par  la  droite  aa' ,  Les  trois  cou- 
ples de  points  a^b\a'^b\Glt^(f  sont  en  involution  (7^3). 
Or  les  deux  a  et  a'  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle 
infiniment  petit  (742),  et,  par  conséquent,  par  rapport 
aux  deux  points  e  et  y  (687).  Donc  les  deux  b  et  V  sont 
aussi  conjugués  harmofiiques  par  rapport  aux  deux  £, 
cp  (277),  et  sont,  par  conséquent,  conjugués  par  rapport 
au  cercle  infiniment  petit.  Donc  l'angle  beb'  est  droit. 

Maintenant,  puisque  les  deux  points  e,  <p,  qui  divisent 
harmoniquement  les  deux  segments  aa'  et  bb' ^  appartien- 
nent au  cercle  e ,  qui  a  le  même  axe  radical  avec  les  deux 
cercles  proposés ,  il  en  résulte,  d'après  le  théorème  (753) , 
que  les  tangentes  à  ceux-ci,  menées  par  les  points  a,  a', 
se  coupent  sur  un  cercle  qui  a  le  même  axe  radical  avec  les 
deux  proposés  \  et ,  par  suite ,  que  les  deux  cordes  ab^a'b^ 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  (751). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

763.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
Von  mène  une  transversale  quelconque  qui  rencontre  le 
premier  en  deux  points  a,  a',  et  les  fleux  autres  en  deux 
points  m ,  n  .  respecti^^ement ,  on  û  (fig.  1 78) 

a 

si  n  ///r^ .  si  n  rnea  '  M  A .  M  A'     M  f 


sm  nca .  sin  nca  N  A  .  NA      ^ 
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En  effet,  on  a  (744) 

ma, ma!      MA.  MA'  un  mèa  ,%\n  mea!       MA.  MA' 

me  We  sma.sma  ^^^ 

et ,  de  même , 

na.na'       NA.NA'  sïnnea.siunea^       NA.NA' 

—=7—= — ,      >       ou      : : ; — =r — :^~ 

ne  Ne  sin«.sin«'  j^^' 

Donc,  etc. 

Corollaihe.  —  Si  la  transversale  est  tangente  au  pre- 
mier cercle,  en  un  point  i,  on  aura 


sin />m       .   /ma. MA'      Me 


l'en        V 


=  const.  . 


sïnien        V  NA.NA'  *  Ni? 
Remarque,  —  En  désignant  par  a ,  /x,  v  les  centres  des 


•3 


,  MA. MA     Mtf        {kOL    ae  ,^.., 

trois  cercles,  on  a  -rrr— rrrr •  =?  =  ^ •       (^^)>  rapport 
'•  NA.NA'     ^'       va    ve  ^         '         ^'^ 

anharmonique  des  quatre  points  a,  f/,  v,  e. 

764.  Quand  deux  cercles  C,  C  (fig.  179)  ne  se  ren- 
contrent pas,  si  deux  tangentes  à  l'un  C  rencontrent 
l'autre  en  quatre  points  a ,  b  ef  a',  b',  les  distances  de  ces 
points  au  point  e,  qui  a  la  même  polaire  dans  les  deux 
cercles,  sont  proportionnelles  aux  distances  des  mêmes 
points  à  la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  au  cercleC 

En  effet,  concevons  qu'un  troisième  cercle,  ayant  le 

même  axe  radical  avec  les  deux  proposés,  passe  par  le  point 

d'intersection  o  des  deux  cordes  ai,  a'i'  du  cercle  C,  qui 

sont  tangentes  en  i  et  1'  au  cercle  C;  on  aura ,  diaprés  le 

théorème  précédent , 

sin  aei       sin  a'ei" 


sm  oet       sin  oei 
Les  deux  triangles  aèi^  oei  donnent 

sin  aei       ai     ea 


sin  oet       01     eo 

ai 


Mais  le  rapport  —  est  égal  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  a  et  o  sur  toute  droite  passant 
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par  le  point  i,  et,  par  conséquent,  sur  la  droite  ii' \  ou  a 
donc ,  en  appelant  a  or ,  o  co  ces  perpendiculaires , 

sin  aci       aa    ea       aoL    ota 
sin  oei       otù'  co       ea  '  co 

On  a  de  même ,  en  appelant  a'  a'  la  distance  du  point  a'  k 

la  droite  ii', 

sin^'fi'       a' a!    ow 


sin  oei'        ea'     co 


Et  puisque  les  deux  rapports  de  sinus  sont  t^gaux ,  il  s^en- 
suit 


a  a       a'  <x! 


ca        ea 

Or  ce  qui  est' démontré  pour  le  point  a'  s^applique  au 
point  &';  et  ce  qui  est  démontré  du  point  a  à  l'égard  des 
deux  a'  et  b^  doit  s'entendre  aussi  du  point  £.  Il  en  rési^lte 

donc  que  les  quatre  rapports  —9  etc. ,  sont  égaux  (*). 

c.    Q.    F.    D. 

765.  Quand  deux  cercles  C,  C  (fig.  179)  ne  se  ren- 
contrent paSy  si  d'un  point  o  on  mène  les  tangentes  à 

m 

l'un  deux,  lesquelles  rencontrent  le  second  en  deux  cou- 
ples de  points  a ,  b  et  a',  b',  les  droites  menées  du  point  c, 
qui  a  la  même  polaire  dans  les  deux  cercles^  aux  points 
a,  b,  a',  b'  et  o,  donnent  lieu  à  l'équation 

tSinQ^ae  tang-jrt't'o 

tang  y  ùeo       tang  j  b'eo 

ou 

tang  y  aeo  .  lang  |  bco  =  tang  \  a'  eo  ,  tang  \b'  eo, 

selon  que  le  cercle  C,  auquel  sont  menées  les  tangentes , 
se  trouve  dans  l'intérieur^  ou  au  dehors  du  cercle  C. 

Supposons  que  le  cercle  CJ  soit  dans  Fintéricur  de  C. 
Soient  aoi^  bëy  a'a^^  i'S'  les  perpendiculaires  abaissées 

(*)  D^oprës  cela,  on  peut  dira  que  les  quatre  points  a,  b,  a',  b'  sont  situés 
sur  une  conique  qui  a  Tun  de  ses  foyers  en  r,  et  pour  directrice  correspond 
dante  la  droite  U*. 
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des  points  a^  by  a\  V  sur  la  droite  iV  qui  joint  les  points 
de  contact  des  deux  tangentes  au  cercle  C;  les  quatre  rap- 

ports  —  5  7—»  etc.,  sont  égaux,  comme  il  vient  d'être dé- 

montré.  Toutefois  ils  n^out  pa$  le  même  signe  :  si  les  deux 

va      ea!  >  , ,  •  •/»      1       1         eb     eb' 

—  ?  -;— T  sont  regardes  comme  positifs,  Jes  deux  7-_9  77^; 
iixaa.  *  oZ    oZ 

seront  négatifs,  parce  que  les  deux  perpendiculaires  b^^VV 
n'ont  pas  la  même  direction  que  les  deux  aa^  a' a!.  D'a- 
près cela ,  si  sur  les  deux  rayons  ea ,  ea!  et  sur  le  prolon- 
gement des  deux  e&,  eb\  au  delà  du  point  e,  on  prend 
quatre  segments  respectifs,  eA,  cA',  eB,  eB'  proportion- 

,  ea      ea'      eb      eb'         ,        ,    ,. 

nels  aux  quatre  rapports   — »  -7-:»  -rs?  tttt»   c  est-a-ûire 
*■  *^  aa     a  a.      66      06 


6*A  =  X  — 9  etc.,  les  quatre  points  A,  B,  A',  Baseront  sur 

une  circonférence  de  cercle  ayant  son  centre  au' point  e. 
Mais ,  d'après  les  relations 

eA  =  k  — >        eA'  =  X--—,-., 
aa  a'a 

les  deux  quadrilatères  abb' a'  et  ABB'A'  sont  homologiques 
par  rapport  au  point  e,  centre  d'homologie  (519).  Donc 
les  deux  côtés  KR ,  A'  B'  du  second  se  coupent  en  un  point 
O  situé  sur  la  droite  eo.  Or  on  a ,  dans  le  cercle , 

lang^Atf0.tang^B<70=Ung|A'<?0.tang|B'eO  (700^ roro//.), 

ou ,  eu  égard  aux  directions  des  lignes  eB,  eB', 

tan  g  ~  avo  _   tang  \a'  eo 
tangl  beo       tang  j  b' eo 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Quand  le  cercle  C  est  extérieur  au  cercle  C ,  on  dé- 
montre de  la  même  manière  que  Téquatioii  est 

tang  y  aeo . tang 7  beo  =  tang \a' eo, tang  j  b' en. 
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CHAPITRE  XXXII. 

SYSTEME   DE   TROIS    CERCLES    QUELCONQUES. CONTACTS 

DES    CERCLES. 


I.  Propriétés  relatives  à  trois  cercles. 

766.  Trois  cercles,  situés  <fune  manière  quelconque, 
donnent  lieu,  étant  pris  deux  à  deux,. à  six  centres  de 
similitude;  ces  six  points  sont,  trois  à  trois j  sur  quatre 
droites j  de  manière  que  sur  Vune  de  ces  droites  se  troui^ent 
les  trois  centres  de  similitude  directe,  et,  sur  chacune  des 
autres,  deux  centres  de  similitude  inverse  et  un  centre  de 
similitude  directe. 

En  effet ,  considérons,  dans  les  trois  cercles,  dont  les  cen- 
tres sont  O,  O',  C,  trois  rayons  parallèles  Oa ,  O'a',  0"a", 
La  droite  aa'  marque  sur  OO'  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles  O,  O';  et  ainsi  des  deux  autres  droites  a' a'\ 
a" a.  Or  les  deux  triangles  OO'O"  et  aa^a"  ayant  leurs 
sommets  situés,  deux  à  deux,  sur  trois  droites  parallèles, 
les  points  de  rencontre  de  leurs  côtés,  deux  à  deux  res- 
pectivement, sont  en  ligne  droite  (365)  :  c'est-à-dire  que 
les  centres  de  similitude,  déterminés  par  les  trois  droites 
aa\  a' a" ^  a"a^  sont  en  ligne  droite.  Mais  si  les  trois 
rayons  sont  de  même  direction ,  chacune  des  trois  droites 
passe  par  un  centre  de  similitude  directe  (710)  \  et  si  Tun 
des  trois  rayons  est  de  direction  contraire  à  celle  des  deux 
autres ,  celui-ci  donne  lieu  à  deux  centres  de  similitude  in- 
ver^ ,  et  les  deux  premiers  à  un  centre  de  similitude  di- 
recte. Le  théorème  est  donc  démontré. 

767.  Les  axes  radicaux  auxquels  donnent  lieu  trois 
cercles,  pris  deux  à  deux,  concourent  en  un  même  point. 
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En  eilet,  soit  co  le  point  d'intersection  des  axes  radicaui 
du  cercle  O,  avec  les  deux  O'  et  O",  et  concevons  qu'une 
droite  menée  par  ce  point  rencontre  les  trois  cercles  en 
trois  couples  de  points  a,  a';  &,  V  et  e,  c';  on  aura  les 
deux  égalités 

Donc 

Ce  qui  prouve  que  le  point  w  appartient  à  l'axe  radical  des 
deux  cercles  O'  et  O".  Donc,  etc. 

768.  Étant  donnés  trois  cercles ,  si  par  un  même  point 
on  en  mène  trois  autres  passant,  respectii^ement ,  par  les 
points  d'intersection  des  trois  premiers ,  pris  deux  à  deux, 
ces  trois  cercles  se  couperont  en  un  même  point. 

Soient  U,  C  et  C  les  trois  cercles  donnés  ^  par  un  point  P 
on  en  mène  trois  autres  A ,  A'  et  Z  tels,  que  le  premier  A 
passe  par  les  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  de 
(J  et  C ,  le  second  A'  par  les  points  d'intersection  de  U 
ti  C,  et  le  troisième  £  par  les  points  d'intersection  de  C 
tt  C^  II  faut  prouver  que  ces  trois  cercles  se  coupent  en 
un  même  point. 

Soit  P'  le  point  d'intersection  des  deux  A  et  A'  :  le  seg- 
ment PP'  forme  une  involution ,  d'une  part  avec  les  seg> 
ments  faits  par  les  cercles  U  et  C  sur  la  droite  PP',  et  d'autre 
part  avec  les  segments  faits  par  les  cercles  U  et  C  (743). 
Donc  le  segment  PP'  et  les  segments  faits  par-C  et  C  sont 
en  involution.  Donc  par  les  deux  points  P  et  P'  on  pcui 
mener  un  cercle  passant  par  les  points  d'intersection  de  C 
et  C.  Ce  cercle  sera  2.  Donc ,  etc. 

769.  Le  théorème  peut  prendre  l'énoncé  suivant  ^.d'a- 
près lequel  les  deux  points  P,  P',  communs  aux  trois  cer- 
cles A,  A'  et  2  ,  pourront  être  imaginaires  : 

Étant  pris  sur  un  cercle  V  deux  coitples  de  points  y  réels 
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ou  imaginaires  (*),  si  par  les  deux  premiers  points  on 
mène  deux  cercles  quelconques  C ,  A ,  et  par  les  deux 
autres^  deux  cercles,  aussi  quelconques,  C,  A',  ceux-ci 
rencontreront,  respectivement,  les  deux  C,  A  en  quatre 
points  situés  sur  un  même  cercle. 

En  effet ,  appelons  P,  P'  les  points  d'intersection  (réels 
ou  imaginaires)  des  deux  cercles  A,  A'.  Le  segment  PP' 
forme  une  învolution,  d'une  part  avec  les  segments  que  les 
deux  cercles  U  et  C  font  sur  la  môme  droite  (743),  et  d'autre 
part  avec  les  segments  faits  par  les  deux  cercles  U  et  C. 
Donc  le  segment  PP'et  les  deux  que  les  cercles  C,  C  font 
sur  la  même  droite  sont  en  involution.  Donc  par  les  deux 
points  P,  P'  on  peut  mener  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d'intersection  de  C  et  C.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

II.  Contact  des  cercles.  Cercle  tangent  à  trois  autres. 

770.  Quand  un  cercle  est  tangent  à  deux  autres,  les 
points  de  contact  sont  en  ligne  droite  av^ec  Vun  des  centres 
fie  similitude  de  ceux-ci,  et  les  tangentes  en  ces  points  se 
coupent  sur  Vaxe  radical  de  ces  deux  cercles, 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  du  théo- 
rème (766) ,  puisque  le  point  de  contact  de  deux  cercles  est 
un  de  leurs  centres  de  similitude  (710)  ;  et  la  seconde  par- 
tie, du  théorème  (767),  parce  que  la  tangente  commune  à 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

771.  Étant  donnés  deux  cercles  O^C/  (6g.  i8o)  aux- 
quels  on  mène  deux  cercles  tangents  C,  C,  le  premier  en 
M  et  mi ,  et  le  second  enf^  etn^^  de  manière  que  les  deux 
droites  Mmi  et  Nn^  passent  par  un  même  centre  de  simi- 
litude  des  deux  cercles  O ,  O'  : 

i**.  L'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C  passera  par 
ce  point  y 

{*)  Nous  appelons  couple  de  points  ima^jinaires  sur  un  cercle,  Ion  points 
déterminés  par  Pinterscctinu  du  cercle  et  d^lno  ligne  droiic  (04G). 
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Et  2^.  Un  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles  se 
trompera  sur  l'axe  radical  des  deux  OetO\  à  V intersec- 
tion des  deux  cordes  MN ,  mi  /ij .       ' 

En  effet,  i^  on  a  SM.Sm»  =  SN.Swt  (724).  Donc  le 
point  S  appartient  à  l'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C 
(714,  coroll.). 

2**.  Les  deux  droites  MN,  i/ii  w,  se  coupent  sur  Taxe  ra- 
dical des  deux  cercles  O,  O'  (721).  Chacune  d'elles  passe 
par  Tun  des  centres  de  similitude  des  deux  cercles  C, 
C  (770)-,  il  faut  prouver  que  c'est  par  le  même.  Suppo- 
sons que  S  soit  un  centre  de  similitude  directe,  les  deux 
points  M  et  nii  seront  nécessairement  deux  centres  de  simi- 
litude de  même  nom  (directe  ou  inverse)  du  cercle  C  avec 
les  deux  O ,  O'  (766).  Et  de  même  des  deux  points  N,  Wi- 
Donc  les  droites  MNet  mi  ni  joignent,  chacune,  deux  cen- 
tres de  similitude  tels ,  que  si  les  deux  premiers  sonl  de 
même  nom  ou  de  noms  différents ,  il  en  est  de  même  des  deux 
autres*,  par  conséquent,  dans  les  deux  cas ,  les  deux  droites 
passent  par  un  même  centre  de  similitude  des  deux  cercles 
C,C'(766). 

Le  raisonnement  est  le  même  si  le  point  S  est  un  centre 
de  similitude  inverse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

772.  Remarque.  — L'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C 
a  son  pôle,  relatif  au  cercle  O,  sur  la  droite  MN.  Car,  da- 
près  la  seconde  partie  du  théorème  (770) ,  cet  axe  passe  par 
le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  en  M  et  N ,  lequel 
est  le  pôle  de  cette  droite. 

D'où  il  suit  que ,  réciproquement ,  la  corde  MN  passe  par 
le  pôle  de  Taxe  radical  des  deux  cercles  C ,  C,  pris  dans  le 
cercle  O  (676) ,  ou,  en  d'autres  termes,  que  cet  axe  a  son 
pôle  sur  la  droite  MN. 

773.  Une  droite  L  menée  par  le  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  O,  O^  est  l'axe  radical  d'une  infinité  de  sys- 
tèmes de  deux  cercles  C ,  C  tangents  aux  deux  0,0. 
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En  efkt ,  pour  déterminer  un  système  de  deux  cercles  C , 
C,  il  suffit  de  mener,  par  le  pôle  de  la  droite  L  dans  le 
cercle  O,  une  droite  qui  rencontre  ce  cercle  en  deux 
points  M,  N  (772). 

Les  cercles  C,  C  qu'on  mènera  par  ces  points,  respec- 
tivement, tangentiellement  aux  deux  cercles  O  et  O',  au* 
ront  pour  axe  radical  la  droite  L. 

774.  Le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  C,  C  est 
sur  Taxe  radical  des  deux  O,  O'  à  l'intersection  de  la  corde 
MN  (771).  Par  conséquent,  ce  point  peut  être  pris  arbi- 
trairement, c'est-à-dire  que  : 

Une  droite  L  étant  menée  par  l'iin  des  centres  de  simili- 
tude de  deux  cercles  0^0\  et  un  point  étant  pris  sur  leur 
axe  radical,  on  peut  déterminer  deux  cercles  C,  C  tan- 
gents aux  deux  O ,  O',  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite 
L ,  et  pour  centre  de  similitude  le  point  donné. 

Il  suffit  de  mener  par  ce  point  une  droite  passant  par  le 
pôle  de  la  droite  L  par  rapport  à  l'un  des  cercles  O,  O'; 
cette  droite  marquera  sur  ce  cercle  les  deux  points  de  con- 
tact des  deux  cercles  tangents  qui  satisfont  aux  deux  con- 
ditions de  la  question. 

775.  Mener  un  cercle  tangent  à  trois  antres. 
Soient  O,  O',  O"  les  trois  cercles  proposés,  et  S,  S',  S" 

leurs  trois  centres  de  similitude  directe. 

On  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  Fun  des  trois  O, 
O',  O'^,  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite  SS'S",  et 
pour  centre  de  similitude  le  point  de  concours  des  trois  axes 
radicaux  des  cercles  O ,  O',  O";  et  d'après  le  théorème  pré- 
cédent ,  ces  deux  cercles  seront  tangents  à  chacun  des  deux 
autres  cercles . 

Pour  déterminer  ces  cercles ,  on  cherchera  les  pôles  de  la 
droite  SS'  S"  dans  les  cercles  O,  O',  O'',  et  l'on  mènera  par 
ces  points  des  droites  concourantes  au  point  d'intersection 
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des  trois  axes  radicaux*,  ces  droites  rencontreront,  respecti- 
vement ,  les  trois  cercles  en  des  points  qui  seront  les  poinu 
de  contact  de  deux  cercles  satisfaisant  à  la  question. 

Pour  chacune  des  trois  autres  droites  sur  lesquelles  se 
trouvent,  trois  à  trois,  les  six  centres  de  similitude  des 
trois  cercles  proposés,  on  aura  deux  autres  cercles  tan- 
gents. De  sorte  qu'il  existe,  en  général ,  huit  cercles  tan- 
gents à  trois  cercles  donnés. 

776.  Cette  solution  d'un  problème  qui  a  été  résolu,  dans 
tous  les  temps ,  de  bien  des  manières ,  est  la  plus  simple  (*)  \ 
elle  se  prête  à  tous  les  cas  particuliers  qui  résultent  des 
hypothèses  que  l'on  peut  faire  à  Tégard  des  trois  cercles, 
en  supposant  qu'ils  deviennent  des  points  ou  des  droites. 

Quand  un  cercle  se  réduit  à  un  point,  ce  point  est  lui- 
même  son  centre  de  similitude  avec  un  autre  cercle-,  et  nous 
avons  vu  que  Taxe  radical  est  à  égale  distance  du  point  et  de 
sa  polaire  par  rapport  au  cercle  (740). 

Quand  un  cercle  devient  une  ligne  droite,  pai^ce  que 
son  rayon  est  devenu  infiniment  grand ,  son  axe  radical  avec 
un  autre  cercle  est  cette  droite  elle-même.  Les  points  que 
l'on  considérera  comme  les  centres  dd  similitude  de  la  droite 


(  *)  Cette  solution  est  dao  h  M.  Gergonne  (Voir  Annales  de  Mathémaii^uet, 
tome  ïVy  page  3^9}  année  i8i4 )•  M.  Gaultier,  de  Tours,  en  avait  beaucoup 
approcbé ,  dans  son  Mémoire  sur  les  moyens  généraux  de  consiruire  graplùque- 
ment  un  cercle  déterminé  par  trois  conditions ,  et  une  sphère  déterminée  par 
quatre  conditions  (Voir  Journal  de  T École  Polytechnique,  XVI*  cahier,  i8i3  )• 
Car  il  démontre,  i^  que  chaque  droite  telle  que  SS'S',  qui  contient  trois 
des  six  centres  de  similitude  des  trois  cercles  proposés  O,  O',  O",  est  Taxe 
radical  de  deux  citcIcs  C,  C  satisfaisant  à  la  question;  a<^  que  la  corde 
qui  joint  les  deux  points  de  contact  de  ces  cercles  avec  Tun  des  trois  Oi 
O',  O"  passe  par  le  point  de  concours  des  trois  axes  radicaux  de  ceux-ci; 
et  3"  que  les  tangentes  en  ces  deux  points  de  contact  ont  leur  point  de 
rencontre  sur  la  droite  SS' S".  Pour  conclure  de  là  la  construction  précé- 
dente, il  sufHsalt  de  remarquer,  comme  conséquence  de  cette  dernière  pro- 
position ^  que  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de  contact  sur  Tun  des 
cercles  proposés  passe  par  le  pôle  de  la  droite  SS'S"  relatif  à  ce  cercle, 
puisque  ]c  pôle  de  cette  corde  est  lui-méiiie  sur  cette  droite. 
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et  d^uQ  cercle  sont  les  extrémi  lés  du  diamètre  de  ce  cercle 
perpendiculaire  à  la  droite.  Car  ce  sont  les  points  qui  con- 
servent une  propriété  caractéristique  des  centres  de  simili- 
tude, savoir,  que  le  rectangle  des  distances  d'un  centre  de 
similitude  à  deux  points  liomologiques  ou  anti-homologues 
est  constant  (  723  ) . 
On  a  ,  en  effet , 

SM.S/?;,  =  const.     (672). 

777.  D'après  cela,  on  applique  sans  aucune  difficulté  la 
solution  générale  aux  cinq  questions  suivantes  : 

1  ° .  Mener  par  un  point  un  cercla  tangent  à  deux  cercles, 

La  question  admet  quatre  solutions,  parce  qu'il  y  a 
deux  droites  qu'on  peut  considérer  comme  contenant,  cha- 
cune, trois  centres  de  similitude. 

2*1 .  Mener  un  cercle  tangen  t  à  deux  cercles  etii  une  droite. 

Huit  solutions,  parce  qu'il  y  a  six  centres  de  similitude 
placés,  trois  à  trois ,  sur  quatre  droites  dont  chacune  donne 
lieu  à  deux  solutions. 

3^.  Faire  passer  par  deux  points  un  cercle  tangent  à 
un  cercle  donné. 

Deux  solutions  seulement,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  droite 
qu'on  puisse  regarder  comme  contenant  trois  centres  de  si- 
militude, savoir^  la  droite  qui  joinjt  les  deux  points  proposés. 

4".  Mener  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  deux  droites. 

Huit  solutions ,  répondant ,  deux  à  deux ,  aux  quatre 
droites  qui  joignent  les  centres  de  similitude  relatifs  au  cer- 
cle et  à  l'une  des  droites  proposées,  aux  centres  de  simili- 
tude relatifs  à  l'autre  droite. 

5^.  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  à  un  cercle 
et  à  une  droite. 

Quatre  solutions  répondant,  'deux  à  deux,  aux  deux 
droites  menées  du  point  proposé  aux  deux  centres  de  simi- 
litude relatifs  au  cercle  et  à  la  droite. 


35 
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CHAPITRE  XXXIII. 

CERCLE    IMAGINAIRE. 


I.  Ce  qu'on  entend  par  Texpression  cercle  imaginaire. 

778.  Quand  les  formules  ou  relations  qui  ont  servi'  à 
déterminer  des  points  ou  des  droites  relatifs  à  «in  cercle,  et 
à  démontrer  quelque  proposition,  contiennent  le  rayon  da 
cercle  au  carré  et  non  à  la  première  puissance ,  si  Ton 
suppose  ce  carré  négatif,  les  expressions  subsistent^  ainsi 
que  les  résultats  qui  s'y  rapportent;  c'est-à-dire  qu'elles 
donnent  lieu  encore  à  des  points  et  des  droites,  et  à  des 
propositions  y  relatives*,  mais  ces  points  et  ces  droites  se 
trouvent  différents  des  premiers ,  ou  plutôt  dans  des^  posi- 
tions différentes.  On  dit  alors  que  le  cercle  que  l'on  con- 
sidérait en  premier  lieu  est  devenu  imaginaire  y  et  que  les 
propositions  résultantes  des  formules  se  rapportent  à  ce 
cercle  imaginaire.  C'est  ainsi  que  Ton  agit  en  Géométrie 
analytique. 

Ce  que  nous  disons  dçs  résultats  dérivés  de  relations  ou 
formules  analytiques ,  doit  s'entendre  de  résultats  fondés  sur 
des  constructions  qui  subsistent  quand  on  suppose  que  le 
carré  du  rayon  d'un  cercle  devient  négatif,  de  même  que 
des  constructions  peuvent  subsister  quand  on  suppose  que 
deux  points  deviennent  imaginaires,  comme  nous  Tavons 
vu  souvent,  par  exemple  dans  la  théorie  du  rapport  har- 
monique de  quatre  points ,  où  deux  points  conjugués  peu- 
vent être  imaginaires. 

Nous  ferons  en  Géométrie  pure  ce  que  l'on  fait  en  Géo- 
métrie analytique  :  nous  admettrons  que ,  soit  dans  des  for- 
mules, soit  dans  des  constructions  qui  n'impliquent  que  le 
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carré  du  rayon  d'un  cercle,  ce  carré  devienne  négatif^  et 
nous  dirons  que  le  cercle  est  imaginaire. 

Il  n'y  a  point,  bîen  entendu,  de  cercle  imaginaire^  et  ce 
mot  n'est  qu'une  fiction  qui  sert  à  rattacher  les  résultats 
obtenus,  à  un  autre  cas  de  la  question  générale,  dans  le- 
quel la  présence  d'un  cercle  procure  une  image  visible  et 
une  notion  parfaitement  claire  des  propriétés  de  la  figure. 
Mais  il  faut  observer  que  ces  propriétés  sont  toujours  sus- 
ceptibles d'une  expression  différente  et,  à  certajns  égards, 
plus  générale ,  dans  laquelle  on  fait  abstraction  du  cercle , 
soit  réel,  soit  imaginaire.  Il  faut  regarder  que  le  cercle  n'a 
cte  qu'un  être  auxiliaire  qui  a  servi  de  lien  entre  les  parties 
de  la  figure,  et  a  donné  lieu  à  une  expression  de  leurs  rela- 
tions ,  plus  simple  et  surtout  faisant  image.  Cette  expression 
et  l'image  visible  par  laquelle  elle  se  produit,  disparaissent 
et  n'ont  plus  de  réalité,  quand  on  suppose  le  carré  du  rayon 
négatif  et  le  cercle  imaginaire ,  quoique  les  relations  qu'elles 
ont  servi  à  exprimer  subsistent  toujours. 

779.  Pour  répandfe  tout  le  jour  possible  sur  ces  consi- 
dérations, prenons  un  exemple. 

On  appelle  polaire  d'un  point,  relative  à  un  cercle ,  une 
droite  que  l'on  détermine  de  plusieurs  manières  : 

1^.  En  menant  par  le  point  donné  p  deux  tangentes  au 
cercle  *,  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  est  la  po- 
laire ; 

a^.  En  menant  par  le  point  p  une  transversale  qui  ren* 
contre  le  cercle  en  deux  points  a,  a';  les  tangentes  en  ces 
points  se  coupent  sur  la  polaire  cherchée ,  dont  on  déter- 
mine un  second  point,  soit  au  moyen  d'une  seconde  trans- 
versale, soit  en  prenant  sur  la  première  le  point  conjugtié 
harmonique  du  point  p,  par  rapport  aux  deux  a  et  a'; 

.3^.  En  menant  deux  transversales  paa\  phb\  puis  les 

droites  ab\  ba\  lesquelles  se  coupent  sur  la  polaire,  ainsi 

que  les  deux  ab.  a'h' \ 

35. 
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4".  En  prenant  sur  les  deux  cordes  aa\  hh'  les  points 
conjugués  harmoniques  du  point  p,  lesquels  se  trouvent  sur 
]a  polaire; 

5**.  Enfin  en  prenant  sur  la  droite  qui  va  du  point  p  au 
centre  C  du  cercle ,  le  point  e  déterminé  par  la  relation 
Ce.CjO  =  R*,  et  en  élevant  par  le  point  e  une  perpendi- 
culaire à  la  droite  pC. 

Les  trois  premières  manières  de  construire  la  polaire  du 
point  p  exigent  que  le  cercle  soit  tracé;  .de  sorte  que  la 
polaire  se  rapporte  exclusivement  à  la  circonférence  du  cer- 
cle et  ne  présente  aucun  autre  caractère.  Il  n'en  est  pas  de 
même  des  deux  autres  modes  de  construction  ;  on  nV  fait 
pas  usage  nécessairement  de  la  circonférence  du  cercle, 
mais  seulement  de  la  position  de  son  centre  et  du  carré  de 
son  rayon. 

Il  en  résultp  que  les. propriétés  de  cette  droite,  que  nous 
appelons  polaire  ^  ou  celles  d'un  systènje  de  droites  déter- 
minées de  même ,  propriétés  qu'on  rapporte  à  un  cercle . 
peuvent  s'attribuer  simplement  à  un^oint  (centre  du  cer- 
cle) et  au  carré  d'une  ligne,  et  s'énoncer,  abstraction  faiu» 
du  cercle. 

Par  exemple ,  au  lieu  de  dire  que  les  polaires  des  différents 
points  d'une  droite,  prises  par  rapport  à  un  cercle,  passent 
toutes  par  un  même  point,  ou  pourra  dire  que  si  des  points 
p,  p',  p',...  d'une  droite  on  mène  à  un  point  fixe  C  des 
rayons  p  C,  p'  C, . . .  sur  lesquels  on  prend  des  points  e ,  e',. . . 
déterminés  par  les  relations  Ce.Cp=R*,Ce'.Cp'=R',etc., 
et  que  par  ces  points  on  mène  les  perpendiculaires  aux 
droites  Cp,  Cp ',...,  toutes  ces  perpendiculaires  passeront 
par  un  même  point. 

Cet  exemple  montre  comment  des  propriétés  qui  pa- 
raissent concerner  nécessairement  le  cercle,  peuvent  néan- 
moins dériver  de  relations  plus  intimes ,  qui  permettent  de 
faire  abstraction  du  cercle  dans  leur  énoncé. 
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780.  Maintenant  on  voit  que  le  cercle  se  trouvant  ainsi 
éliminé ,  rien  n'empêche  de  supposer  le  carré  R'  négatif;  et 
qu'alors  la  construction  du  point  e,  dépendante  de  Téqua- 
lion  Ce.C/5  =:  —  R*,  subsistera ,  et  que  la  perpendiculaire 
menée  par  ce  point  donnera  lieu  aux  mêmes  propriétés  que 
dans  le  premier  cas.  Mais  cette  droite  n'est  plus  la  polaire 
d'un  point  relative  à  un  cercle.  Cav  le  point  e,  par  lequel  on 
l'élève  perpendiculairement  au  rayon  Cp ,  n'est  plus  sur  ce 
rayon  lui-même,  comme  dans  le  cas  cFun  cercfe,  mais  bien 
sur  son  prolongement  au  delà  du  point  C ,  ptiisque  le  pro- 
duit Cp.  Ce  est  négatif.  Il  faudrait  donc ,  à  la  rigueur,  dans 
ce  cas  de  R*  négatif,  dénommer  la  droite  et  exprimer  ses 
*  propriétés  d'une  autre  manière  et  sans  faire  intervenir  le 
cercle.  Cependant  on  peut  conserver  à  cette  droite  la  déno- 
mination de  polaire,  en  disant  polaire  relative  à  un  cercle 
imaginaire  et  en  convenant  que  ce  mot  imaginaire  signifie 
simplement  que  le  carré  R*,  qui  entre  dans  la  formule  qui 
sert  à  la  construction  de  la  droite,  est  négatif. 

Cette  ^dée  d'un  cercle  imaginaire  est  donc  une  pure 
fiction ,  à  laquelle  on  a  recours  pour  conserver  aux  propo- 
sitions des  énoncés  simples  et.  faisant  image,  qui,  à  la  ri- 
gueur, ne  s'appliquent  qu'à  un  cas  spécial,  celui  où  le 
carré  R'  étant  positif,  on  peut  décrire  un  cercle  dans  la 
ligure.' 

Ainsi,  Ton  conçoit  bien  comment  des  propositions  qui , 
d'après  leur  énoncé ,  sembleront  se  rapporter  exclusivement 
à  lin  cercle  imaginaire,  et,  par  conséquent,  n'avoir  aucune 
signification  réelle ,  exprimeront  néanmoins  des  vérités  ma- 
thématiques  portant  sur  des  choses  toutes  réelles  et  ayant 
une  signification  parfaitement  définie  et  susceptible  d'une 
autre  expression ,  indépendante  de  l'idée  du  cerclé. 

78i .  D'après  ces  considérations ,  nous  dirons  d'une  ma- 
nière générale,  que  toutes  les  relations  ou  constructions 
dans  lesquelles  n'rnlreronl,  soit  diirctenienl,  soit  implici-* 
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toment ,  que  le  centre  et  le  carré  du  rayon  d'uu  cercle ,  s'ap- 
pliqueront au  cas  où  ce  carré  sera  négatif;  maïs  que ,  pour 
conserver  le  même  langage,  les  mêmes  définitions  et  le 
même  énoncé  dans  les  théorèmes,  nous  pourrons  dire  que 
ces  relations  et   constructions  se  rapportent   à  un  cercle 


imaginaire. 


Ce  que  nous  ferons  ainsi  est  ce  que  Ton  faîl  en  Analyse; 
et  c'est  pour  bien  fixer  les  idées,  et  éviter  le  doute  et  les  in- 
terprétations que  l'on  a  parfois  cherché  à  donner  des  ima- 
ginaires en  Géométrie,  que  nous  sommes' entré  ici  dans 
des  explications  minutieuses  que  Ton  néglige  en  Géomélrîf 
analytique. 

782.  Souvent  il  arrive  que  des  propositions  auxquelles 
on  conserve ,  dans  le  cas  d'imaginarité  de  quelque  quantité, 
telle  que  le  rayon  d'un  cercle,  leur  énoncé  primitif  qu€ 
Ton  rapporte  à  un  objet  imaginaire,  sont  susceptibles  d^un 
énoncé  particulier  très-différent  du  premier,  et  néanmoins 
fort  simple  et  faisant  image  aussi,  mais  d'une  autre  ma- 
nière. Alors  les  résultats  analytiques  ou  les  constructions 
qui ,  dans  le  premier  cas,  se  rapportaient  à  une  figure ,  tellf 
qu'un  cercle ,  expriment,  dans  le  second ,  des  propositions 
qui  peuvent  être  tout  à  fait  étrangères  au  cercle  et  d*uii 
genre  très-différent  des  premières. 

Cela  provient  de  ce  que,  bien  que  Thypothèse  relative 
au  carré  du  rayon  d'un  cercle,  que  Ton  fait  négatif,  ne 
modifie  pas  le  sens  intime  de  la  proposition  démontrée ,  et« 
en  général,  les  propriétés  de  la  figure,  néanmoins  elle  mo- 
difie soit  les  positions  relatives  des  diverses  parties  de  la 
iigure,  soit  même  sa  configuration  générale. 

Or  on  conçoit  que  celte  configuration  de  la  figure  puisse 
se  rattacher  ou  donner  lieu  à  quelque  autre  conception  que 
celle  d'un  cercle.  Nous  allons  trouver,  dans  la  suite  de  ce 
chapitre  et  dans  le  suivant,  de  nombreux  exemples  d'une 
irllc  transformation  de  ttu'orèmes  en  d'autres,  différents. 
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II.  Propriétés  relatives  à  un  cercle  imaginaire. 

783.  Les  points  d^intersection  d'une  droite  et  d^un  cercle 
imaginaire  sont  deux  points  imaginaires ,  que  nous  dési- 
gnerons par  £,  f  *,  dont  le  milieu  O  est  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  G  du  cercle  sur  la  droite,  et 
dont  le  carré  de  la*  distance  à  ce  point  milieu  est ,  comme 
dans  le  cas  d'un  cercle  réel  (78i) , 

Ô7=R*~CÔ"   (648). 

Et  de  même,  le  rectangle  des  distances  des  deux  points 
iiuaginaires  à  un  point  p  de  la  droite  est  égal  à  ' 

.p4.p^  ==  pC  — R*     (648). 

Mais  ici,  où  le  cercle  est  imaginaire^  R^,  carré  du  rayon, 
est  une  quautîté  négative  — R'*,  et  il  vient 

0"/=  —  (R'*-f- CÔ'), 

p«.p«p=:  (pC    -h  R'O- 

11  faut  bien  remarquer  que,  dans  ces  formules ,  R"  ne 
représente  plus  le  carré  du  rayon  comme  R*  dans  les  pre- 
mières, mais  ce  carré  affecté  d'un  signe  contraire. 

Ces  formules  donnent  lieu  à  des  expressions  géomé- 
triques, très-simples,  du  carré  Oe  et  du  rectangle  pe.pf. 
Ce  carré  et  ce  rectangle,  dans  Tétat  actuel  de  la  question, 
impliquent  l'idée  de  points  imaginaires;  et,  au  contraire, 
leurs  nouvelles  expressions  se  rapporteront  exclusivement 
à  des  objets  réels. 

En  effet,  que,  par  le  centre  G  du  cercle  imaginaire,  on 
élève  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  dont  le 

carré  GS  soit  égal  à  R'*,  c'est-à-dire  au  carré  du  rayon  du 
cercle  imaginaire  pris  avec  un  signe  contraire.  On  aura 

Of  =  —  (es  H-  CO  )  =  —  SO  , 

p  e .  p  9  r=  p  (  4  H-  es  =  p  S   . 
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« 

Ainsi  le  rectangle  p^-p^  exprime  simplement  le  carré  de 
la  distance  du  point  p  au  point  S  situé  au  dehors  du  plan  de 
la  6gure. 

784.  La  formule 

C<?.Cp  =  R% 

qui  sert  à  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  p,  donne 
lieu  de  même  à  une  interprétation  géométrique  fondée  sur 
la  considération  du  point  S  extrémité  de  la  perpendiculaire 
es  =  R'. 

En  effet ,.  R'  étant  négatif,  les  deux  points  p  et  c  sont  de 
part  et  d'autre  du  point  C,  .comme  nous  Tavons  vu  précé- 
demment (780)  ]  et  Ton  a 

Ce.Cp  =  CS  ; 

ce  qui  prouve  que  Tangle  eSp  est  droit.  On  peut  donc  dire 
que  : 

Si,  par  le  centre  C  d'un  cercle  imaginaire,  on  élève  sur 
le  plan  de  la  figure  une  perpendiculaire  C  S  égale  à  son 
rayon  supposé  réel,  la  droite  menée  du  point  S  à  un  point  f 
de  la  figure  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point 
S  f  et  là  polaire  du  point  p  relative  au  cercle  imaginaire^ 

785.  Le  point  p  et  un  point  quelconque  p'  de  sa  polaire 
sont  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  (687). 
Les  droites  menées  du  point  S  à  ces  deux  points  sont  rec- 
tangulaires, puisque  l'une  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'autre  (784).  Donc  : 

Deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit. 

Réciproquement  :  Deux  points  vus  du  point  S  sous  wfi 
angle  droit  sont  deux  points  conjugués  par  rapport  au 
cercle  imaginaire. 

Cela  est  évident. 

786.  La  polaire  du  point  p'  passe  par  le  point  p.  Le  p^n 
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mené  par  le  point  S  et  par  cette  droite  est  perpendiculaire 
à  la  droite  Sjs'  (784)  ^  par  conséquent  il  est  perpendiculaire 
à  tout  plan  passant  par  cette  droite,  et,  en  particulier,  au 
plan  mené  par  le  point  S  et  la  polaire  du  point  jo,  puisque 
cette  droite  passe  par  le  point  |0^  Donc  les  polaires  dés  deux 
points  p  et  p'  sont  dans  deux  plans  rectangulaires  menés 
par  le  point  S.  Or  ces  deux  polaires  sont  deux  droites  con- 
juguées par  rapport  au  cercle  imaginaire.  Donc  : 

Deux  droites  conjuguées,  relatives  au  cercle  imaginaire, 
étant  vues  du  point  S,  paraissent  rectangulaires. 

Réciproqtiemekt  :  Deux  plans  rectangulaires,  menés 
par  le  point  S,  rencontrent  le  plan  de  la  figure  suivcmt 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire. 

Car  le  pôle  de  chacune  de  ces  droites  sera  sur  Tau- 
tre(784). 

•787.  Ces  propriétés  permettent  de  substituer  le  point  S 
au  cercle  imaginaire,  dans  la  définition  des  points  conju- 
gués, comme  dans  celle  de  la  polaire  d'un  point.  De  sorte 
que  la  notion  de  ce  cercle  disparaîtra  dans  les  énoncés  des 
théorèmes  où  il  sera  question  des  points  et  des  droites  qui 
s^y  rapportent.  Toutefois,  ce  cercle  imaginaire. aura  servi, 
par  ses  relations  générales  avec  d'autres  parties  de  la  figure, 
par  exemple  avec  certains  cercles  réels ,  à  procurer  les  théo- 
rèmes auxquels  on  donne  une  autre  expression. 

Nous  ferons,  plus  loin  (Chap.  XXXIV),  diverses  appli- 
cations de  ces  considérations  qui  seront  extrêmement  utiles. 

788.  L'axe  radical  d'un  cercle  réel  et  d'un  cercle  imagi- 
naire est  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres, 
menée  par  le  point  II  de  cette  ligne  déterminé  par  l'équa- 
tion 

ôc'— R'  =  nC'— R", 

dans  laquelle  R'*,  qui  représente  le  carré  du  rayon  du  cer- 
cle imaginaire,  sera  une  quantité  négative. 
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De  même,  deux  cercles  imaginaires  ont  un  axe  radical 
perpendiculaire  -  à  leur  ligne  des  centres ,  mené  par  le 
point  A  de  cette  ligne,  déterminé  par  la  relation 


aC-R>=nC'  — R'% 

dans  laquelle  les  deux  expressions  R*  et  R",  qui  repré- 
sentent les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles,  seront  deux 
([uantités  négatives. 

789.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  admettent 
toujours  deux  cercles  infiniment  petits,  ayant  avec  eux 
le  même  axe  radical. 

En  eilet,  il  existe  sur  la  ligne  des  centres  deux  points  qui 
.     divisent  harmoniquement  les  deux  diamètres^  et  ces  deux 
points  sont  toujours  réels ,  puisque  l'un  des  diamètres  est 
imaginaire.  Ces  deux  points  sont  les  deux  cercles  infini- 
ment petits  en  question  (759). 

790.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  ne  peuvent 
pas  avoir  de  quadrilatère  circonscrit;  mais  il  existe  deux 
points  qui  jouissent  de  la  propriété  caractéristique  des  som- 
mets du  quadrilatère  circonscrit  à  deux  cercles.  Cette  pro- 
priété, c'est  que  si  par  un  sommet  on  mène  deux  droites 
conjuguées  par  rapport  à  un  cercle,  elles  sont  conjuguées 
par  rapport  à  l'autre  cercle. 

Ces  deux  points  existent  toujours  à  regard  de  deux 
cercles  y  dont  Vun  est  réel  et  Vautre  imaginaire  • 

Pour  démontrer  cette  proposition,  observons  d'abord 
c{ue,  pour  qu'un  point  jouisse  de  la  propriété  en  question , 
il  suffit  qu'elle*  ait  lieu  à  l'égard  de  deux  systèmes  de  droites 
t'onjuguées;  ce- qu'on  conclut  de  ce  que  trois  systèmes  de 
deux  droites  conjuguées  forment  une  involutîon  (689). 

Soient  C  et  C  {fig^  i&i)  les  centres  des  deux  cercles,  le 
premier  réel  et  le  second  imaginaire.  Il  existe  sur  la  droite 
<X'  deux  points  e ,  f  conjugués  par  rapport  aux  deux  cer- 
cles, et  ces  deux  points  sont  toujours  rwls  (789). 
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Soient  F,  F'  les  points  d'intersection  du  cercle  décrit 
sur  ce  coiprae  diamètre,  et  de  la  perpendiculaire  à  cette 
droite,  menée  par  le  point  e,  celui  des  deux  points  con- 
jugués e,  f  qui  se  trouve  dans  l'intérieur  du  cercle  C'^je 
dis  que  chacun  de  ces  points  F,  F'  jouit  de  la  propriété 
demandée,  savoir,  que  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à  l'un  des  cercles ,  menées  par  l'un  de  ces  points ,  sont  con- 
juguées par  rapport  à  l'autre  cercle.  Il  suffit  de  prouver, 
comme  nous-  l'avons  dit,  que  cela  a  lieu  à  Tégard  de  deux 
couples  de  droites  conjuguées. 

D'abord,  les  deux  droites  Fe,  F/  sont  conjuguées  par 
rapport  aux  deux  cercles  ,  car  le  pôle  de  la  première,  dans 
chacun  des  cercles,  se  trouve  en  y  sur  la  seconde. 

Ensuite,  les  deux  droites  FC  ,  FC  sont  aussi  conjuguées 
par  rapport  aux  deux  cercles;  car  ces  deux  droites  étant 
rectangulaires,  d'une  part  le  pôle  de  CF,  dans  le  cercle  C, 
est,  à  l'infini,  sur  la  droite  FC,  et  d'autre  part  le  pôle  de 
CF,  dans  le  cercle  C,  est  sur  le  rayon  C'F  qui  lui  est  per- 
pendiculaire. 

Donc  le  point  F  jouit  de  la  propriété  annoncée. 

c.    Q.    F.    D. 

Observation.  —  Il  suit  de  là  que  les  propriétés  relatives 
à  deux  cercles  et  à  deux  sommets  opposés  de  leur  quadri- 
latère circonscrit,  telles  que  les  théorèmes  (736)  et  (737), 
s'appliqueront  au  système  -de  deux  cercles  dont  l'un  réel  et 
Tau  Ire  imaginaire. 

Cette  remarque  nous  sera  utile. 

79 1 .  Deux  cercles  imaginaires  admettent  deux  points 
dont  cliacun  jouit  de  la  propriété  que  deux  droites  con- 
juguées par  rapport  à  Vun  des  cercles,  menées  par  ce 
points  sont  conjuguées  par  rapport  à  Vautre  cercle. 

Ces  deux  points  se  déterminent  comme  les  centres  de 
similitude  de  deux  cercles  réels.  Les  carrés  des  rayons  des 
deux  cercles  étant  — R*  et  — R",  et  leurs  centres  étant 


556  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

eu  C  et  C,  on  prend  ^,  =  f^f  ^^  S^  ~  "~  R^'  ^^*  ^^^^ 

points  S,  S'  satisfont  à  la  question. 

En  effet,  les  pôles  d'une  droite  menée  par  le  point  S 
seront  sur  les  perpendiculaires  à  cette  droite,  CP,  C'P', 
menées  par  les  centres  des  deux  cercles,  à  des  distances 

R'  R" 

^  CP  ^  C'P' 

Donc 

CQ^_  R|^\  CP 
C'Q'  "*"  R'>  •  C'F' 

^    CP       R     j  CQ        R  .  , 

CnF'  ~  R'  '  CQ^  ~  R'  •   ^^  ^^'    prouve  que   les 

points  Q,  Q'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  S.  Donc,  etc. 
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CHAPITRE  XXXIV. 

APPLICATIOK    DES   THÉORÈMES    IIELATIFS    A   tJW    CERCLE   IMAGI- 
NAIRE,   AUX  PROPRIÉTÉS  DES  CÔNES   A  BASE  CIRCULAIRE. 


I.  Considérations  préliminaire^. 

792.  Si,  sur  le  diamètre  AA'  d'un  cercle  C  [fig.  182),  on 
prend  deux  points  Cyf  qui  divisent  ce  diamètre  harmonique- 
ment,  et  que  sur  lé  segment  cf^  comme  diamètre,  on  décrive  une 
circonférence  de  cercle  X  dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  C ,  les  points  de  ce  cercle  jouiront  de  propriétés  fort  remar- 
quables, dont  la  plupart  présentent  une  analogie  parfaite  avec 
celles  qui  appartiennent  aux  deux  points  e, /*  (7IS9-76tf).  Ces 
propriétés  se  concluent  de  celles  auxquelles  donneraient  lieu  des 
cercles  imaginaires  qui  auraient  pour  centres  les  projections  o-  des 
points  S  du  cercle  X ,  et  dont  le^  carrés  des  rayons  seraient  égaux 
aux  rectangles  négatifs  tels  que  acaf.  En  substituant  à  ces  cer- 
cles imaginaires  des  points  situés  au  dehors  du  plan  de  la  figure, 
comme  il  a  été  dit  précédemment  (V87),  on  donne  aux  diverses 
propositions  des  expressions  nouvelles ,  qui  constituent  des  théo- 
rèmes en  apparence  très-différents. 

Ces  théorèmes  eux-mêmes  peuvent  prendre  des  énoncés  plus 
simples  encore  et  présentant  un  caractère  mieux  déterminé;  car 
on  peut  les  rapporter  directement  aux  cônes  qui  ont  pour  bases  lés 
cercles  de  la  figure  et  pour  sommet  commun  le  point  pris  dans 
l'espace  sur  le  cercle  î.  De  là  dérivent  donc  naturellement  des 
propriétés  des  cônes  \  base  circulaiie. 

Ces  propriétés  ne  sont,  au  fond,  que  la  traduction  dans  un 
langage  différent,  de  celles  qui  appartiennent  à  un  système  de 
cercles  situés  dans  un  même  plan.  Au  nombre  de  ces  cercles,  s*en 
trouve *un  imaginaire;  et  c'est  celui-ci,  ou  plutôt  celle  idée  fictive 
d'uD  cercle  imaginaire  (778),  qui  permet  de  donner  aux  théo- 
rèmes l'expression  qui  en  fait  des  propositions  toutes  nouvelles  et 


558  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

relatives  nop  plus  à  des  cercles,  mais  à  des  cônes  substitués  aux 
cercles  primitifs. 

Cette  théorie  o(Tre  un  exemple  assez  remarquable  des  transfor- 
mations auxquelles  les  imaginaires  peuvent  donner  lien  en  Géomé- 
trie; de  pareils  exemples  se  reproduiront  dans  d*autres  questions 
importantes ,  notamment  dans  la  théorie  des  coniques. 

795.  Que  par  le  milieu  du  segment  «y  on  élève  la  perpendicu- 
laire nX  ;  cette  droite  sera  Taxe  radical  commun  au  cercle  G  et 
A  chacun  des  deux  points  ^ ,  y  considérés  comme  des  cercles  infi- 
niment petits  (789).  Et  si  un  point  c  pris  sur  ce  segment  est 
regardé  comme  le  centre  d'un  cercle  imaginaire  dont  le  carré  du 
rayon  soit  égala  (re.a/,  la  droite Sl'S,  sera  aussi  taxe  radical  com- 
mun à  ce  cercle  et  au  cercle  0,'^  car  les  deux  points  ^,  /,  conjugués 
par  rapport  au  cercle  G,  par  hypothèse,  le  sont  aussi  par  rapport 
au  cercle  <7,  puisque  le  carré  de  son  rayon  est  égal  au  produit 
fse,fsf\  par  conséquent,  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  «G 
menée  par  le  milieu  de  ces  deux  points  e^f^  sera  Taxe  radical  des 
deux  cercles. 

794 .  Le  carré  de  la  distance  d't^n  point  fixe  S  pris  sur  le  cercle  2, 
à  un  point  quelconque  m  du  cercle  G ,  est  à  la  distance  de  ce  point  m 
fi  la  droite  Ci  X  ,  dans  une  raison  constante. 

En  effet,  considérons  deux  points  /if ,  m'  du  cercle  G;  la  droite 
ntm^  rencontre  le  cercle  imaginaire  tr ,  dont  le  carré  d^  rayon  est 
égal  au  rectangle  aca/y  en  deux  points  imaginaires  s  et  ^  ;  et 
Taxe  radical  de  ce  cercle  <t  et  du  cercle  G  étant  la  droite  aX ,  on  a 

m  8  .  m  9  mp 


m^t.m'ff       m' p' 


mp  et  m* p'  étant  les  distances  des  points  m,  m*  à  Taxe  radical  (  7 !I8). 
Or 


mg.m<f:=:mS      et     w'« . //i'<p  = /«'S      C^M). 
Donc 


m  S     _^  mp  //fS         m' S 


ou 


m 
Ce  qui  démonti'e  le  théorème. 


,g'    •    m'p^  mp        m' p' 


\ 
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795.  Le  rapport  des  distances  de  deux  points  fixes  S,  S',  pris 
sur  le  cercle  2,  à  un  point  quelconque  du  cercle  C,  est  constant. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

796.  iS/,  d'an  point  de  la  droite  nX  o/?  mène  une  tangente  au 
cercle  C,  elle  sera  égale  à  la  distance  de  ce  point  à  un  point  quel- 
conque du  cercle  2. 

En  effet,  soient  6>r  cette  tangente,  ete,  ^  les  points  où  elle  ren- 
contre le  cercle  imaginaire  cr,  dont  le  carré  du  rayon  est  ae  nf\ 
on  aura  (714  ,  corolL) 

uf   =&>f.b)Qp  =  oj(r  —  (se  .  ^y. 

Or  (j<?.  <r/=  — ^    (7«5).  Donc 

wf   =  wor    -\-  (iS    =  «S    , 

ou  .«/=  wS. 

c.    Q.    F.    P. 

797.  Si  y  sur  la  droite  Q.  X  on  prend  deux  points  conjugués  quel- 
conques par  rapport  au  cercle  C ,  les  droites  menées  d'un  point  S 
f/u  cercle  Z,  à  èrs  deux  points,  sont  toujours  rectangulaires. 

Car,  cette  droite  llX  étant  Taxe  radical  commun  au  cercle  C  et 
au  cercle  imaginaire  (r(  795),  les  deux  points  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercle  o-,  et,  par  CT>nséquent,  ils  sont  vus  du  point 
S  sous  un  angle  droit  (785). 

On  conclut  de  là  que  :  Un  point  S  étant  pris  au-dessus  du  plan 
d'un  cercle,  il  existe  dans  ce  plan  une  droite  nX  telle,  que  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  cercle,  pris  sur  cette  droite,  sont 
toujours  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit, 

Remarque,  —  Il  n*existe  qu'une  droite  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété. Car,  quand  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle 
sont  vus  sous  un  angle  droit ,  ils  sont  aussi  conjugués  par  rapport 
au  cercle  imaginaire,  qui  a  son  centre  au  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  S  sur  le  plan  de  la  figure  (785).  Consé- 
quemment,  la  droite  sur  laquelle  sont  pris  ces  systèmes  de  deux 
points  conjugués ,  est  Taxe  radical  commun  aux  deux  cercles  (7 18). 
Donc  il  ne  peut  exister  qu'une  telle  droite.. 

798.  Concevons  le  cône  qui  a  son  sommet  en  S  et  pour  hase  le 
cercle  C.  Tout  plan  parallèle  au  plan  déterminé  par  le  point  S  et 
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Vaxe  CilL  coupera  le  cône  suivant  un  cercle.  Car,  si  Von  fait  tourner 
autour  de  deux  points  fixes  P,  P'  du  cercle  C  les  côtés  d'un  angle 
dont  le  sommet  décrive  la  circonférence ,  ces  côtés  intercepteront 
sur  Taxe  nX  un  segment  qui  sera  vu  du  point  S  sous  un  angle  de 
grandeur  constante  (6d0).  Maintenant,  si  Ton  mène  un  plan  cou- 
pant ,  parallèlement  au  plan  qui  passe  par  le  point  S  et  Taxe  ûX, 
on  aura,  dans  ce  plan,  la  courbe  d'intersection  du  cône,  et  un 
angle  dont  les  côtés  tourneront  autour  de  deux  points  fixes  de 
cette  courbe ,  pendant  que  le  sommet  glissera  sur  celte  ménie 
courbe ,  et  les  côtés  de  cet  angle  seront  parallèles  aux  droites  me- 
nées du  point  S  aux  extrémités  du  segment  intercepté  sur  ûX par 
les  côtés  de  Tangle  tournant  dans  le  plan  du  cercle  autour  des  deux 
points  P,  P'  ;  donc  cet  angle,  compris  dans  le  plan  coupant,  sera 
de  grandeur  constante.  Donc  son  sommet  décrit  un  cercle.  Donc 
le  plan  coupe  le  cône  suivant  un  cercle.  Donc ,  etc. 

799.  On  conclut  de  là  qu'«/ï  cane  à  base  circulaire  peut  être 
coupé  suivant  un  cercle  d'une  seconde  manière ,  c'est-à-dire  par 
un  plan  non  parallèle  au  plan  de  sa  base  ;  et  qu*//  tt' existe  pas  un 
troisième  plan  donnant  une  section  circulaire  (797,  rem,). 

Les  plans  menés  par  le  sommet  d'un  cône  parallèlement  aux 
plans  des  sections  circulaires,  s'appellent  les/^/a/i^  c/c/Z^fK^ducône. 

Ainsi ,  l'un  des  plans  cycliques  du  cône  qui  a  son  sommet  en  S 
sur  le  cercle  2 ,  et  pour  base  le  cercle  C ,  est  parallèle  au  plan  de 
ce  cercle ,  et  l'autre  est  le  plan  mené  par  le  point  S  et  l'axe  ûX. 

II.  Propriétés  relatives  aux  plans  cycliques  d^un  cône  à  base  circulaire. 

800.  Dans  un  cône  à  base  circulaire  ^  le  produit  des  sinus  des 
angles  que  chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  con  • 
stant. 

En  effet,  le  sinus  de  l'angle  que  la  droite  S//i  (Jîg,  182)  f»'^ 

avec  le  plan  du  cercle  G  est  égal  à 

S/w 

Le  sinus  de  l'angle  que  la  même  droite  fait  avec  le  second  plan 
cyclique  (S,  nX),  est  égal  ^  -r^  ^  mq  étant  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  m  sur  ce  plan.  Celle  perpendiculaire  est  pro- 
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portionnelle  à  la  distance  mp  du  point  m  à  la  droite  ftX  ;  ainsi , 
le  sinus  de  Tangle  que  la  droite  ^m  fait  avec  le  plan  (S,  ûX)  est 

\ .  = — •  Le  produit  des  deux  sinus  est  donc  \ '--J-  •  Mais  on  a 

— >  .  \ 

^m  =  fjL .  mp  (  794);  ce  produit  devient  donc  -  S  9  ;  quantité  oon- 

stante.  Donc,  etc. 

601 .  Tout  pian  tangent  à  un  cône  à  base  circulaire  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suiçant  deux  droites  qui  sont  également  incli- 
nées sur  l'arête  de  contact. 

£n  effet,  on  a  wr  =  o»S  (79G).  Donc  le  triangle  /ai>S  est  iso- 
cèle,  et  ses  angles  en  r  et  S  sont  égaux  ^  c*est->à-dire  que  Taréte  de 
contact  S/  du  plan  tangent  au  cône  fait  des  angles  égaux  avec 
les  deux  droites  wS,  »t.  Or  le  plan  SwX  est  l'un  des  plans  cy- 
cliques du  cène,  dont  Tautre  est  parallèle  au  plan  de  la  figure  (  799). 
Donc  la  droite  uS  est  l'intersection  du  premier  plan  cyclique  par 
le  plan  tangent  au  cône ,  et  la  droite  tat  est  parallèle  à  Pintersec- 
tien  du  second  plan  cyclique  par  le  même  plan  tangent.  Le  tbéo 
rème  est  donc  démontré. 

nos.  Tout  plan  tangent  à  un  cône  à  hase  circulaire  coupe  les 
deux  plans  cfcliques  suivant  deux  droites  qui  font ,  apec  la  elroite 
d'intersection  de  ces  deux  plans,  des  angles  tels,  que  le  rapport  des 
tangentes  trigonométriques  des  demi-angles  est  constant. 

En  effet,  si  de  chaque  point  «>  de  Taxe  aX  on  mène  une  tan> 
gente  au  cercle  G  et  la  droite  t^e,  on  a 

îîïîgfî^  =  con«.     (754). 
tangj<?wa 

Mais  l'angle  Se*a  est  égal  à  l'angle  <? wû.  Donc 

tangy  t^^ 

— 5_L_ rr:  ronst.  ; 

tangySttA 

m 

équation  qui  démontre  le  théorème. 

905.  Les  quatre  droites ,  suivant  lesquelles  deux  plans  tangents 
à  un  €6ne  à  base  circulaire  coupent  les  deux  plans  cycliques,  sont 

a6 
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situées  sur  un  cône  de  résolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  mu 
plan  des  deux  arêtes  de  contact. 

En  effet ,  chacun  des  plans  tangents  coupe  les  deux  plans  cycli- 
ques suivant  deux  droites  qui  sont  également  inclinées  sur  l'arête 
de  contact  (  801) ,  et  par  conséquent  sur  tout  plan  mené  par  cette 
aréCe ,  et  en  particulier  sur  le  plan  des  deux  arêtes. 

Considérons  les  deux  droites  suivant  lesquelles  les  deux  plans 
tangents  coupent  le  plan  cyclique  parallèle  au  plan  du  cercle  C 
qui  forme  la  base  du  cône  ;  ces  droites  sont  parallèles  aux  traces 
des  deux  plans  tangents  sur  la  base,  lesquelles  sont  les  deux  tan- 
gentes au  cercle  C.  Or,  ces  deux  tangentes  font  des  angles  égaux 
avec  leur  corde  de  contact ,  et  par  conséquent  avec  le  plan  des  deux 
arêtes  de  contact  qui  passe  par  cette  corde.  Donc  les  quatre 
droites  d^intersection  des  deux  plans  cycliques  par  les  deux  plans 
tangents  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  des  deux  arêtes  de 
contact,  et,  par  conséquent,  avec  une  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Donc  elles  sont  quatre  acétes  d*un  cône  de  révolution  autour  de 
cette  perpendiculaire .  c.  q.  f.  p. 

804.  Obsbbvation.  —  Ce  théorème  se  peut  déduire  de  celui  qui 
précède,  et  réciproquement,  en  vertu  de  cette  proposition  de 
Géométrie  sphérique  :  Dn petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère, 
si  autour  iTun  point  P  de  la  sphère  on  fait  tourner  un  arc  de 
grand  cercle  qui  le  rencontre  en  deux  points  a,  a',  le  produit 
tang  7  P  a  .  tang  |  P  a'  reste  constant. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (700,  corolL).  En 
effet ,  d'après  ce  théorème ,  si  autour  d'un  point  fixe  />  pris  dans 
l'espace  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  la  ^hère 
en  deux  points  aya\  on  a ,  en  appelant  0  le  centre  de  la  sphère, 

tang  I  p  O  a  .  tang  \^0a'  ■=  const. 

Car,  soient  deux  transversales  ^aa\  pbù'i  qu'on  fasse  tourner  au- 
tour du  diamètre  pO,  le  plan  diamétral  Op^,  de  manitTe  que  le 
cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  la  sphère  se  superpose  sur  le 
cercle  contenu  dans  le  plan  Op/i:  Ks  transversales  se  trouvant 
toutes  deux  dans  le  plan  de  et  cercle,  l'équation  a  lieu  (700,  coroU,). 
Maintenant,  que  l'on  observe  que  les  deux  cercles  suivant  les- 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  i563 

quels  les  plans  Opa^  Opb  coupent  la  sphère,  se  coupent  en  un 
point  P  situé  sur  le  diamètre  O p,  et  que  les  angles  p  0  a,  p  0  a' ,  etc. , 
sont  mesurés  parles  arcs  Pa,Pâ',  etc.,  Féquation  devient 

tangjPtf  .  tong^Pa'  =  tang^  P*  .  tang|P*'. 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  encore  dire  que  :  Si  autour  d'une  droite  fixe,  menée 
par  le  sommet  d'un  cône  de  révolution ,  on  fait  tourner  un  plan 
transversal  y  qui  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes,  le  produit  des 
tangentes  des  demi-angles  que  ces  arêtes  font  avec  la  droite  fixe 
reste  constant. 

On  suppose ,  dans  cet  énoncé ,  que  le  cône  est  formé  d'une  seule 
nappe  répondant  au  petit  cercle  de  la  sphère;  de  sorte  que  les  deux 
arêtes  appartiennent  à  cette  même  nappe.  Mais  si,  au  lieu  d'une 
de  ces  arêtes ,  on  prend  son  prolongement  au  delà  du  sommet  du 
cône«  le  produit  des  tangentes  des  demi -angles  se  changera  en  un 
rapport. 

801$.  La  somme  des  angles  que  chaque  plan  tangent  h  un  cône 
à  base  circulaire  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constante. 

Pour  plus  de  facilité  dans  le  raisonnement,  considérons  ce  qui 
a  lien  sur  une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône.  Une 
nappe  du  cône  coupe  la  sphère  suivant  une  courbe  appelée  ellipse 
ou  conique  sphérique ;  les  deux  plans  cycliques  la  coupent  suivant 
deux  grands  cercles  LAL',  LBL'  [fig.  ï83)  qu'on  appelle  les  arcs 
cycliques  de  la  conique;  et  deux  plans  tangents  au  cône,  suivant 
deux  arcs  de  grands  cercles  ab ,  a'  b\  tangents  à  la  conique.  Il  faut 
prouver  que  la  somme  des  deux  angles  L^^,  L^a  est  égale  à  celle 
des  deux  angles  La' 6',  L  &'/»'. 

Supposons  les  deux  arcs  ab  y  a*  b'  infiniment  voisins;  leur  point 
d'intersection  /  sera  le  point  où  Tun  d'eux,  a'b*  par  exemple, 
touche  la  conique ,  et  par  cflinséqucnt  ce  sera  le  point  milieu  de 
cet  arc  (001). 

Cela  posé,  que  l'on  mène  de  a'  en  P,  sur  ab ,  un  arc  a'V  égal  à  , 
un  quadrant^  et  que  du  point  a'  on  abaisse  l'arc  a' a.  perpendicu- 
laire sur  ab.  Le  triangle  infiniment  petit  a  a  a',  rectangle  en  a ,  peut 
être  considéré  comme  un  triangle  rectiligne  ;  par  conséquent ,  son 
angle  en  a  est  le  complément  de  l'angle  en  a',  ou  aa'  ol.  Mais  celui-ci 

36. 
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est  le  complément  de  Tangle  Lâ'P,  parce  que  Tangle  Va' et  est 
droit.  Donc  Tangle  en  ^  est  égal  à  Tangle  La' P.  Donc  ladifFérence 
des  deux  angles  ha  b'  et  Lab  cstTangle  Va'i,  Or  on  a,  dans  le 
triangle  Va'i  dont  le  côté  /l'P  est  égal  à  un  quadrant, 

tang  P/i'/  =  —  tangfl'iP.cosa'/; 
ou,  en  remplaçant  l'angle  a'r  P  par  son  supplément  a' ta, 
rang  [La' b'  —  Lab)  =  tang aia' . cos a'i. 

Prenant  de  même  Tare  b'  P'  égal  à  un  quadrant ,  on  aura 

tang  P'  b'  i  =  tang  (Lba —  Lb'a')=:  tang  bib' .  cos  b'  i. 

Mais  nous  avons  dit  que  a'i  =  b'  i-y  donc  les  seconds  membres  de 
ces  deux  égalités  sont  égaux;  et  par  conséquent  on  a 

(Lfl'6'  — L/ï^)  =  (L^fl  — L^'«'), 
ou 

Lab  -i-Lbazz:  La'b"  -^Lb'a\ 

c.  Q.  F,  r. 

Autremeni.  Les  quatre  arêtes  Sa  y  Sa\  SbySb\  suivant  les* 
quelles  les  deux  plans  tangent!^  au  cône  coupent  les  deux  plans 
cycliques ,  sont  sur  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  per- 
pendiculaire au  plan  des  deux  arêtes  de  contact  (805).  Ces  quatre 
arêtes  rencontrent  donc  la  sphère  sur  laquelle  nous  avons  consi- 
déré Tellipse  sphérique,  en  huit  points  qui  sont,  quatre  à  quatre, 
sur  deux  petits  cercles  parallèles  à  Tare  de  grand  cercle  compris 
dans  le  plan  des  deux  arêtes  de  contact. 

Smentf  sur  la  sphère  {Jig,  i84))  ab  et  a'  b'  les  deux  arcs  tan- 
gents à  la  conique ,  compris  entre  les  deux  arcs  cycliques  LA,  LB  ; 
ce  seront  les  deux  points  a  et  b'  et  les  deux  ot!  et  6  opposés  dia- 
métralement aux  deux  n'  et^,  qui  seront,  tous  quatre,  sur  lîn 
petit  cercle. 

Considérons  le  quadrilatère  a^b'ct  inscrit  dans  le  petit  cercle. 
La  différence  de  ses  deux  angles  La! b'  et  Lb'a!  adjacents  au  côté 
(x! b'  est  égale  à  celle  des  deux  angles  L^a  et  La^  adjacents  au 
côté  opposé  <?6. 

En  effet,  les  deux  angles ///a' ^'  et  mb' ol  sont  égaux,  et  par 
conséquent ,  on  a 

La'*'— L6'«'=  Lac'w  —  Lé'w. 
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Et  pareineineni 

Mais 

L6/1  +-L6'f/i  =  :8o"     et     Lo/iH-La'w  =  180". 

Donc,  en  ajoutant  les  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 

La'6'  — L6'a'4-  L/ï6  — LSa=;o. 
ou 

Ce  qu'il  faUait  prouver. 

Maintenant  remplaçons  dans  cette  équation  les  angles  en  a'  et  ^ 
par  les  angles  en  a'  et  b^  qui  leur  sont  égaux,  respectivement, 
et  les  angles  en  a  et  b'  par  leurs  suppléments,  il  vient 

La'b'  --  i8o*»-i-L/^'«'  =  Ijba  —  iSo'^^Lab, 
ou 

G.  Q.   r.   u. 

Autrement,  Par  un  point  m  de  la  surface  du  cône,  menons 
les  plans  des  deux  sections  circulaires,  lesquels  se  coupent  suivant 
une  droite  passant  par  ce  point  et  rencontrant  le  cAne  en  un  se-  ' 
cond  point  m^  La  droite  mm'  est  la  corde  commune  aux  deux 
sections  circulaires  comprises  dans  les  deux  plans.  Soit  f  le  milieu 
de  cette  corde;  le  plan  P  mené  par  ce  point,  perpendiculairement 
à  la  corde,  passe  par  les  centres  des  deux  sections  circulaires,  et 
coupe  leurs  plans  suivant  deux  diamètres  de  ces  cercles,  ab  et 
a' b'  {fig,  i85).  Les  perpendiculaires  aux  deux  plans,  menées 
par  les  centres  des  deux  cercles ,  sont  dans  le  plan  P  et  se  coupent 
en  un  point  O  qui  est  le  centre  d*une  sphère  passant  par  les  deux 
cercles,  i^a  trace  de  celte  sphère  sur  le  plan  P  est  un  cercle  dont  ab 
et  a*  &'sont  des  cordes.  Le  plan  tangent  au  c6ne ,  mené  par  le  point 
m  y  contient  les  tangentes  aux  deux  cercles  en  ce  point ,  et  par  con- 
séquent est  tangent  à  la  sphère.  Il  s'ensuit  que  la  droite  0//< ,  rayon 
de  la  sphère,  est  |)erpendiculaire  à  ce  plan.  Donc  les  angles  que 
ce  plan  fait  avec  1rs  plans  dos  sections  circulaires  sont  égaux 
aux  angles  que  la  droite  Om  fait  avec  les  deux  droites  Ow,  Ori' 
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peirpendiculaires  aux  deux  cordes  ah  ^a' b' »  Ces  angles  sont  ^aax 
aux  deux  bOny  a'On\  Mais 

^O/i  =  |arc  6^'ff,     et     a'O/i' =  |  arc  «'«6', 

et  l'on  a 

i.  arc  bb'a  -+- 1  arc  a*  ab'  =  angle  ba'  S  -h  angle  a'  ^S  =  1 8o"  —  S. 

Donc,  etc.  (*) 

806.  Remarque,  —  Puisque  la  somme  des  deux  angles  Lii&» 
lAba  (fig*  i83)  que  chaque  arc  tangent  à  Tellipse  sphérique  fait 
avec  les  deux  arcs  cycliques  est  constante,  l'aire  du  triangle  l^  A 
est  aussi  constante. 

Et  réciproquement  :  Si  un  arc  de  grand  cercle  mobile  fait  avec 
deux  arcs  fixes  un  triangle  constamment  de  mente  surface,  cet 
arc  enveloppe  une  ellipse  sphérique  dont  les  deux  arcs  fixes  sont  les 
arcs  cycliques, 

111.  Propriéléft  de  doux  cônes  homoeyeliqucs. 

807.  Considérons  deux  cercles  C,  C  {fig.  i86)  qui  ne  se  cou« 
pent  pas;  et  soient  ^ ,  yies  deux  points  dont  chacun  a  la  même 
polaire  dans  les  deux  cercles.  Que  sur  le  segment  efy  comme 
diamètre  »  on  décrive  le  cercle  2  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure ,  et  que  l'on  prenne  un  point  S  sur  ce  cercle  ;  les 
deux  cènes  qui  auront  pour  bases  les  deux  cercles  C,  C,  et 
pour  sommet  commun  le  point  S ,  auront  les  mêmes  plans  cyciw 
ques(799).  Nous  les  appellerons  cônes  homocycliques» 

{*)  Celte  dcmonslration  fort  simple  est  cmpruotée  des  Notes  que 
M.  Graves,  professeur  à  rUniversiié  de  Dublin,  a  jointes  &  la  traduction 
de  nos  Mémoires  sur  les  cônes  du  second"  degré  et  les  coniques  sphért^ues, 
qui  font  partie  du  tome  VI  des  Mémoires  de  FAcadémie  rojrulc  do  Bruxelles 
(année  1829).  Outre  de  nombreuses  et  intéressantes  Notes  et  Additions, 
le  savant  géomètre  a  joint  encore  à  celte  traduction  un  Appendice  spécial 
qui  contient  une  géométrie  analytique  des  coniques  spliériqucs ,  où  se  trou- 
vent, notamment,  les  cercles  osculateurs  et  les  formules  de  reetiAcation  el 
de  quadrature  de  ces  courbes.  (  Two  geometrical  Memoirs  on  the  général  ffro» 
perties  of  cônes  ofihe  second  degree  and  on  ihe  spherical  contes,  hr  M,  Chmsles* 
Translaledjrom  thefrench,  with  Notes  and  Additions,  and  an  Appendix  on  the 
application  qf  analjrsis  to  spherical  geometrT*  by  tho  rev.  Charles  Graves ,  A. 
M.,  M.  B.  1.  A.  of  Trinity  collège,  Dublin.  Dublin.  tS\i,  in-a».  ) 
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008.  Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans 
cycliques ,  si  un  plan  transversal  mené  par  leur  sommet  les  coupe 
suivant  quatre  arêtes ,  les  deux  arêtes  de  l'un  font ,  respectivement  y 
apcc  les  deux  arêtes  de  l'autre ,  deur  angles  égaux. 

En  d'autres  termes ,  Tangle  forme  par  les  deux  arêtes  de  l'un 
des  cônes  a  la  même  bissectrice  que  Pangle  formé  par  les  deux 
arêtes  de  l'autre  cône. 

En  effet  y  soient  C,  C  les  cercles  qui  forment  les  bases- des  deux 
cônes  sur  un  plan  parallèle  h  Tun  de  leurs  plans  cycliques  ,  etaa\ 
bb'  les  cordes  interceptées  par  ces  cercles  sur  la  droite  d*intersec- 
tion  de  ce  plan  par  le  plan  coupant.  Cette  droite  rencontre  le 
cercle  imaginaire  tr  (795  )  en  deux  points  c,  c*  (imaginaires);  et  les 
trois  couples  de  points  a,  a'\  6,  b'  et  c,c'  sont  en  involution, 
puisque  les  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical  (79S).  Les 
deux  |K>ints  doubles  de  Tinvolution  s  et  (p  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  c  et  c',  et,  par  conséquent ,  sont  vus 
du  point  S  sous  un  angle  droit  (786).  Il  s'ensuit  que  les  deux 
droites  Sf,  S<p,  qui  divisent  harmoniquement  les  deux  angles 
aSa'y  6  S  b\  sont  les  bissectrices  de  ces  angles  et  de  leurs  supplé- 
ments (80).  Par  conséquent,  Tangle  des  deux  arêtes  Sa^Sb  est 
égal  à  celui  des  deux  arêtes  Sa',  S &'.  c.  q.  f.  o. 

CoEOLLAiRE.  —  Si  le  plan  coupant  est  tangent  à  Tun  des  cônes , 
le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycli^ 

fjueSy  si  un  plan  tangent  à  l'un  coupe  l'autre  suivant  deux  arêtes  y 

i'arête  de  contact  du  premier  cône  est   la  bissectrice  de  l'angle 

Jbrmé  par  ces  deux  arêtes ,  ou  la  bissectrice  du  supplément  de  cet 

angle. 

809.  Les  points  de  contact  d'une  tangente  commune  aux  deux 
cercles  G,  C  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  0-  (743 ,  coroll.)^ 
et  9  par  conséquent ,  sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit  (786). 
Donc, 

Quand  un  plan  est  tangent  a  deux  cônes  homocy cliques ,  les 
deiAX  arêtes  de  contact  sont  rectangulaires. 

810.  Supposons  qu'une  transversale  coupe  deux  cercles  G,  G' 
{fis-  177)  en  deux  couples  de  points  a,  ^eta',  6',  tels^queles 
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deux  a ,  a'  soient  vus  du  point  S  (  W7)  sous  un  angle  droit  :  r®  les 
deux  points-  b  et  b'  seront  vus  aussi  sous  un  angle  droit;  et  2*  les 
tangentes  au  premier  cercle  en  a  et  ^  rencontreront  les  tangentes 
au  deuxième  cercle  menées  par  les  deux  points  a',  6',  en  quatre 
points  qui  seront  sur  un  cercle  constamment  le  même,  quelle  que 
soit  la  transversale  ;  et  ce  cercle  passera  par  les  points  d'intersec- 
tion,  réels  ou  imaginaires ,  des  deux  cercles  C,  C^ 

La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le  théo- 
rème (76d}. 

Cette  proposition  exprime  la  propriété  suivante  de  deux  cônes 
homocy cliques  : 

Quand  deux  c&aes  de  même  sommet  ont  les  nhémes  plans  cycli' 
ques  y  si  l'on  prend  sur  leurs  surfaces  deux  arêtes  rectangulaires, 

i°»  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupera  les  canes  suivant  deux 
autres  arêtes  qui  seront  aussi  rectangulaires  ; 

2**.  Les  plans  tangents  au  premier  cône  menés  par  ses  deux 
arêtes,  rencontreront  les  plans  tangents  au  second ,  menés  par  Us 
deux  arêtes  de  celui-ci ,  suivant  quatre  droites  qui  appartiendront 
à  un  troisième  cône  homocj  clique  aux  deux  premiers ,  qui  sera  tou- 
jours le  même,  quelles  que  soient  les  tieux  arêtes  rectangulaires 
prises  sur  ces  deux-là, 

81 1 .  Considérons  trois  cônes  homocycliques  ayant  pour  bases 
les  trois  cercles  C,  C^  C  {fig.  187),  et  un  plan  transversal  mené 
par  leur  sommet  commun;  soient  Sa,  S//'  les  arêtes  dUntersec- 
tion  du  premier  cône  par  ce  plan ,  et  S/if ,  S  /i  deux  des  arêtes  d'in- 
tersection des  deux  autres  cônes,  respectivement;  on  aura  Té* 
quation 

sîn  /TiSa.  sin  mSa'^ 

~ ; --;-  =  constante, 

sm  nSa  .  sm  nSa 

quel  que  soit  le  plan  transversal. 

En  effet,  concevons  le  cercle  imaginaire  a  qui  a  pour  centre  la 
projection  du  point  S,  et  pour  carré  de  son  rayon,  le  rectangle 
ve .  <r/.  Ce  cercle  a  le  même  axe  radical  avec  les  trois  C,  C» 
C  (785):  par  conséquent,  f/,  u'  étant  ses  points  d'inlersecUon 
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par  la  droite  ad^  on  a 


ma  .  ma! 


=  constanU* , 

ma  .  mw 

quelle  que  soit  la  transversale  aa! y  le  point  m  appartenant  toujours 
au  tncme  cercle  C  (744). 

Or,  _^ 

mu  ,  mu!  =  wS       (785), 

Donc, 

ma  .  ma' 

3 —  =  constante , 

/i?S 


ou 


sin  m%a  .  sin  /nS/i 

; ; — ; —  z=  constaute. 

sin  a  .  sin  a 


Od  a ,  de  même , 

sin  /iSa.sin/iSi?' 


=  constante, 
sin  a  .  sm  a 


Donc, 

sin  m  Sa  .  sin/nSa' 

--: : -— ,  =  constante. 

sin  71  Sa  .  sin /t  S  a 

n.  Q.  r.  D. 
Cette  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Quand  irais  cônes  sont  homocycliqurs  ^  si  l'on  mène  par  leur 
sommet  commun  un  pian  transversai  qui  les  coupe  chacun  suivant 
deujc  arétesy  le  produit  des  sinus  des  angles  que  les  arêtes  du  premier 
cône  font  avec  une  arête  du  second ^  est  au  produit  ffys  sinus  des 
angles  que  les  mêmes  arêtes  du  premier  cône  font  avec  une  arête 
du  troisième^  dans  une  raison  constante,  quel  que  soit  le  plan 
coupant. 

Obsbbvatiok.  —  Ce  théorème  général  donne  lieu  à  plusieurs  co- 
rollaires différents ,  à  raison  des  diverses  positions  que  peut  prendre 
le  plan  transversal.  On  en  conclut  notamment  Texpression  de  la 
constante.  Mais  nous  n'entrerons  pas  ici  dans  ces  détails,  et  nous 
énoncerons  seulement  le  corollaire  suivant  dont  nous  aurons  à 
faire  immédiatement  Inapplication  : 

GoaoLLAiEB.  —  Si  le  plan  coupant  est  tangent  au  premier  cône  ^ 
il  s'ensuit  que  : 
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Qtiand  trois  cônes  s^ont  homocy cliques ,  si  sur  l'un  on  fait  rotiier 
un  plan  tangent,  le  rapport  des  sinus  des  deux  angles  que  Varéte 
de  contact  fait,  l'un,  a^ec  Vune  des  arêtes  d'intersection  du, 
deuxième  c6ne,  et  rautrft,  avec  l'une  des  arêtes  d'intersection  da 
troisième  cône,  reste  constant. 

Remarque,  —  L'un  des  cônes  peut  être  d\>uverture  infininent 
petite  et  se  réduire,  à  la  limite ,  à  Taxe  S  ^  ou  Sy*;  de  même  qu'un 
des  cercles,  sur  le  plan,  peut  être  infiniment  petit,  et  devenir 
l'un  des  points  ^ ,  y*.  Le  théorème  s'applique  donc  à  un  plan  trans- 
versal tournant  autour  de  l'axe  S&  et  rencontrant  deux  cônes 
suivant  deux  arêtes.  Le  rapport  des  sinus  des  angles  que  ces  deux 
arêtes  font  avec  l'axe  Se  reste  constant, 

W2.   Quand  deux  cônes  ont  les  mêmes  plans  cycliques ^  deux 
plans  tangents  à  Cun  coupent  l'autre  suivant  quatre  arêtes  situées 
sur  un  cône  de  révolution   dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plM 
des  deux  arêtes  de  contact  sur  le  premier  cône. 

Soient  ab^  «'6'  (fig,  i88)  les  traces  des  deux  plans  tangents, 
o  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  et  r,  r'  leurs  points 
de  contact  avec  le  cercle  C.  On  a ,  d'après  le  corollaire  qui  pré- 
cède, 

sincSo sinc'So 

ïincS^  "~"sin</S6'' 

Le  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  So^So 

font  avec  l'arête  Se,  savoir  -: — —z-?  est  égal  au  rapport  des  sinus 

sm<;Sp 

des  angles  que  les  deux  mêmes  droites  font  avec  un  pl«n  ^^^' 

conque  P  mené  par  cette  arête.  Car  celui-ci  est  égal  au  rapport  des 

perpendiculaires  abaissées  des  points  o  et  6  sur  le  plan,  «^^ 

S<>    —,  sinrSo        ,     ,  ,       ^-.«^MiHicu- 

par  rrr'  Kt  le  rapport  - — rr-r  est  égal  au  rapport  des  perpenui»'« 
So  "^"^       smrSo 

laires  abaissées  des  points  o,  6  sur  la  droite  Sr ,  divisé  de mêm« 
par  ^»  Mais  le  rapport  de  ces  deux  perpendiculaires  est  é%9\  • 

rapport  des  deux  premières.  Donc,  etc. 
Le  plan  P  mené  par  Tarêle  Se  est  quelconque  :  prenant  pour 
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plan  celui  des  deux  arêtes  Sf ,  Se' ,  nous  dirons  que  -: — -7  est 

sin  coù 

égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  So,  S^ 

font  avec  le  plan  cSc'. 

Pareillement,  -, — j—p  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles 

que  les  droites  So,  Sb'  font  avec  le  même  plan  cSt/,  Donc  les 
angles  que  les  deux  droites  S^,  S 6'  font  avec  ce  plan  sont  égaux. 
Mais  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  ù^  s^entend  du  point  a'  ;  et 
ce  qui  est  démontré  pour  le  point  b  à  Tégard  des  deux  a\  b'  s'en- 
tend du  point  a.  Donc  les  quatre  arêtes  Sa  ^Sa'ySb^Sb'  font  des 
angles  égaux  avec  le  plan  cSc,  et  par  conséquent  aussi  avec  une 
perpendiculaire  à  ce  plan.  Donc  ces  droites  sont  les  arêtes  d'un 
cône  de  révolution  autour  de  cette  perpendiculaire.  Donc,  etc. 

813.  Quand  deux  ellipses  sphériques ,  dont  tune  enveloppe 
Vautre f  ont  les  mêmes  arcs  cycliques ^  le  segment  qu'un  arc  de 
grand  cercle  tangent  à  la  conique  interne  forme  dans  la  conique 
externe  a  toujours  la  même  surface. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  deux  arcs  tangents 
infiniment  voisins.  Soient  a^ ,  a'  b'  ces  deux  arcs  (  fig.  189).  Qu'on 
mène  les  arcs  de  grands  cercles  a*  a^  bb'  qui  se  rencontrent  en  S. 
La  somme  des  angles  SabySba  est  égale  à  celle  des  angles  Sa'b\ 
SA'tf'(80iJ,  2"  démonstration).  Par  conséquent ,  les  deux  trian- 
gles Sab  y  Sa'  b'  ont  même  surface  ;  et,  par  suite,  les  deux  secteurs 
aia'  et  bib'  ont  aussi  même  surface.  Donc ,  en  ajoutant  à  ces  deux 
secteurs  la  surface  comprise  entre  Tare  de  conique  ab'  et  les  deux 
arcs  de  grands  cercles  ia ,  ib\  on  en  conclut  que  les  deux  seg- 
ments sous-tendus  dans  Fellipse  externe  par  les  deux  arcs  ab ,  a'  b* 
ont  la  même  surface.  c.  q.  f.  d. 

Autrement.  L'arc  a'  b'  rencontre  Tare  ab  au  point  1  où  celui-ci 
touche  la  conique  enveloppe,  et  ce  point  est  le  milieu  de  l'arc 
«^(901);  il  s'ensuit  que  les  deux  triangles  a  ai,  ^6/,  que  l'on 
forme  en  décrivant  du  point  1,  comme  centre  sphérique,  les  deux 
arcs  tf  «y  66,  sont  égaux.  Par  conséquent,  les  deux  secteurs  infi- 
niment petits  a//i',  bib\  qui  ne  diffèrent,  respectivement,  des  deux 
triangles  que  de  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  ne 
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difTérenl  aussi  entre  eux  que  d'une  quantité  infiniment  petite  de 
cet  ordre.  Donc  les  deux  segments  sous-tendus  par  les  deux  arcs 
ab  f  a'  b\  dont  la  différence  est  égale  à  celle  des  deux  secteurs,  dif- 
fèrent tout  au  plus  d'une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ordre,  et,  par  conséquent ,  peuvent  être  considérési comme ^aux. 
Donc ,  etc. 

IV.  Proprinicâ  des  lignes  IbcaU-s  d^uii  cône. 

814.  Nous  avons  vu  qu'étant  donnés  un  cercle  réel  C  et  un  cercle 
imaginaire  a  (^.  190) ,  il  existe  deux  points  F,  F'  tels,  que  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  réel ,  menées  par  l'un  de 
ces  points,  sont  conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire  (790). 
Ces  deux  droites  seront  donc  vues  du  point  S ,  correspondant  au 
point  a  y  sous  un  angle  droit  (786).  On  en  conclut  que: 

Dans  un  cône  h  base  circulaire,  il  existe  toujours  deux  droites^ 
passant  par  le  sommet  du  cône  et  comprises  dans  son  intérieur, 
telles,  que  deux  plans  rectangulaires  menés  par  l'une  de  ces  droite^ 
rencontrent  le  plan  du  cercle  qui  forme  la  base  du  cône,  sulifant 
deux  droites  conjuguâmes  par  rapport  h  ce  cercle. 

On  appelle  ces  deux  droites  les  \\gne%  focales  du  cône. 

L'une  des  deux  droites  conjuguées,  par  rapport  au  cercle  le 
rencontre  en  deux  points,  et  les  tangentes  en  ces  points  se  cou- 
pent sur  la  seconde  droite  (  087).  Ces  deux  tangentes  sont  les  traces 
de  deux  plans  tangents  au  cône.  D'après  cela ,  nous  pouvons  dire  j 
que:  I 

Les  deux  lignes  focales  d'un  cône  sont  deux  droites  telles  %  ^«^>   ! 
si  par  l'une  on  mène  deux  plans  rectangulaires  quelconques t  ics 
plans  tangents  au  cône  suivant  les  deux  arêtes  situées  dans  l*un  dt  ! 
ces  plans  se  couperont  sur  l'autre  plan, 

81».  Considérons  deuxjtangentes  fixes  PA,  PA'  et  une  tangente 
mobile  aa'.  Les  rayons  menés  du  point  F  aux  deux  points  fl>^ 
forment  deux  divisions  homOj^raphiques  dont  les  rayons  doobws 
sont  les  tangentes  au  cercle,  issues  du  point  F  (66i).  Deux  droites 
conjuguées  menées  par  le  point  F  formeront  aussi  deux  faisceau 
homographiques  dont  les  rayons  doubles  seront  les  mêmes  tan 
gentes  (60O).  Or  ces  deux  droites  conjuguées  seront  vues  du  poJ 
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S,  sous  un  angle  droit  (786).  Donc,  si  Ton  a  deux  autres  fais- 
ceaux homographiques  dont  les  rayons  doubles  soient  les  mêmes, 
Tangle  de  deux  rayons  homologues >  vu  du  point  S,  paraîtra  tou- 
jours de  même  grandeur  (178).  On  a  donc  ce  théorème  : 

Etant  menés  deux  plans  fixes  tangents  h  un  cône,  si  un  troi^ 
sième  plan  tangent  roule  sur  le  cône  ^  ce  plan  coupe  les  deux  plans 
fixes  suivant  deux  droites  telles,  q^ue  les  plans  menés  par  une  ligne 
fitcale  et  ces  deux  droites  forment  entre  eux  un  angle  de  grandeur 
constante. 

816.  Les  sinus  des  angles  que  1rs  deux  lignes  focales  d'un  cône 
font  avec  chaque  plan  tangent  ont  leur  produit  constant. 

La  trace  d*uh  plan  tangent  au  cône  est  une  tangente  au  cercle  C 
{fig-  191);  le  produit  des  distances  de  cette  tangente  aux  deux 
points  F,  F'  est  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  tangentes  pa- 
rallèles menées  au  cercle  «r,  dans  une  raison  constante,  quelle 
que  soit  la  direction  commune  de  ces  tangentes  (737).  Ce  produit 

est  égal  à  ^'  -h  S<t'  irrVS  (783). 

Ainsi  Ton  a 

Yts  .  F'd' 

— ;:zii —  =  constante. 

TlS 

I>ésignons  par  F/>,  ¥' p'  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  F,  F'  sur  le  plan  mené  par  le  point  S  et  la  tangente,  et  soit  i 
l'inclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  de  la  figure;  on  a 

F/»  ==  Fbi  .  sin  / ,     F'/>'  =  F' cr' .  sin  1 , 
¥p  ,  Y'p  =  Fer  .  F'ct'  .  sin»  1 . 

Mais  sin  /  =  --•  Donc     . 

_      _,   ,       Fm.F'd'    — » 
Fp,F  p  = j^  .  Sa  - 

Donc ,  k  cause  de  la  relation  précédente ,  te  produit  Yp.Y'p'  est 
constant.  c.  q.  p.  d. 

817.  Étant  menés  deux  plans  tangents  à  un  cône,  si  par  leur 
droite  d'intersection  on  mène  deux  plans  passant  parles  deux  lignes 
focales,  r angle  dièdre  formé  par  ces  deux  plans,  et  P  angle  des 

deux  plans  tangents ,  ont  le  même  plan  bissecteur. 
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En  d*autres  termes ,  les  deux  plans  tangents  font ,  respective- 
ment, avec  les  deu\  plans  menés  par  les  lignes  focales ,  des  angles 
égaux. 

En  effet,  si  par  un  point  P  (fig.  190)  on  mène  des  tangentes 
au  cercle  C  et  au  cercle  imaginaire  o*,  et  deux  droites  aux  points 
F,  F'  qui  représentent  les  sommets  opposés  du  quadrilatère  cir- 
conscrit aux  deux  cercles ,  ces  six  droites  sont  en  involution  (736). 
Par  conséquent,  les  plans'  menés  par  ces  droites  et  le  sommet  du 
cône  forment  trois  angles  dièdres  en  involution.  Il  existe  donc 
deux  plans  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  faces  de 
chacun  de  ces  trois  angles  dièdres  (  944  ).  Or,  les  traces  de  ces  deux 
plans  sur  le  plan  de  la  figure  étant  deux  droites  conjuguées  par 
rapport  au  cercle  0-,  ces  plans  sont  rectangulaires  (786).  Donc  ce 
sont  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  formés,  Tun  par  les 
deux  plans  tangents  au  cône ,  et  Fautre  par  les  deux  plans  passant 
par  les  lignes  focales.  c.  q.  p.  d. 

CoROLLAiHÉ.  —  Si  la  droite  par  laquelle  sont  menés  les  plans 
tangents  s^approche  indéfiniment  de  la  surface  du  cône,  on  en 
conclut  que  : 

Les  plans  menés  par  une  arête  d'un  cône  et  les  deux  lignes  Jb- 
cales  sont  également  inclinés  sur  le  plan  tangent  au  cône  mené  par 
cette  arête, 

818.  Que  par  le  point  F  {J!g,  192)  on  mène  deux  cordes  ««',  bb'^ 
et  à  leurs  extrémités  les  tangentes  au  cercle,  lesquelles  forment  le 
quadrilatère  circonscrit  cdc'  d'.  Les  deux  dLigonales  ce',  dd'  passent 
par  le  point  F,  intersection  des  deux  cordes  aa'^  bW  (692),  et  sont 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  C  (694,  RemA^ 
et  par  conséquent  par  rapport  au  cercle  imaginaire  tr  (814).  Donc 
ces  deux  droites,  vues  du  point  S,  paraissent  rectangulaires  (  786  )• 
Mais  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
cordes  Fa,  F  6  ;  car  les  deux  cordes  a  b'^  a^b  se  croisent  sur  la 
diagonale  ce',  en  un  point  h  qui  est  le  pôle  de  Pautre  diago* 
nale  dd'  (677),  de  sorte  que  ce  point  h  et  le  point  i ,  où  la  corde  ét'b 
rencontre  la  diagonale  dd'^  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a'  et  b;  et  par  conséquent  les  deux  droites  FA , 
F  d' sont  conjuguées  Jiarmoniques  par  rapport  aux  deux  F  ^ ,  Fa\ 
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On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  par  une  ligne  focale  d'un  cône  h  base  circulaire  on  mène  deux 
plans  passant  par  deux  arêtes  du  cône  y  et  un  troisième  plan  pas- 
sant par  la  droite  d'intersection  des  pin ns  tangents  au  cône  suivant 
les  deux  arêtes ,  celui-ci  sera  bissecteur  de  V angle  dièdre  formé  par 
les  deux  premiers 

819.  Étant  pris  desLX  arétet  sur  un  cône,  si  par  chacune  d'elles 
on  mène  deux  plans  passant  par  les  deux  lignes  focales  y  les  quatre 
plans  seront  tangents  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  sera  la 
droite  d'intersection  des  plans  tangents  au  cône  suipant  les  deux 
arêtes. 

En  effet ,  soient  Fa ,  F'tf  et  F  ^ ,  F' 6  (  /S)^  192  )  les  traces  des 
quatre  plans  sur  la  base  du  cône  \acybc  les  traces  des  deux  plans 
tangents.  Le  plan  SFc  est  bissecteur  de  Tangle  des  deux  plans  SFa, 
SF  b  (818);  donc  la  droite  Se  est  également  inclinée  sur  ces  deux 
plans.  Par  une  raison  semblable ,  elle  est  également  inclinée  sur 
les  deux  plans  SF'^7,  SF'6.  Mais  cette  droite,  étant  située  dans  le 
plan  tangent  Sur,  est  également  inclinée  sur  les  deux  plans  SFa^ 
SF'a  (8t7y  corolL)\  donc  enfin,  elle  est  également  inclinée  sur  les 
quatre  plans  SFa ,  SF  6,  SF'a ,  SF'  ^.  Donc  elle  est  Taxe  d'un  cône 
de  révolution  tangent  à  ces  quatre  plans.  Donc,  etc. 

81tO.  La  somme  des  angles  que  chaque  arête  d*un  cône  à  base 
circulaire  fait  avec  les  deux  lignes  focales  est  constante. 
C'est-à-dire  que  Ton  a  [fig.  192) 

FSû-f-F'S«  =  FS^  +  F'S*. 

En  efTet,  nous  venons  de  voir  que  les  quatre  plans  SFa,  SF^, 
SF'tf,  SF' ^  sont  tangents  à  un  cône  de  révolution.  Soient  Sa,  S6> 
Soi' y  S  6'  les  quatre  arêtes  de  contact  ;  on  a 

FSa  =  FS6, 

ou 

FSo  4-  «Sa  =  FS6  —  bSÎ, 

Et  de  même 

F'Sii  —  flSa'  =  rSb  -h  bS&. 

Ajoutant  roembi*e  à  membre  ces  deux  équations  et  observant 


576  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

que 

«Sa  =  aSa'     et     6S6  =  6S6', 

on  obtient  Tégalité  qu^il  s^aglt  de  démontrer. 

autrement.  Considérons  une  conique  sphérique  comme  précé- 
demment (815);  soient  F,  F'  (fig.  igS)  sur  la  sphère  les  deux 
points  déterminés  par  les  deux  lignes  focales  du  cône ,  points  qne 
Ton  appelle  les  foyers  de  la  conique.  Il  s^agit  de  prouver  que  la 
somme  des  deux  arcs  Fa  y  Va  est  constante.  Pour  cela,  considé- 
rons 4e  point  a'  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  a  ;  il  suffit 
de  prouver  Tégalité  à  Tégard  des  deux  points  a  et  a\  c'est-à-dire 
que  Ton  a 

Fa-f-F'û  =  F<i'-»-F'fl', 

ou 

F/i'  — Ffl  =  F'û— F'«'. 

Que  du  point  a  on  abaisse  les  arcs  aa ,  aa.'  perpendiculaires  sur 
les  arcs  ¥a\  F'û',  on  aura 

fltû'  =  Ffl'  — F«     et     a'a'~F'a  — F'fl'. 

11  faut  donc  prouver  que  aa'  =  vfa*.  Or  les  deux  triangles  rec- 
tangles aaa\  a  a' a'  infiniment  petits  peuvent  être  considérés 
comme  des  triangles  rectilignes,  et  Ton  a 

aa'  =  aa  cosaa'a     et     a' a'  =  aa'  co%  ol' a' a . 

Mais  les  angles  aa^ a  et  ol  a' a  sont  égaux  (817,  corolL),  Donc 
aa'  =  et  a' .  Donc  ,  etc. 

V.  Cônes  supplémentaires. 

681.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  à  base  circulaire  on  mène  des 
normales  à  ses  plans  tangents, 

I**.  Ces  droites  forment  un  second  cône  à  base  circulaire,  dont 
les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  aux  arêtes  du  premier; 

Et  2".  Les  lignes  focales  et  les  plans  cycliques  de  ce  cône  sont 
perpendiculaires  y  respectivement,  aux  plans  cycliques  et  aux  lignes 
focales  du  premier. 

Les  plans  tangents  au  second  cône  sont  les  plans  normaux  aux 
aréies  du  premier;  cela  est  évident,  car  un  plan  tangent  sera  le 
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•  •  ♦*    •  ,  »  ■     • 

.  '  plan  de  deux  arêtes  infiniment  voisines.  Qr.ce^  areles  sont  les  nor-  * 

•  •*'  ^•*.' 

iiiales  à  deu\  plans  tangents  au  prenoier  cône;  infiniment  voisin»; 

•  donc  leur  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  d^tersecdoç-  Ae    * 
xes 'deux  plan^  tangents  y  laqqlelle^èst  une  arête  dn  premier' cône.* 

* 'Ce  qu'il  fallait  démontrer./  '   .  *•  -  ' 

Pk^UYons  inainten&nt  quelle  nouveair  cône  a*  un  cercle  |:\ptir- 

base  sur  un  plan  perpendiculaire  ji  Tune  des- lignes  focales  du 

'.premier.      *    • 

•  •  •    •  •  •» 

Concevons-  deux. plans  fixes  tangents  au  côi^b  pi:op6sé  ;  un  troi; 

sléihe  plan  tangent  les  coupe- Isuivant  deux  droites';,  et'le^  plans 

.  meiiés-|)ar  ces  droites,  et.  une  ligne*  fbcalc  lontontre  eux  ifn  angl'e 

\    de  grandeur  constante  (81tff.  Il  s'ensVit^  en  considérant  dans  le 

second  ^.ône  les  droites  perpendiculaires  â  6es  plans,  cjue  si' autour 

dé  deùii^  arêtes  fixes  de  ce  cône  on.  faiMourhe'r  .deux  plans  qui  s€ 

t  *      *         ■  * 

.  jcoupenf'suivflu^t  une'fcroisiênAe  ^rête,  les' traces  do  ces  deux  plans 

.sur  un  plan  perpendiculaire  «à  la  ligne  (ocale  feronjt  entre ^lles' un    • 

auglé  de  grandeur' constante.  I^  poinrd^co)icpurs  de  ces  iieux 

^^rbitea  décria  donc  un  cercle.,, Or  ce  poin^  décrit  kt'courbe.  qui 

V  .  forme  la  .base  du  çônc  sujf  le  pkin.;  donc  cette  base  est  iin'.'c(!lrc]e« .' . 

Ce  qu'il  fallait  prouver.  «.^     •   '  ••  ;.        •;"•'•• 

*  Enfin ^  les  lignes  focales  da  noiiveeti.  cône  sopr  les  perpendicur- 

!ai|^  aux  plans  cycliques  dn  pretkiier..Célâ  résulte  de  ce  qui  vient** 

•  d'être  démontré  y  jen  vertu  de -la  réciprocité  de  cOQstruction  T|ui*  . 
ajieu  entre  les  dent  cônes.  Car,  puisque  le  seoc^d  est  S  ba^ecir-*' 

rulaire?  le'  preipier  -a  *ses  plan»  cycliq^u'es*  perpendiculaLires  aux 

•  •*•  .  ••'**•«  '.       •       *■'*        «.'* 

•  lignes  focales  du  Second  j     *      *  •      '      .   .     «*  .'    '. 

•  '•»••»•  •  •• 

Ainsi  le  théorème,  est  démontré  complétepnënt.  '. 

•     ••'    •  •  «*  *      .  .    "     *      •    * 

8M .  I^  deu  X  cônes, ^ùn t  chacun  a.  sèlTàMtes  perpen diculaîros 

•*  aux  «plans  tangerfts  à  l'autre ,  sont  dits.r^^j  s'applémcntu/res.  .     . 

TflLUtes^lje^  pi'opriétés  ^l'un  cône*febtives  aivx  plans  cycliques'  ' 

-.êt^aux^ lignes  focales,  donnent  lieiv  dans  le. cône  9upplémentaia;>  * 

*  à  ^^  propriétés  relia^vè^  ,.respeoti veillent  ,^  aux  lignes  focales  et 

•  •  âtux  planç  cycliques.  ...  ■   ••     •         •     .  ...*.. 

De  sorte  que  toutes  les  pro'priétés^des  cônes  à  base  circulaire 

*sônt  .doubles,:  à  chaque  prxipriéié  des  plans  cycliques  correspond 

•  •'  ùn/e  propriété- des.  ligues- focales  ;  'et  réciproq^iêment.  .  •     ' , 


•  • 


/. 


». 

*         •    ■ 


I. 


I       ♦ 

I  • 


»  « 
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•    '  «  •  .  .  '    *• 

P^r  exemple,  ie  théorème  (dm)  donne  lieu  4iu  suivant  ;  • 

-<  Quand,  iienjs  cônes  ont  les  mêmes  Ugne^focales^  ji  par  deujr 

•  aret^  rie  l'un  Oft  mène  des  pia/is^  tangents  a  l 'autre,  ces  q  uqtteplan» 
sont  tangents  H  un  cène  de  ràtfoltkioftdant  i'^^â'CStJa  dgoUe  itin-  ^ 
tersectinrè>  fies  plan»  tansrnts  du  prcmicr^rônei  menés  par  ses  deux  '  ' 
arêtes.  *         ,     .    •  •      ..       • 

Et  si  Ton  consiil^^re  ce  qui'  »  lieii  sur  ta  sphère ,  on  dira  que  : 
Quand  deux  coniques  sphêriqucs  sont,  homofocaîep^  si  de  deux 
points  de  t* une  on  qiene.  quatre  arcs  tte  grands  cercles  tar^gents  à 
l'autre',  tes  gvatrc  arcs  sont Mngents  a,  un  petit  cértîe  ^doat  ftr 
centre  .sphérique  efit  à  l'inter/iSGtfon  des  /trçs  tangentS'  à  Ja  pre* 
mière  conique  en  ses  detix^  points  [^  Y'  •      *   . 

SM.  On  conclut  pareillement  du  théorème  (Qll)  célùrci  : 
Quand  trois'  eaniques  sphériques .  sont  homafocaùss ,  'Si  d\an 
'  ,  poiçt  qnettonque  de  la  spfiire  on  mené  deux  arcs  de  grxthds  cer-  • 

•  clés  A ,  'A  tangents  a  Vune^^  'e(  detix  ares  M ,  N  tangents  aux  ^cux  • 
autre*, .un  h  unc^î^spf ctwemenl,^  on  a Àa relation'    '  .    *»    - 

•*     sinfUÎ',  A).sin(>l-,*A')':  •  . .'         •.  "  ,•     •- 

■•■••.  V-'  ■•■;  •      »in  (-NTïyisrTNTÂTr  •""•'•  •      •';••' 

Si  le  ppint  d  où *partentrle^  quatre  ^rc^  lajigenrs.A ,  A',  M  ^  N 

.  '.e&t  pris  smr  la*  circQnfénence-.  du  gf and  cercle  qui  a  pour  centre 

•éplvérlqué  le  centre.'  des  coniquesV.  et  '  qu  on  appelle  0  Tare  'de 

'.grahci  cercle  inen^  de-ce  point  à  ce  centre'/lequèl -est  bissecteur  de 

IHinglê.(A«  A'),  fc*équalièn  ppeiîd  la  f\yme,    /        .    .  •     .*.•.. 

'•    •        •    ^  V'sin-'(M-,'0\'-sin'fAV,  OV;  ^'"     •   '    "       ' 

\     ^  •       •  •    .  ,  •  .       j  .      . 

Leà  quatre  a«;s  A,  A''#..M,  N  peuvent*  toucher  les  .(t>ni^uës  en 

•leurs  sommet  sit«és.'9ûruh  méncre  arc  Aamétrat'.prlnt*ibal  ;  alors 

.  .on  substituera  aux.  angles  \k^  O)*,  (Ni;  0)'et  (N.,  O)  Us  dcipi^ 

. ^ . • 1 s , *    *T  ■* i.» 

*  j  •  ***** 

J**}.('e  ihftorôniô  nwjs.se^i  nlilo'^oiir  dcmonlrcr  une  belle  propriété  dès 
niques  hoAiT>foca1q» ,  snvoilv;  qiic^  la'ftortitm  tiê  pblygo'ae  sphéri^u^âen   '. 

tètèfi,  circonscrite  à  un  arc  de  c(miqii(>%  tfui  **M   de  périmètre  minimum,  a'srs  • 

commets  sur  une  conique  ho  tqfofçlr,       *  '    .*  ^  ^,   ^  *       • 

A  ce'ttcqursthon  iï^  périmètre  civrorrcsponri  une  d'aire,  ilans  les  coniofieit 

hçnu)cycliqur8.  (  \'.otf,Confptes  rendus  ors  séhncrs  de  VÀcéidèmie  drt'Seimncrs  . 

/ome'XVII,  pa(î^  839;  •ctfJv*  -18430  '  .    '       "      .      ^•.       .     •  - 


•     ^ 


con 


••   • 


\ 

« 


« 


I 


% 
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arcs  printipaux  des  Coniques;* et  en  appelant  ces  arcs'-a*  ^  et  v, 
on  aura  cetteexpressjon  de  la  coT^stanté  ^  •• 


si  n'a 


jin'v  -T  sin'a 


:.*. 


iie  sorte  qnp  l'équation  qui*  exprime,  le  théorème  ^énéi^al  est    * 

*'   '  '   .  - 

sin  (  M ,  A.) .  sin  (  M  ^  À'-  )  ^_  sin\y-^  sin^g      *    •*    .  * 

,  •  ■sia'(S.  A).sin(N,  A')  ."^  sin'v  ~  sin'  «.  «    •• 

•  •       •,#  '  •    • 

COBOtLAiBB.  —  Si  les  deux'coni^Ues  au xqu^leS'SQht  tangents 
M  arcs*M ,  N  9e.eoiipent ,  et;que'ôes*ar£s  soient  inenés-par  Tuo  dé    l 
leurs  points  d^intersection^,  ils  sero^nt  les  arcs  bissecteur»  ^Ç'I'arigle 

(A y  A'}Bt  de5onsupplémênï(8.l7,  co/îo//.)',  et  réqgaticJki  deviendrai 

*  .  **    '  '       .  *     • 

sinMM,  A)       sin'.tt  — sin*a    ••     •.      "•• 

.     .     '  5in'(N,.A)        sin*a-^sin'v        .       "*.         '^\ 

ou  \       ■  •    ••     .  .  *  •  •   •         • 

sin'f#.sin»(jy,^j.-V5in^^sin»(M,-A)  =;sin'flt. 

•      ***  **• 

G*e$t-^^ircquc  :  Si  par  chaque  j)oi/it  d'un  arc  de  grand  cercle  fixe^ 

tangent  à  une  ^or^ique  sp/i^que  {ot)  y  on  mène  lçs*deux  coniqUes 

homqfhcaks\u^y  (v],  ât  qu'on  appelle  À'  etï  les*  angles  'que  ces 

deux  coniques  font  avec  l^ arc*  de  grand  cercle  en  ce  'points  on  a 

entre  ces  dngles  çt  les- demi-arcs  didnfètres  principaux' yi,  v  des  ffeux 

cqhiqueSy'ia  Kelatiçn  constante  .    .        •        .  ,  '       . 

sih^pc.sin*/ -t-sin'.v.siriM'«=i  sin'â  (*}.  •  *    *' 

cônes  .e>  des  coniques  sphériques,  dorrt  !ln*est  ici/]uestioti  qu'in- 
cidemment et  comme  application  immédiate  des, propriétés  ^67' 
ncrales  id*tin  système  de  cercles.  Cette  théorie  importante  doit  être 
traitée 'd^lne  manière  spéciale,  et  elle  tcQuvera  ùl  place  naturel  lé  .^ 
à  la  suite  de  Ja  théorie  des  coniques  planes  ef  comme. devaift  pré-  • 
céder  celle  des.surfaces  du  second/ordre.  • 


-t—  - 


(*  ). Cette  équation  répond,  sur  lasphèi^,  2r  Pcquntinn  dés  lignes  ^éode'-f 
sjqufS  snr.rellipfiôldft,  /r*  sin'  t  +  v'  stn'i',  '=  ol\  donnée  par  M.-fciouvilIc.' 
(Volt Compif s  tendus  des  séances  de  l'Académie  d^s  Sciences ^  -toipc  XI K 
page  lofiî ,  et  lourhal  de  Mmhénia tiques ,  tpine  IX  ,  pnfrc  40}.) 
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CHAPITRE  XXXV. 

•  •        ••     ; .     .  •  •   •         ••     .  .•   .« 

.PKVPl^lé'féS    DE    DEUX   CERCLES  ,  .RELATIVES  À  tA  TUÉOmÊ  DES 

•  •  •  *  *  • 

•    \  FONCTIONS   BLlfl^TIQUES.      «      . 


•  •■ 


I.  Thivorèmé  e^iPéral.  .•         , 

^W.  Étant  pris/pltisieurs  points  fixes  A,  B,*C;.  .  .,  sUr  ane 

circonjër^nqe  de  cercle ,  si  L'on  mène  une  corde  mm'  iie  manière 

mie.  les  arcs  canrptés  à  partir.de  ces\points  jusqu'aux  extrémités 

*  *  * 

vHyVc!  de  la  coYdç  aient  entre'lèurs  sinus  ta  relation 
•  .«.•  .••  .  '.  • 

(i)     ût.sinAiiî^.sinA/«'-f-6.sinB/w.siuB/i|'^7  sinCiiL.sinCm'+.  •  •=^ 

'  »i  ^>  7>'  •  •>  ^  étant  des  constantes^  lourde  enveloppera  une  circonfé' 

j'ence  de  cercle  dont  le  ceâtre^  sera  le  centrç  de  gravité  des  points  A , 

B^  C,.  .  :';  atixq.uels  on  supposerait  des- masses-  égales  aux  cofi" 

étantes  a,  6,  7,^.  .  .  ;  rt  /*  rax^t  de  cette  Hrcqnférencc sera  égal  h 

•  V .  2*R  •    '  .  * 

— - — : .,  R  étant  le  raVan  dt^ercle  proposé.  .- 

«  -h  6  4-  7  +  •■  •  •   :       .  :  •     • 

*  .  •  .         ■ 

.  En  effet  V  o"  a.  (y?^.  194)     .   •  .        .    .' 

.....         •  A  iw         .  À  w' 

'      '      ♦       '  2R  *  2R    .• 


*•  sin  T  A  w  .  sin  ^Am*=z 


A  m,.  A #72 


Soit  Ap  la^peq>endrculaife  abaissée  du  pàint  A  sur  ki  corde 
*  *  *  •  •      • 

A/w.  Aw'=r  :^R.  A/>     (675). ' 


moi  :  on  a 


Donc 


•et,  de  même, 


I      A         •  I      A  /     /       ^P' 

sm  Y  A/w  .  sm  v  A  /w  ±=  —£  ; 
'    •  •  '  2.R 


sin  7  B  w  ,  sm  l  B /p' =--^ 

2  cl. 


•.  • 


TRAÎTÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  58 1     ' 

L'é<| nation  prd()oaée  devîeqt  .  ••  .      .  ^  • 

•     •  ■        * 

a  .  A/? -f- 6  .  Hr<7  H-,.  ^ .  ±=  V  .  2R,    . 

•  *•       *  •  .*  *        *         '   ,    * 

Elle  exprime  que  la  somm^des  cfWtanoes  de  la  corde  mm'  aux  points 

A,  B,;..,  multiplié^  respectivement  par- les  constantes  a,  6,.**9  ÇSt, 
-constante  et  égale  à  v.2  R:  Donc  là  distance'  deJa  corde  au  centre 

dç^ravitqde  tous  ces  points  esté^^ale  à  -: — ---^ — : — ; (4^6-).' 

Ce  qui  démontreJe  théopèine-;  '  •      -  , 

896.  GoAOLLAiEC.  — Étant  pris  deux  points  fixes  A ,  A'  sur  une 
circonférence  de  cercle  (  fig.  \dS)\,si  l'on,  mène  une  corde  mm'  telle ,    .   ^ 
que  l'on  art  la  relation  constante 

(2)         «n'y  A/7f  .sin  Y  AW-4->,MnjiA.'*/».sin  J  A'W  =  v^ 

ceiie  corde ^enveloppera^un  cercle  qui  ^ura  son' centre  sur  la  droite 
'k^f  en  un  paintDy  do/H  les  distances  aux  points  fixes  ^,  A'  seront 

"   '.     ^             X.AA'       ^^,       .AA'      ••'        . 
DA  =  —  • »      DA'  == 


et  le  rayon  de  c€  cercle  sera  '        . 

2Rv 

>  -4-  I 

R  éiant  celui  au  cercle  proposé.  .     *   . 

Car^Me  centre  t>  du  cerclesur  lequel  roulela  corde  wm' étant  le 

irentre  de  gravité  des  deux  pointa  A  /A'  auxquels  on  suppose  des 

masses  égales  à  Tutiité  et  à  A  respectivemVnt  *,  ce  point  D  sera  situé 

sur  la  droite  AA',  «t  déteritiiné  par  l'équation 

•  *  *      •• 

DA-;h>.DA'=0     (4»«), 

laquelle ,' avec  ridentitc        /  •  '  ,        .      .  "•      - 

AA'-H  A'D-f-DA  =  0     (a), 
donne  .    '    ■   '• 

^.     *.     ^-AA'  .     *  AA'       . 

DA  =±  —  T er    DA'  = 


•       ■''  '  \. 

Ce.-cHii  démontre  le  tliéeréme. 

Les  deux  équatÎQji»  qui   ^rvent  à  déterininer  les  deux  seg- 
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'nients.DA  et  DA%  iinp4îqu'ent  la  règle. des  signes;]*  de  sorte  que 
les  signes  font  connaîhre  l^  jijosition  eu  poirOt  D  sur  la  corde  AA'  oJi 
suc  soA  prok)nge(henr.  '^  •*  ^ 

Rioi^&OQUEvEKj  :  'Étant  'âonnéi  deui  cercles  G  rt  D,  d9nt  les 

*  •  —  ^     * 

.rayons  sont  R  et  v^^et  étafit  menée  dans  hpremief'  ufie  corde  fixe 
*  AA'  passant  par  te  centre  D  du  second^  si  une  tarigtmfe  roule  sur  ' 

eeliùr-ci  et  rencontre  le  prenyer  ce/^le  en  deux  points  m  y  01%  on 

aura  Id  rela'tion  constante  '      •    * 

...  •      I    «       /.         *JA         •■ii/        '«'11/       /  '        *  AA 

sin  ^  A/71 .  sm  Y  A  m  -h  -7-=-  •  sm  \  km .  sin  ^  A  nr  =  — =-  •  ^-7  > 

AD.  -  2'R    ijA 


•   *    OU 


(3)        •A'p.sînJ4/w.sîn|Av7i^-^(>A.sini^Vw:sin^AV===-^-AA'; 

car  cette  équation  résulte  des  ex pi'essions. ci-dessus* de  DA,  DA' 
•eiren  fonction  de  >  et  v.' 

m  ^  •  •  •  • 

'  Les  segments  A'D  et  DAsont  passibles  de  signes,  qpranie  nous 
Vavons  dit;  ils  ont  lë^  môme  signe,  ou  des  sigbes  contraires, 
selon  que  le  point  D  .est  sur  le  segment  AA',  ou  sur  soo  prolon- 
gement.        .       •  '  *. 

On  peut  substituer  .aux  coefficients -de  l'équation  d^autres  ex- 
pressions également  simples.  '  '        '  '  .- 

Soient  AMet  A'N  \ék  tangentes  au  second  cercle  issues  des 
points  A  y  A';  on  a, «en  snj^pôsant  mils,-suoces8ivenl^nty  les- ares 
Amet  AW,  .      t-     .•  '  * 

•  DA .  sin-|Â^M .sin  i  A' BA  = -4  AA' , 

•  •        * 

A' D.  sin  i^  AN  vsin 4^  ABA' = -^  AA'î 

•  aR  .    - 


d'qlï 


**^  ~  2R  ^^  •'  sin.lA'M.sin^A'BA  '      • 

r  »  • 

A'D=:-- AA' 


2R  sîh  4  AN  .  sin  f  A3A'  ' 

et  rélfuation  devient  -         .  "         . 

■  ,             $in|  A/Tt.sin  Y  A//i'      sin  j  A'/WjSin-j  A'w'        .•    /.„., 
W  • shTÏÂN ^■*"  iiriiA'M    •      =«»tABA. 
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•        4I.'*ll4ipri$seulaèioii*0is6inétf1<{<^*  do»  équations  ret^tivi»»  aa!itf«ii)ÊiionB  * 

•   :  *      •       ••    '/     *         êni|vuqu«8.       • .  • 

*  ,p27.i*Qaan<l  la  corde  AA' pst  un  dtaïQ^tix^-cli^  pvemier  cerrU*, 

•on  a  [fig^i^fj]     .    .  .         .       *    •     . 

*  siif I  A' /p  =  sin ^ (i 80"  v"  A  w )^=r,8in  (  ^o**  —  J-  A /»  V=  cos \  Am; 

'     '    ■  •     .       •  •'.*•'.•■*. 

.  et ,  <le  même ,     '        ,  .     •        •    "       * 

••  •  •  '^•'••. 

'    .*•  ■    :    ••  .  sin  f  A'w' ==  rosi  A///.' 

.  *  L'cquaiion  {3)  devjent  •  ■         .         '  •       ; 

.  A'  D . sin  T  A/" .  iin  I  A  /w'  -^  -DA .  cOs  7  AVw .  cos  -7  A  //i'  =  r. . 

Ecrivons  •  •  •  *        •. 

•  •  •  *         •  -    ' 

A'  D  •  r 

l  -ç«»  7  A/w  I  cos  I A  m'  -+-  -r-r-  'sin  7  A  «n .  sin  J-  A  /«'  =  ---  » 

l/A  .  •       DA 


ou 


•  Â'D  .      •  .        • 

{5  )      •  tîOsH-  Km .  cos  4  A  /h'  -f-  -r-r  •  si»  t  A  //^  $>n  |  A  /«'  =  cos  y  AM . 
^  '     .       .     N  DA  ï       .   "^     .1  t. 

Pn  adonccctnéorème*:  -     .  . 

'Etant  donnés  deux^  cercles  G ,  4> ,  x<  u/ir  tangente  rof^le  sur  l'an 
•  D  -et  rcncQntre  l'auCnfCen  deux  points  m^m'r  l^s  arcs  Aiîi  ==  y.  et 

•  Ail/  =  j\  comptés  à  pa§fir  €ie  l'un  des  pqi/its.  A",  A'  de  la  circon- 
'férertce  C  situés  sur  la  li^ne  des  centres  des  deux  cercles ,  ont  entre 

..euxunereiatiofrdelaforme 

cos  ^  y  Qos -y  f' +•  X .sin  Y  y  sin  7  y' =  V , 

V^et -votant  deux  coefficients  constants  y  dont  le  premier  dépend  de 
.  la  positiori  (/a  centre  du  cercle  sur  lequel  roule  la  corde  itim',  et  le 
.  deuxième^  de  la  position  d'e  ce  centre  et  du  rayon  du  même  cercle..  . 

*     '  -•  -     .      A'D  •  * 

D  «tant  le  centre  de  céoercle,  et  r  soli  rayon ,  on  a  >  =  -çrr  et 

•  ♦        •     -  '  AA 
«     •                               •     •                                        • 

.  .  y  i-   _^_.  Q^  jji^jn ,  AM  étant  Pai^c  formé  par  la  tangente  menée 

par  le  point  A,  .on  a  v*==  cos  j  AM.  \      ' 

'  (IS8«  L'arc 'AM  étant  donné,  il  suffit,  pour  <létcrminer  la  gran- 
\    deur.ct  la  {losiliôn  du,  cercle  D,  de  connaître  soi)  centre,  carie; 
rayon  s*ensuil.  Le  cejitrc  dépend  du  coefficient* i  égal  au-rapport 


•  • 
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' .        „  ...  •    .  , 

AD 


•      à.  r 


_  ^     Oq  peut  prendre ,  avec  Taire  AM  i  une  aufre  donnée I  "saVoir, 
'Jj\  ■•*■••  *      •  •      •  •  • 

.  l'àxe  radical  des  deu\  cercles.  On  donne  ainsi  4  réqusçtion  la  forpiç 

sous  faquelle  on  èon9idè^e  les  équations  de  ce  genre  ^hs^â  thédf  ie 

des  foncdom  elliptiques.- .  .     '  /    "  .  ' 

Soit  OS  {fi%.  I97)  l'axe  radical  î  nous  alloo$  prouvée  que  '* 


DA'.,   .V/-       AA'.     .     '     . 

•   •         •         - 


démontrons  d*abord  que  Ton  a,  à  )\égard  d^une  cord^^uelcqnqué 
'A/t, 'menée  par  le  point  A 9  *      •     .. 


mp  étant  la  distance  4u  point  m  à  Taxe  radical.' 

-  En  effet,  *  •       .'        •       • 

•   .     ,'.  Am         .' 

sin  ~  A/w  =  -«^-^j   . 
AA'     : 

oû ,  en  verlii  desxieux  triangles  semblables  Km  A',  AOS^ 


Donc 


•  d*où 


.A  AO 


.  , ,  ^  km    AO    - 

sin'lA/»  =T-r7  -TTT  ; 
'  AA'    AS.-'    • 

AA'   .  , ,  .  km  .    fitS 

AO  *  AS     .  AS 


et 


-■ im~  

/  •  in  à 

mp 
ÂO 


'v/'-"ï5^-^'"'^^'^-^v/ît=\/i 


.Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
^   .  Oh  a  donc  pour  Tare  AM, 


V  AO  '  V  AO 
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•.  • 

.  .         — »■>      .•  •  • 

MP        MI 

Or  --r  =  ^Tî  >  I  êlanl  le  point  de  contact  de  la  corde  AM  et  du  . 

A^      -AI  .  •  

,    ^/«««x         MI       DA'     *         MP       Da'         ■         * 

cercle  D  (728)  ;  et  ---  —  --^.«  Donc  -—  =3 =  :  et  par  «onse- 

'    '  .         .     *  Ar       DA         f    •  AO       j^ .  ^ 

queni..  •  ,'  "•  "    .        . 


•■    •§?  =  /'--x^-'^^*»' 


c.  g.  r,  p. 
Désignons  par  ^  Tare  AM,  ou, plutôt  Tangle  au  •centré  qiii.êoas- 
tend  cet  arc  ;  l'équation  (5)  devient 


-•       ■  •  »     /         AA' 

(6)      cos  j^»cos|9'  4-  sin|f  sin  fy'  i/  i  -"j^q  ^^^t  l^  ^  cos|  p. 

Cette  équation  exprime  que  fa  corde  /it /m',  ^léterminée  par  les 
deux  angles  tf  »  ^^  dans  le  cercle  C ,  est  tangente,  dans  Toutes  ses  po- 
rtions, à  un  second  cerctc  dont  Taxe  radical  avec  le  proposé  est  à 
la  distance  AO.,  et  qui  touche  la  corde  AM  sous  -  tendue  pgr 
Fangle  p.  *  •  •  .      • 

A'  D 
ObseAva'tion. -^  Dajis  réquation( 5)  ,,le  rapport  -—--  comporte 

,.      OA 

un  signe ,  lequel  est  4-  ou  — ,  seloli  que  'le  centre  du  cercle  D 
se  trouve  dans  riaténeùr  dû.  cercle  C  ou  ail  dehors.  De  sorte 
que  réquation  se  suffit  à  ellennéme  pour  cxpriiner  complète- 
ment la  relation  qui  convient  à  une  figure  ^donnée.  Mais  il  n'eij 

est  pas  de  même  deFéquation  (6)  ;  le  radical  |>ar  lequel  Je  rapport 

A'D  •  •• 

-r--  se  trouve  remplacé  ne  peut  jJoint  indiquer  le  signe. du  second 

DA 

•■  •  •     • 

terme  de  F.éqHatiori    ir  faut  donc  se  c^pp^l^^r  que  ce  si|>ne  sera  -t- 

ou  — ,  selon-cfûe  le  centre*  du  cercle  D  se  trouvera  sur  le -diamètre 

AA' ou  sur  son  prolongeméntv 

829.   Quand  on  considère  la  corde   mm'  dans  dçux  posiiions 

AA' 
infiniment  voisines ,  on  a ,  en  faisant  ^^^  P=  ''%         .         •  '. 

do'' 

il)  '  '  —  -    ■         ^ 


rr-  1 


v'i  '—  0?  sin'  y  «ç  \/l  —  r'  sin'  y  f 


•         • 


I 


.t 


5^  TRAITÉ  DE  GÉOMJSf Rl^  SUPI^RiflURE. 

.  /    •  * 

le  siQfie  étant  -j-o/f  — ,  sçlçn  que  te  centre  D  Ps't  stttJc  dimuctie 
Ak\ou  sar 'Son  prolongement. 

En  effet;  soient  mm\  nn'lJîg,\çj^J  deu%  cordes  infiniment  voi- 
sines^ lanj^en  te»  au  cercle  D,  elw'  Içur  point  ^d'intersection  qui 
forrae-4e  point  de  contact  ck«''la^preinière  avec  ce  cerde^nn  a-  ' 


mn        mi      ,     . 
-;^^— .       756   , 
m  n        m  t  ,  ' 


ou 


df^         mi  ; 


M' 


? 


Or 


/ 


■(0«8),"f. 


V    AO. 


Donc 


.    i^^^Mk^'^  v/^  =  -^   *  (798)- 


Vi  —  c'sin'jy  _    r/^ 


V^i  — c'sin'^^' 

Ce  qii*ij  fallait  dcmdjitrer.  *  .    / 

Quant  aux  signes,'  il  est*  facile  de  voir  que  quand  le  cercle  D  est 
dans  l  intérieur  du  cercle  C,  le^  deux  cordes  mfi  m  ment  voisinasse 
coupent  dans  rinlérîeur  de  ce  cercle  v'el  que  lë^.fleuxarcs  Aw,  Aw' 
sont  tous  deux  plus  gi-ands  ou  pIUs  petits  mie  le's  dçux  arcs  dérer- 
-Hiipés  par  la  cordé  infininient  voisine,  c'est-à-dire,  qu'alors  les 
deux  arcs. êlétnentaires  rf^,  rftp'  ont  le  même  signe.  Quand,  au  • 
contraire,  le  cercle  D  ci^t  extérieur  au  ^rcle€,  le^  deux  cordes 
se  côupenl  aii  dehors  de  celui-ci ,  et  alors  df  et  </ç'  ont  des  signes 
différents.     .  ...     •'  '   •  '   .  ' 

«     "     ■« 

•  8oO.  Observation.  —  On  peut  ilire  que  Ies<leu3c  équations  (6) 
et  (7)  sorft  la  conséquence  Tune  daTantre,  puisqu'elles  expriment 
upe  même  Hypothèse,  sa^roir,  que  la  corde  /w«i'  du  corde  C  roule 
sur  un  aiitçe  cerde;  çt",  en  effet ,  on  trouve,  eaanalyse,  que  la 
.première  équatioi^  est  rintégralé  de  la  seconde;  Taqgle  ^  y  repré- 
sente laconstaxite  ar)}if rairé.  Qçs  foriuulçs  sont  fonjamentales  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  5    •'-  •  • 


«  ■ 


•       « 
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111.  Avtre  mode  de  reppéscntation  ,  dans  le  cercle  »  des  c.quatibns -relatives 
.    ^  ••        ,     aux  fonction»  eHipciqrt/ift.  .  •  *     ,      , 

851.  UMsfE.  '^'  ÇUinvdonnéS  dtHix'cercUs  C ,  D.(fig.  ig|8),  et 
étant  p tes  Mr  la  ligne,  des  centres  le  point  F  qui  a  la  même  polaire  • 
•  dans  ies  deux  cecàteSy   si  atqoùr-  de  ve  point  on  f ail  tot^rner  1er 
corde,  iV.  dans  le  cercle  D,  et  f/ue  porjqn  extrémfiéi  f)n  mène  la- 
tangente  à  ce  cercle^  laquelle-  rencontre  le'  cercle  G  en  xn^  ik  rap- 
port entre Ja^  corde  ii'  et, le  sinus  de  i''aftgl/f^\F\n'rffs$c  eonstafft. 

'    '     '         mi  •   '  "^  ■  •      " 

.     En  elTet,  on  a  — -  ==  con^t.  (745),  èt^papcônséquci^c,^ 


iwF 


^in  iF  m 


f 


^  • 


- —  =s'const#  "*• 


•sinj/m    . 

iQr,  dans  Je  cercle  D,  î     .      *  ,      -' 

•  •♦..• 

-  .-•     .  Il' 

•    .*    ,  sinF*//J  ==sin^arci/'=^-^9 


a  « 


•  -  ■ 

r  étant  1^  rayon  <}u  cercle.  Ponp 


ii''            •      -                //^ 
sin  iF/»  =  —  X  consl.^     ôû    •  ,, —  =  co'nsf. 


2r     .  •   siii/F//! 

•  *    -  ,    •*      "•         ■     .   ♦  .     C*    Q      F. 'D. 

Celte  proposition  se  transforme  en  une.  relation  entr^  les  deux 
,  angles  mFX^  m' F  A  de  même  forme  cfue  celle  qui  a  lieii  entr^  leSf    • 
deux  arcs  7 A/v,  yA///,  ou  y^,  -J^^'  (^quât. 6),.  . 
«.  Nous  conclurons  d'abord  .de  la  .proposition  le- théorème  sui^    ' 
vant:..  .  .         •      -  .     .*  .  ■      *      " 

858.  È'anglé^  que  la\éorde  Fixait  apet  la  ligne  des  èçntit*S  des    « 
.  deujTMerctcs  étant  représenté  par  ^  -,  et  f  angle  LF  m  par'O ,  il  exista  * 
entre  fes  d^ux.  angles  la  relation  *       *       •  . 

r — • — '. — = — r  •  .     •       •    • 

^ — ^—-^^ — ^  =  const., 
•    •  sm  0         . 

•        '•*  *"  .    *  '  '        -  •- ' 

dans  laquelle  e  représente  le  sêgpientldF  compris  enfrtt  lê^int.F     .^ 

et  le  centre,  du  cercle  B  s'ui^  lequel  roule  la  tanger{tc  im. 

Cett^relàtion. -n'est  autre  que  celle  du  lemme,  dans  laquelle  on 

remplace  la  carde  //''par  son  expression  en*fÔDction  de.rangle  4^^ 

En  effet,  appelant  ï)«  k^.perpendrtukiire  al^aisscedu  ^cohtre  du 

cercle  D  snrla  corde//',  on  a 


—  ï         •  .    î       • 


'  Il  =:H— -Dî  =/"— DF  .^n^-^i  -• 


•  1 


•  ■ 
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OH  ... 

•     •  •  •/• 


,  L*cquaftion  cUi  Icmme  devient. donc 


r-sr-' — -  =^  COnSt. 


.'  C.    Q.    F.    D. 

Pour  dcterminer  k  constalke,  on  peut  mener  la  tânglcntcàu  i 

.cercle  D,  par  le  point  A  f  soient  a  le  point  de  contact  et  v  Tangie  | 

.     Il  FA  :4)0ur  cette  tangente,  G' et  -^  deviennent  égaux  à  cet  anglev;  '  \ 
-.-ôil  a  donc      •  •                   .  --                    ' 

•-t; ; '=3const.;       -       '  , 

et  d*s|près' cette  impression  de  la  ct>nstante,  la  relation  générale  de- 

•     vient  .  . .  .     .      •        • 

*  •  '  _  «• 

.g.  •    . ^ V^r'  —  c^ sin'>|/  _> Vr^ -^  g'^in' v'      , 

'  •    '  sinô     •     *^  sinv 

•  •  •  •  •  • 

.  C'est  cejte  équation  (jtii  se'traDsrQrme  enrôle  que  nods  voulons 
obtenir  enti^e  lés  deux  angles  /w  FA ,  w  FÂ'.* ' 

.    ,    .855.  Appelons  X,  X'  ce^  angles;  les  deux  «F/w,   t^F'"'  *""^ 
.;égî^.ux  (/6i,  cor.  I);  de  sorte  qu'on  a    *    - 

•••X=+Ve^      et     X'^=,|;  — 0;        . 

•  sinX  sinX'  =  sin'4' — sin'^,-    et    coSX^cosX'=  i  —  »in"'4'-"*H*'®' 

"     .  .      *      -    *        ..... 

*  Or  réqaatton.  (8)  se  met  sous  la  forme 

•.*•..  •  •'        • 

1-2- sin'^' — sîn'67f-(sin'>|»  —  sin*ô)  (  i  — — sin'v)  =  i— '2sin'>  =  cos2»' 

On  a  donc  •    •  •       .  **        • 

(j^)     ,  .  co%\  cosX' -h  sin  X  sin  X'  i  1  — .  —  sin'y j  =  "cos 2  u. 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

•  Étant  donaiés  deux  cercle^  C",  D ,  et  étant-  pris  Je  poir^f' t  ^'*'  '^ 
-     /«  même  polaire* dans  ces  deux  cercles,  si  ane  tangente  roule  sur 

'  riin  D  Hit  rencontre  l^autre^  C-  r/i.  deux  j}oints  m ,  m'  ,Jés  rayons 
vecteur^  menés  du  point  F  -à  -ces' deux  points  font  avec  la  iignr  des 
centres^  dciix  angles  X\,  X'  entre  lesquels  a  lieu  une  relation  de  ff' 
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•                             ,                       . .  .     •    • 

.  forme  .        .     ■     . .                    • .  *       .      ^                  .  .-.••. 

cosXcosX'-f- A.smXsinV-=  B, 

'    A  tf /  B  étcmt  deax  constantes.       *  .  .  .  .• 

•Les  expressions  géomélriqHes  dfe  ces  coftstaples  se  trotivenl  dans .    ' 

•    Inéquation  (9).  MaU  celle  tle/A*n'â  pas  la  mêine  fornje tiué  te  coeflÇ-  *  ;• 
.cient  de  réquation  (6).  La  valeur  qui  cofl-espondrait  à  ce  coeffi-'  • 

cient  serait  de'  la  forme  si i .-^  k^  sin'  2  V  Gelle-ci  va  se*  retrouver 
dans  Je  lltèofèine  suivamt  :  •  .      *"  *  .       .       " 

8S4.  Les  données  rettarH  Les'méjn^  que  daUs  le  théorème précé" 
dent,^  si\à  tangente  aa, cercle  \}éprom\e  un  ^déplacement  infi^^ 
peut  y  les  vàriaÛons  des  deux^  angles  \,'l!  y  représentées  par  d\y' 
dXy  ont  entre  elles Ja  relation  .  .  •      .  / 

'  •  dl       '  •  *•  dW  '       '        .  ' 


\l  i—-  rrzî  sin'i       Vf-- 

Vv   -cA    •    y  • 


#•  .1  •  .  .  -    • 


•*En .effet ,  on  â ,  en  abafcsanC  la  perpeiidicul^ire  C^  sur  wM  , .      , 


2 

• 

OÙ  •  • 


*et  |]iSireiUenient  * 


v^ 


v^ 


M    m 


•CE.       .  ;,        «t'M' 
CA  ^-^^ 

*  •  •  *  .       ' 

*  Il  faut  dpnc  prouver  que  •   .: 


On  a 


•STafe. 


mM  "^./?i'M''  •  .. 

* 

.yTK.    •  •  m/i  -h  MW 
MN        FM      ^    *    '   • 


•      • 
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t't  yi  par  conséquent , 

,      •  •  •  • 

ffï/iH-lVHN        F/»  H- FBI        /«M 


Donc 


«   • 


PareiUeiîiertt 


>  •  .  .        •  .^f%Âf*'     .-'  -'  •  •     •• 


> 


•    •   • 


•.  • 


rt  À.  =  -=7—:  •  — tr-" 
■  F/w'     2-CA  ' 


Donc 


Soitf  je'poinrd'intersection  descTeikx  cordes  otjw'/ /»«.';  an  a 


//î/ï      .  im         • 


«.  • 


-  •  •  •     . 

Mais  ifist  le  {)oint  dç  contact  jje  la  cojde  mm'  ^vec  le  cercle;Mont 

les  .deûx^'ngl'es  i  F  rh ,  /  F  w'Jsoql  égaux  (  76 1 ,  cpr.  I J^  et  l'on  a  ";, .     . 

'.••••       .■  iW  ^  •fTÎ?*  .    ,  -     ' 

tt,  par  conséquent',  •        '•  '      .r'..    • 

. .    *  /yi    F^' 

-et-lléquation  précédente  devient  .     •     '         *     .      *  - 

Ce  qu'il*  faliîjitprouver.  Donc,  etc.'    ,•  \      ■ 

.-.  855.  Obseévatiou.  —  De  ce  qui  arét^dit  pr^céifomment  (8a0)>. 
^u  sujet*  des  deux  équations  (6)  et*  (7),  on'conctut  ^ue' l'étpra- 
tion  (  9)  comporte  celle-ci ,   ,        '.  '»  ' .  .  .  :  ' .    • 

,•'      /•    .cf'  ' 

fi^V  cos>.co5V.-+- «n^.sTnVt  /  1  -^'^^^^sin'Atr  coiA.  *'-     ■ 

••     *:  '  .       V     •  CA  ;\  •:  •    .    ,.. 

J)e  sorte  que  cette  équation  se  tr#u.ve  déniontirée  d'une  seconde 
maAfcre,  et  avec  Iç  çàtiùàent  de  même  fortne  qivedans  Téqua- 

tion(6)C].  ■      .  '     •  ■■  "     ■ 


_, ■■        \       •  ■■>■ 


»        .  ••  •      • 

■  ■        ■ — ^-1  ■  '  ■'  ■  ■     ^ 


(^*)  La  beircppoprirU'  ihi'syplèhte  de  «lon«  cercles,  ei{triiqée4f»9r  Féqurn* 


•« 


•  • 
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•     ;     W.  TjansfôrmRtioii  dos  ronctton&pilipliqHcs.  •   • 

•         8f"^6.  .1    Rciation  eh'tte  /ets  ang/e^  (^iépirnrotrrs  da  et  ôXdeifort 

niil/€9  précèdent^}, 

.Que  Vlans  Tcxpression  deV/I  trouvée  ci-dessjis  (834)/  dn  retp- 

/,  .  fhn^  .       ,'■*••'  •     .         •   ' 

plac>  ^  par  r/<ï^,  on  atira        .  ;    • 

.   <i»         d\^       ./>ïRl  ,      dX     ^iwM        .     •  * 

ou 


II.   'Re/dtion  ^/ifwT '.yW -^  r'^in»  |^  .^Z    Y ï  ^  çj  sjn');,      où 


c 


A  A'        . ,       CF 
AO      •     •       — 


CA 


,    On  a  (82a)' 


*  • 


•• 


paire  rjiije 


El 


V  /    î  *—  "TT^-  •  Srtl'  —  ©  =   4  /  — i-  ii:  , 

y.  ••  40    .   î>  •    •Y  ^  :-  AF' 

a  /  .  •     «    • 


•AO 


*AF 


Donc 


•à        -  ...  -        ■  • 

y       .PA,-  •     ^^^     .     .• 

•  ••  •  •  .        ♦ 

•  :  y' ,^^  c' sin»^^^  J;  F/w     2GA-  *     ;       ' 
y  jC'rf  sWx   ~  ^.   -AF  ^*  ^ 


III.  Relation  entre  les  (ieiuc* fonctions  ellfptitjuéx 


'-^  »  ■ 


-  itdn  (t))^OBt«luo  à  M .  iTAcobi..  (  VoiV  i«  JoMmatdtr'Mathémàthfues  cleNf  »  0#i]^y 
tome  m  )'pttge  37O,  année  i8q8,  et  Ip  Journal  de  Mathématique»  de  M .  Lioti* 

.   yilltf,  lo)nT)  X,  pftQo435,  «Qhoc  1845.)  Le  second   théorème,  exprimé  par      , 
réquation  (10),  se  trouve' avec  diverses  autres  <^quati(f)ns  ^^blabléh^  rela» 
tfvo»  à  des  Kyi»tèm«ft  de , sections  c^oniqties',  dans  ii&n  Méntojrc  iar  la  coii' 
Mtruction  des  ampiiiudesdts/bnctwns  elliptique^»  (  Voir  tes  Çfimpt^  rendUs  de» 
séances  de  V  4cadèmie  dcs'Scicncfs  ,'içitnf  XtX  ,  |>ajîe  ia6a.. année  i8440 


•  • 


•  • 
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•  D*après  fes  e:t^prcssions  précédentes,  le  rapport  des  deux  fonc- 
tiops  est  égal  à  "   •  .  .    *•' 


At\   ■ 


Ar» ,   /         t.r  \  ^_^  I  T»-  c,. 


Ainsi 


fi\ 


I  -hr, 


«  • 


•        • 


IV.  Ri'lation  entre  les"  deux  anslcs  cp.er  >. 
"On.  a  dans  le  «triante  CF  m.,  •        ^ 

.   sfn//iFC*     wC     '*...'     CA..^    '/        '    • 


t     • 


OU 


V.  Relation  entre 

« 

On  a- 


«         • 


;       ^iîl  ((p   —    X)    ^  C|  f\T\,\. 

•    ,    ,  /av    -cf 

/n»  /c'j  'Modules  i/-c7r  ^'  TTT».  <"' 

•*  t  T  .  • 


U  e/  c,. 


•  ..•..•     •    /AA'..* 

••••  ..'  VÂâ=; 

•  •         •  F 


■•    .7CF 
CF 


OU.      C.==.rf- 


\^     •  .- 


En  ef(et,  cette  équation  devient 


/.CF. 


•  • 


AV  ^     _____ 

AjO  ~  (CA-h'CF)' 

;cA 


4.CF.CA; 

ÀF    :• 


ou 


AFc=  a.AO.CF. 


Or  ee^te  équation  résulte  de  Téqifiition  (9);  art.  68,  re{)tive.au 
systèmf  de  quatre  points  en  rapport  harmonique,  dans  laquelle 
on'^suppose  que  le  point  aVbitraire  m  coïncide  av^  le^igt  t. 
Donc ,  elc.  '  .  .  *    '       ' 

•   •  •  .  •  •        * 

FIN... 


■\ 


•• 
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Adduion  au  n?  259  (page  i8a). 

Dans  la  démonstraiion  de  la  plroposition  (259),  concer- 
nant les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques , 
on  suppose  que  ces  points  sont  réels*  Les  démonstrations 
suivantes  s'appliquent  indifTéremment  aux  deux  cas  de  réa- 
lité et  d'imaginante,  parce  que  les  pointa  doubles  n'y  en- 
trent que  par  les  rectangles  de  leurs  distances  à  des  points 
fixes. 

Démonstration.  —  Les  points  doubles  des  deux  divisions 
se  déterminent  par  l'équation 

— 1 

ae — ^aO.ae -{- al.aa' ^=1  o,     (*M). 

Par  conséquent,  on  a 

ae.afr=.  al.aa. 

On  a  pareillement ,  à  l'égard  d'une  origine  l/y  prise  dans 
la  seconde  division , 

Donc 

ae.qf al.aa* 

VTiFf  ""  b'r  .  b'b 

Mais  les  quatre  points  a,  b^  I,  oo  ont  leur  rapport  anhar- 

monique  égal  à  celui  des  quatre  a\  b\  oo  ',  J';  ce  qui  donne  la 

a\         ab     «1    •     .  1 
proportion  77^  =  —7-  Il  vient  donc 

ae,af ab.aa' 

'    VTM/^  b'b.b'a'' 

Et  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  a^V  \b^a*  et 
e^fsonl  en  involution. 

Autrement.  Que  l'on  suppose,  dans  l'équation  (4), 
art.  \  38,  que  le  point  a  coïncide  avec  i',  et  le  point  d^  avec  c  j 

38 
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de  sorte  que  &  et  c  de  la  première  division  restent  arbi- 
traires; Féquation  devient 


cm .  cm'  cb  .tfc 


G. 


Et  les  points  doubles  se  déterminent  par  Téquation  du  second 
degré 

Vè^  b'b.b'c' 

cb^cc' 


— t  j   •     '  •  '     '         1        /    —  o. 


ce 

On  a  donc 

b'e.b'f      b'b.b'c' 
ce,c/         cb.ce' 

Equation  qui  prouve  que  les  trois  couples  b\  c\b^c!  et  e^f 
sont  en  involution.  Donc ,  etc. 
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5.  Propriétés  relatives  au  quadrilatère  circonscrit  à 

deux  cercles ► 5ii 

(t.  Cas  où  un  cercle  se  réduit  à  un  point 5i5 


^"^  TABI.E   DES   MATIERES. 


PifM. 


chapitre:  XXX.  -  système  dk  trois  ou  PLCsiKimB  cercles  atakt  lb 

MÊME  AXE  RADICAL 5,g 

CHAPITRE  XXXI.  —  propriétés  de  deux  cercles  ,  relatives  aox  deux 

POWTS  D0.1T  CHACVil  A  LA   MÊME  POLAIRE  DAM  LES  DE»  CERCLES...    .       533 

CHAPITRE  XXXII —  système  de  trois  cercles  quelcouques.  -  cos- 

TACTS  DES  CERCLES 53. 

I.  Propriétés  reUiWes  k  trois  cercles ihil 

3.  Cercle  Rangent  à  trois  autres Sfi 
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a.  Propriétés  relatives  aux  plans  cycliques  d'un  cône  à  ! 

base  circulaire •    5&     { 
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5.  Cônes  supplémentaires 576 

CHAPITRE  XXXV.  —  propriétés  de  deux  cercles,  relatives  a  la  Trto-  1 

RIE  DES  P0?«CTI0NS  ELLIPTIQUES 58o      f 
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2.  Représentation  géométrique  des  équations  relatives 

aux  fonctions  elliptiques 583 

3-  Autre  mode  de  représentation,  dans  le  cercle,  des 

équations  relatives  aux  fonctions  elliptiques ^87 

4.  Transformation  des  fonctions  elliptiques ^gi 
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Page  80,  ligne  11  ;  au  lieu  de  AB,  liiet  a  6. 

Page  80,  ligne  iq;  au  lieu  de  AC ,  lites  et  y. 

Page  90,  art.  127;  au  lieu  de  La  formule  (6),  lisez  La  formule  (7). 

Pîigc  118,  n»  171  ;  ajoutez  {Jig,  29). 

Page  126,  ligne  4;  ««  '<«»  lieEten  supposant  Taie  C  perpendiculaire  à 
A ,  lises  Si  Taxe  C  est  perpendiculaire  à  A,  il  vient 

tang  (  A ,  E)  =  d=  y'^ , 
et 
Page  a56,  ligne  4  en  remontant;  au  lieu  de  •  dans  laquelle  on  considère 
les  distances  des  points  du  quadrilatère  »,  lisez  concernant  les 
distances  des  sommets  et  des  points  de  concours  du  quadrilatère. 

Page  3 18,  ligne  5;  au /cru  de  M,  lisez  m. 

Page  3 18,  dans  Téquation;  au  lieu  de  (  -yrr  •  -7^  )  ♦  ''^«  (-tjjï  •  "A  )* 

Page  332,  art.  4tf7,  ligne  7  et  dans  les  deux  équations  an-dessous ,  retnpla- 
eez  p  par /»|. 

Page  333,  équation  (g),  remplacez  p  par  ^j. 

Page  333 ,  ligne  6  du  premier  alinéa ,  les  points  a,  b,. .,  5  et  p  ;  lisez  p,  au 
lieu  de  p. 

Page  33^1,  art.  400;  dans  les  équations,  remplacez  p  par  jo,. 
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